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ÌÜèçìá 2ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓÌÅÑÏÓ II
2.1 ÄéáöïñéêÝò åîéóþóåéò 2çò �Üîçò2.1.1 ÏñéóìïßÏñéóìüò 2.1.1 - 1 Ç ãåíéêÞ ìïñöÞ ìéáò äéáöïñéêÞò åîßóùóçò 2çò �Üîçòåßíáé F (x; y; y′; y′′) = 0; (2.1.1 - 1)ü�áí ç Üãíùó�ç óõíÜñ�çóç y = y(x) ïñßæå�áé óå Ýíá äéÜó�çìá �çò ìïñöÞò
(a; b) ⊆ ℜ êáé õðÜñ÷ïõí ïé y′(x) êáé y′′(x) ãéá êÜèå x ∈ (a; b).Ôü�å ç y, åöüóïí õðÜñ÷åé, èá ïñßæåé �ç ëýóç �çò (2:1:1 − 1).Óçìáí�éêü åíäéáöÝñïí ó�éò åöáñìïãÝò áðü �ï óýíïëï �ùí åîéóþóåùí �çòìïñöÞò (2:1:1 − 1) ðáñïõóéÜæåé ç ìç ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç
2çò �Üîçò. ÓõãêåêñéìÝíá Ý÷ïõìå:Ïñéóìüò 2.1.1 - 2 (ìç ïìïãåíÞò) Ç ãåíéêÞ ìïñöÞ �çò ìç ïìïãåíïýò ãñáììé-êÞò äéáöïñéêÞò åîßóùóçò 2çò �Üîçò åßíáéy′′ + f(x)y′ + g(x)y = r(x); (2.1.1 - 2)ü�áí f , g êáé r óõíå÷åßò óõíáñ�Þóåéò ìå r(x) 6= 0 ãéá êÜèå x ∈ (a; b) êáéõðÜñ÷ïõí ïé y′(x) êáé y′′(x) ãéá êÜèå x ∈ (a; b).1



2 ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòÏñéóìüò 2.1.1 - 3 (ïìïãåíÞò) Ç ãåíéêÞ ìïñöÞ �çò ïìïãåíïýò ãñáììéêÞòäéáöïñéêÞò åîßóùóçò 2çò �Üîçò åßíáéy′′ + f(x)y′ + g(x)y = 0: (2.1.1 - 3)ü�áí f êáé g óõíå÷åßò óõíáñ�Þóåéò ãéá êÜèå x ∈ (a; b) êáé õðÜñ÷ïõí ïé y′(x)êáé y′′(x) ãéá êÜèå x ∈ (a; b).Ó�ç óõíÝ÷åéá �ïõ ìáèÞìá�ïò åîå�Üæïí�áé áíáëõ�éêÜ ïé êõñéü�åñåò ìïñöÝò�ùí (2:1:1 − 2) êáé (2:1:1− 3) ìå ó�áèåñïýò óõí�åëåó�Ýò, äçëáäÞ áõ�þí ðïõêýñéá åìöáíßæïí�áé ó�éò åöáñìïãÝò, åíþ ï áíáãíþó�çò ðáñáðÝìðå�áé ãéá ìéáåê�åíÝó�åñç ìåëÝ�ç ó�ç âéâëéïãñáößá.2.1.2 ÏìïãåíÞò ìå ó�áèåñïýò óõí�åëåó�ÝòÁðü �ïí Ïñéóìü 2.1.1 - 3 ðñïêýð�åé ü�é ç ãåíéêÞ ìïñöÞ �çò ïìïãåíïýòäéáöïñéêÞò åîßóùóçò 2çò �Üîçò ìå ó�áèåñïýò óõí�åëåó�Ýò åßíáéy′′ + ay′ + by = 0; (2.1.2 - 1)ü�áí a; b ó�áèåñÝò, y = y(x) ìå x ∈ (á; â) ⊆ ℜ êáé õðÜñ÷ïõí ïé y′(x) êáéy′′(x) ãéá êÜèå x ∈ (á; â).¸ó�ù y 6= 0, äéáöïñå�éêÜ ç �éìÞ y = 0 åßíáé ìéá éäéÜæïõóá ëýóç �çò
(2:1:2 − 1). Ôü�å áí�éêáèéó�þí�áò êá�Ü �á ãíùó�Ü ó�çí (2:1:2 − 1)y = eëx ìå ë ó�áèåñÜðñïêýð�åé ü�é ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ åßíáéF (ë) = ë2 + aë+ b = 0: (2.1.2 - 2)¸ó�ù Ä = a2 − 4b ç äéáêñßíïõóá �çò (2:1:2 − 2). Ôü�å:i) áí Ä > 0, Ý÷ïõìå äýï ðñáãìá�éêÝò äéáöïñå�éêÝò ñßæåò ë1, ë2, ïðü�å çãåíéêÞ ëýóç �çò (2:1:2 − 1) èá åßíáéyh(x) = 1eë1x + 2eë2x; (2.1.2 - 3)ü�áí 1; 2 áõèáßñå�åò ó�áèåñÝò.



ÄéáöïñéêÝò åîéóþóåéò 2çò �Üîçò 3ii) Áí Ä = 0, Ý÷ïõìå ìßá äéðëÞ ðñáãìá�éêÞ ñßæá �çí ë = −a=2. Ó�çíðåñßð�ùóç áõ�Þ ç ãåíéêÞ ëýóç Ý÷åé �ç ìïñöÞyh(x) = (1 + x2) eëx; (2.1.2 - 4)ü�áí üìïéá 1; 2 áõèáßñå�åò ó�áèåñÝò.iii) Áí Ä < 0, Ý÷ïõìå äýï óõæõãåßò ìéãáäéêÝò ñßæåò, Ýó�ù ïé ë = p + i ùêáé ë = p− i ù üðïõ i = √
−1 êáé ù =

(√
−Ä) =2. Ôü�å1yh(x) = ∗1eëx + ∗2eëx = ∗1e(p+i ù)x + ∗2e(p−i ù)x

= epx [(∗1 + ∗2) cos(ùx) + i (∗1 + ∗2) sin(ùx)] ;äçëáäÞ yh(x) = epx [1 cos(ùx) + 2 sin(ùx)]; (2.1.2 - 5)ü�áí üìïéá 1; 2 áõèáßñå�åò ó�áèåñÝò.Ç (2:1:2−5) ÷ñçóéìïðïéþí�áò ãíùó�Ýò �ñéãùíïìå�ñéêÝò ó÷Ýóåéò2 ìå�áó÷çìá�ßæå�áé�åëéêÜ ó�çí yh(x) = Cepx sin(ùx+ �) (2.1.2 - 6)üðïõ C =
(21 + 22)1=2 êáé tan � = 1=2, ü�áí 2 6= 0 ìå −� ≤ � < �.Ó�çí (2:1:2− 6) ç ù = Im(ë) åêöñÜæåé �çí êõêëéêÞ óõ÷íü�ç�á, åíþ ç � �çöÜóç3.�áñÜäåéãìá 2.1.2 - 1Íá ëõèåß ç äéáöïñéêÞ åîßóùóçy′′ + 5y′ + 6y = 0; ü�áí y0 = y(0) = 0 êáé y′0 = y′(0) = 1: (1)1Éó÷ýåé ei ù = cosù + i sinù (�ýðïò �ïõ Euler).2ÂëÝðå áðüäåéîç ó�ï ÌÜèçìá 1: ÓåéñÜ Fourier - �ñáììéêü ÖÜóìá.3ÂëÝðå http : ==el:wikipedia:org=wiki=Áðëḉ áñìïíéêḉ �áëá́í�ùóç êáéhttp : ==el:wikipedia:org=wiki=Öá́óç (êõìá�éêḉ)



4 ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòËýóç. Ç (1) åßíáé ìéá ãñáììéêÞ ïìïãåíÞò äéáöïñéêÞ åîßóùóç 2çò �Üîçò.Áí�éêáèéó�þí�áò ó�çí (1)y = eëx ìå ë ó�áèåñÜðñïêýð�åé ü�é ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóÞ �çò åßíáéF (ë) = ë2 + 5ë+ 6 = 0 ìå Ä < 0 êáé ñßæåò ë1 = −3; ë2 = −2:Ôü�å áðü �çí (2:1:2 − 3) Ý÷ïõìå ü�é ç ç ãåíéêÞ ëýóç �çò (1) åßíáéyh(x) = 1 e−3x + 2 e−2x; (2)ü�áí 1; 2 áõèáßñå�åò ó�áèåñÝò.Ïé ó�áèåñÝò ðñïóäéïñßæïí�áé áðü �çí (2) êáé �éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò y(0) =
0 êáé y′(0) = 1 ùò åîÞò:yh(0) = 1 + 2 = 0y′h(0) = −31 − 22 = 1; ïðü�å 1 = −12 = 1 :¢ñá ç ìåñéêÞ ëýóç �çò (1) åßíáé (Ó÷. 2.1.2 - 1)y(x) = yh(x) = −e−3x + e−2x:Ç ëýóç ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ åßíáé ãíùó�Þ óáí åëåýèåñç áñìïíéêÞ �áëÜí�ùóçìå éó÷õñÞ áðüóâåóç.�áñÜäåéãìá 2.1.2 - 2¼ìïéá ç åîßóùóçy′′ − 4y′ + 4y = 0; ü�áí y0 = y(0) = 1 êáé y′0 = y′(0) = 1: (3)Ëýóç. ¼ìïéá ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ �çò åîßóùóç �çò (3) åßíáéF (ë) = ë2 − 4ë+ 4 = 0 ìå Ä = 0 êáé äéðëÞ ñßæá �çí ë = 2:Ôü�å óýìöùíá ìå �çí (2:1:2 − 4) ç ãåíéêÞ �çò ëýóç åßíáéyh(x) = (1 + 2 x) e2x; (4)
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Ó÷Þìá 2.1.2 - 1: �áñÜäåéãìá 2.1.2 - 1: �ï äéÜãñáììá �çò ìåñéêÞò ëýóçòyh(x) = −e−3x + e−2x, ü�áí x ∈ [−0:1; 2].ü�áí 1; 2 áõèáßñå�åò ó�áèåñÝò.Ïé ó�áèåñÝò ðñïóäéïñßæïí�áé áðü �çí (4) êáé �éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò y(0) =
1 êáé y′(0) = 1 ùò åîÞò:yh(0) = 1 + = 1y′h(0) = 21 + 2 = 1; ïðü�å 1 = 12 = −1:¢ñá ç ìåñéêÞ ëýóç �çò (3) åßíáé (Ó÷. 2.1.2 - 2)yh(x) = e−2x(1− x):Ç ëýóç ðåñéãñÜöåé �çí êñßóéìç áðüóâåóç. ÅðåéäÞ e−2x 6= 0 ãéá êÜèå x ∈ ℜ,ç yh(x) = 0, ü�áí x0 = 1. Ôï x0 ëÝãå�áé óçìåßï ó�á�éêÞò éóïññïðßáò.�áñÜäåéãìá 2.1.2 - 3¼ìïéá ç åîßóùóç

16y′′ + 8y′ + 17y = 0; ü�áí y0 = y(0) = 1 êáé y′0 = y′(0) = 0: (5)Ëýóç. Ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ �çò åîßóùóç �çò (5) åßíáéF (ë) = 16ë2 + 8ë+ 17 = 0 ìå Ä < 0êáé ñßæåò ë1 = −1

4
+ i; ë2 = −1

4
− i;
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Ó÷Þìá 2.1.2 - 2: �áñÜäåéãìá 2.1.2 - 2: �ï äéÜãñáììá �çò ìåñéêÞò ëýóçòyh(x) = e−2x(1− x), ü�áí x ∈ [−0:2; 1:2]ïðü�å óýìöùíá ìå �çí (2:1:2 − 5) Ý÷ïõìå �ç ãåíéêÞ ëýóçyh(x) = e−x
4 (1 cos x+ 2 sin x) ; (6)ü�áí 1; 2 áõèáßñå�åò ó�áèåñÝò.Ïé ó�áèåñÝò ðñïóäéïñßæïí�áé áðü �çí (6) êáé �éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò y(0) =

1 êáé y′(0) = 0 ùò åîÞò:yh(0) = 1 + = 1y′h(0) = −1
4 1 + 2 = 0; ïðü�å 1 = 12 = 1

4 :¢ñá ç ìåñéêÞ ëýóç �çò (5) åßíáé (Ó÷. 2.1.2 - 3)yh(x) = 1

4
e−x=4 (4 cosx+ sin x):Ç ëýóç ðåñéãñÜöåé ìéá åëåýèåñç áñìïíéêÞ �áëÜí�ùóç ìå áóèåíÞ áðüóâåóç.



ÄéáöïñéêÝò åîéóþóåéò 2çò �Üîçò 7
2 4 6 8 10 12

x

-4

-2

2

4

yHxL

(a) 5 10 15 20 25 30
x

-0.4

-0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

yHxL

(b)Ó÷Þìá 2.1.2 - 3: �áñÜäåéãìá 2.1.2 - 2, ü�áí x ∈ [−�=10; 4�]:(a) �ïäéÜãñáììá �çò 1
4 e−x=4 ìðëå (áðüóâåóç) êáé �çò 4 cos x + sin x êüêêéíçêáìðýëç (áìåßù�ç �áëÜí�ùóç), åíþ ó�ï äéÜãñáììá (b) �çò ìåñéêÞò ëýóçòyh(x) = 1

4 e−x=4(4 cos x+ sin x). Ç áðüóâåóç ðñïêáëåß �åëéêÜ �ï ìçäåíéóìü�çò ìåñéêÞò ëýóçò¢óêçóçÁí y = y(x), íá ëõèïýí ïé ðáñáêÜ�ù äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò 4; 5i) y′′ + 4y′ + 5y = 0; y′0 = y0 = 1 iv) y′′ + 25y = 0; y′0 = y0 = 1ii) y′′ − y′ − 12y = 0; y′0 = 1; y0 = 0 v) y′′ + 2y′ + 4y = 0;y′0 = 1; y0 = 0iii) y′′ + 2y′ + 10y = 0; y′0 = 1; y0 = 0 vi) y′′ − 2y′ + y = 0;y′0 = −1; y0 = 1.2.1.3 Ìç ïìïãåíÞò ìå ó�áèåñïýò óõí�åëåó�ÝòÁðü �ïí Ïñéóìü 2.1.1 - 2 ðñïêýð�åé ü�é ç ãåíéêÞ ìïñöÞ �çò ìç ïìïãåíïýòäéáöïñéêÞò åîßóùóçò 2çò �Üîçò ìå ó�áèåñïýò óõí�åëåó�Ýò åßíáéy′′ + ay′ + by = r(x) (2.1.3 - 1)ü�áí a; b ∈ ℜ, y = y(x), r(x) 6= 0 ìå x ∈ (á; â) ⊆ ℜ êáé õðÜñ÷ïõí ïé y′(x)êáé y′′(x) ãéá êÜèå x ∈ (á; â).4Ëýóç.5(i) e−2x (cos x+ 3 sin x), (ii) 1

7

(
−e−3x + e4x), (iii) 1

3
e−x sin 3x,

(iv) 1

5
(5 cos 5x+ sin 5x), (v) 1

√

3
e−x sin

(√
3 x), (vi) − ex (−1 + 2x).



8 ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòÔü�å óýìöùíá ìå ãíùó�ü èåþñçìá6 ç ãåíéêÞ ëýóç �çò (2:1:3 − 1) åßíáéy = yh + yp, üðïõ yh åßíáé ç ãåíéêÞ ëýóç �çò áí�ßó�ïé÷çò ïìïãåíïýò, äçëáäÞ�çò (2:1:2 − 1) êáé yp ìßá ìåñéêÞ ëýóç �çò ìç ïìïãåíïýò (2:1:3 − 1).Áðü �éò ìåèüäïõò ðñïóäéïñéóìïý �çò ëýóçò yp èá åîå�áó�åß ìüíïí çìÝèïäïò, ðïõ äßíå�áé ó�ç óõíÝ÷åéá.ÌÝèïäïò �ïõ LagrangeÓýìöùíá ìå �ç ìÝèïäï �ïõ Lagrange ãéá �ïí ðñïóäéïñéóìü �çò ìåñéêÞò ëýóçòyp èåùñåß�áé ü�é ó�ç ãåíéêÞ ëýóçyh(x) = 1y1(x) + 2y2(x)�çò áí�ßó�ïé÷çò ïìïãåíïýò �çò (2:1:3 − 1), äçëáäÞ �çòy′′ + ay′ + by = 0;ïé ó�áèåñÝò 1 êáé 2 åßíáé óõíáñ�Þóåéò �ïõ x, ðïõ ðñÝðåé íá ðñïóäéïñéó�ïýí,Ý�óé þó�å íá åðáëçèåýå�áé ç (2:1:3 − 1), äçëáäÞ �çòy′′ + ay′ + by = r(x): (1)¸ó�ù 1 = k1(x) êáé 2 = k2(x), ïðü�åyp(x) = k1(x)y1(x) + k2(x)y2(x):Ôü�å yp(x)′ = k′1(x)y1(x) + k1(x)y′1(x) + k′2(x)y2(x) + k2(x)y′2(x): (2)Ó�ç (2) ïé óõíáñ�Þóåéò k1(x) êáé k2(x) åêëÝãïí�áé, Ý�óé þó�åk′1(x)y1(x) + k′2(x)y2(x) = 0; (3)ïðü�å áðü �çí (2) ðñïêýð�åé �ü�å ü�éyp(x)′′ = k1(x)y′′1 (x) + k′1(x)y′1(x) + k2(x)y′′2 (x) + k′2(x)y′2(x): (4)6ÂëÝðå ÌÜèçìá 1 Èåþñçìá 1.1.1-1.



ÄéáöïñéêÝò åîéóþóåéò 2çò �Üîçò 9Áí�éêáèéó�þí�áò �éò (2), (3) êáé (4) ó�çí (1), ëáìâÜíïí�áò õð' üøéí ü�é ïé y1êáé y2 åßíáé ëýóåéò �çò (2:1:2 − 1), Ý÷ïõìår(x) = k1y′′1
︸ ︷︷ ︸

+k′1y′1 + ︷ ︸︸ ︷k2y′′2 +k′2y′2 + a(k1y′1
︸︷︷︸

+
︷︸︸︷k2y′2)+ b(y1k1

︸︷︷︸
+
︷︸︸︷y2k2)

= k1 (y′′1 + á y′1 + â y1)+ k2 (y′′2 + á y′2 + â y2)+ k′1y′1 + k′2y′2
= k′1y′1 + k′2y′2:¢ñá �åëéêÜ k′1(x)y′1(x) + k′2(x)y′2(x) = r(x): (6)Ïé åîéóþóåéò (3) êáé (6) ïñßæïõí Ýíá óýó�çìá äýï åîéóþóåùí ìå äýï áãíþó�ïõò�éò óõíáñ�Þóåéò k′1(x) êáé k′2(x), áðü �ç ëýóç �ïõ ïðïßïõ ðñïêýð�åék1(x) = −

∫ r(x) y2(x)u(x) dx êáé k2(x) = ∫ r(x) y1(x)u(x) dx ; ü�áíu(x) = y1(x) y′2(x)− y′1(x) y2(x): (2.1.3 - 2)Ôü�å óýìöùíá êáé ìå �çí (2:1:3 − 2) ç ãåíéêÞ ëýóç �çò (2:1:3 − 1) åßíáé7y(x) = yh(x) + yp(x) (2.1.3 - 3)
= 1y1(x) + 2y2(x) + k1(x)y1(x) + k2(x)y2(x):�áñÜäåéãìá 2.1.3 - 1Íá ëõèåß ç äéáöïñéêÞ åîßóùóçy′′ − 3y′ + 2y = x; ü�áí y0 = y(0) = y′0 = y′(0) = 0: (1)Ëýóç. Ç ïìïãåíÞò åîßóùóç �çò (1) åßíáé çy′′ − 3y′ + 2y = 0ìå ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç �çíF (ë) = ë2 − 3ë+ 2 = 0 ìå Ä > 0 êáé ñßæåò �éò ë1 = 1; ë2 = 2:7Ç áðüäåéîç �ïõ �ýðïõ (2:1:3 − 3) äåí åßíáé ó�çí åîå�áó�Ýá ýëç.



10 ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò¢ñá óýìöùíá ìå �çí (2:1:2 − 3) ç ãåíéêÞ ëýóç �çò ïìïãåíïýò èá åßíáéyh(x) = 1 ex + 2 e2x; (2)ü�áí 1, 2 áõèáßñå�åò ó�áèåñÝò.Ôü�å áðü �çí (2:1:3 − 2) ðñïêýð�åé ü�éu(x) = y1(x) y′2(x)− y′1(x) y2(x) = ex(2e2x)− ex e2x = e3x;k1(x) = −
∫ r(x) y2(x)u(x) dx = −

∫ x e2xe3x dx = −
∫ x e−x dx

= x e−x + e−x;k2(x) =

∫ r(x) y1(x)u(x) dx =

∫ x exe3x dx =

∫ x e−2x dx
= −1

2
x e−2x − 1

4
e−2x:¢ñá áðü �çí (2) êáé �çí (2:1:3 − 3) Ý÷ïõìå ü�é ç ãåíéêÞ ëýóç �çò (1) åßíáéy(x) = 1 ex + 2 e2x + ex (x e−x + e−x)+ e2x (−1

2
x e−2x − 1

4
e−2x)

= 1 ex + 2 e2x + 3

4
+

1

2
x:Ç ìåñéêÞ ëýóç �çò (1) áðïäåéêíýå�áé ü�é åßíáé çy(x) = 3

4
+

x
2
− ex + e2x

4
:�áñÜäåéãìá 2.1.3 - 2¼ìïéá �çòy′′ + 2y′ + y = e−2x; ü�áí y0 = y(0) = y′0 = y′(0) = 0: (3)Ëýóç. Ç ïìïãåíÞò åîßóùóç �çò (3) åßíáéy′′ + 2y′ + y = 0



ÄéáöïñéêÝò åîéóþóåéò 2çò �Üîçò 11ìå ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç �çíF (ë) = ë2 + 2ë+ 1 = 0 ìå Ä = 0 êáé ñßæá äéðëÞ ë = −1:¢ñá óýìöùíá ìå �çí (2:1:2 − 4) ç ãåíéêÞ ëýóç �çò ïìïãåíïýò èá åßíáéyh(x) = 1 e−x + 2 x e−x; (4)ü�áí 1, 2 áõèáßñå�åò ó�áèåñÝò.Ôü�å üìïéá áðü �çí (2:1:3 − 2) ðñïêýð�åéu(x) = y1(x) y′2(x)− y′1(x) y2(x) = e−x (xe−x)′ − (e−x)′ x e−x = e−2x;k1(x) = −
∫ r(x) y2(x)u(x) dx = −

∫ e−2x x e−xe−2x dx = −
∫ x e−x dx

= x e−x + e−x;k2(x) =

∫ r(x) y1(x)u(x) dx =

∫ e−2x e−xe−2x dx =

∫ e−x dx = −e−x:¢ñá áðü �çí (4) êáé �çí (2:1:3 − 3) Ý÷ïõìå ü�é ç ãåíéêÞ ëýóç �çò (3) åßíáéy(x) = 1 e−x + 2 x e−x + e−x (x e−x + e−x)+ x e−x (−e−x)
= 1 e−x + 2 x e−x + e−2x:Ç ìåñéêÞ ëýóç �çò (3) åßíáéy(x) = e−2x + x e−x − e−x = e−2x (1 + x ex − ex) :�áñÜäåéãìá 2.1.3 - 3¼ìïéá ç y′′ + 4y = x; ü�áí y0 = y(0) = y′0 = y′(0) = 0: (5)Ëýóç. Ç ïìïãåíÞò åîßóùóç �çò (5) åßíáéy′′ + 4y = 0



12 ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòìå ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç �çíF (ë) = ë2 + 4 = 0 ìå Ä < 0 êáé ñßæåò ë = 2 i; ë = −2 i:¢ñá óýìöùíá ìå �çí (2:1:2 − 5) ç ãåíéêÞ ëýóç �çò ïìïãåíïýò èá åßíáéyh(x) = 1 cos 2x+ 2 sin 2x; (6)ü�áí 1, 2 áõèáßñå�åò ó�áèåñÝò.Ôü�å üìïéá áðü �çí (2:1:3 − 2) åßíáéu(x) = y1(x) y′2(x) − y′1(x) y2(x) = cos 2x (sin 2x)′ − (cos 2x)′ sin 2x
= 2

(

sin2 2x+ cos2 2x) = 2k1(x) = −
∫ r(x) y2(x)u(x) dx = −

∫ x sin 2x
2

dx = −1

2

∫ x sin 2x dx
= − 1

2

∫ x [−cos 2x
2

]
′ dx =

x
4
cos 2x− 1

8
sin 2x;k2(x) =

∫ r(x) y1(x)u(x) dx =

∫ x cos 2x
2

dx =
1

2

∫ x cos 2x dx
=

1

2

∫ x [−sin 2x
2

]
′ dx =

x
4
sin 2x+

1

8
cos 2x:¢ñá áðü �çí (6) êáé �çí (2:1:3 − 3) Ý÷ïõìå ü�é ç ãåíéêÞ ëýóç �çò (5) åßíáéy(x) = 1 cos 2x+ 2 sin 2x+ cos 2x (x

4
cos 2x− 1

8
sin 2x
︸ ︷︷ ︸

)

+sin 2x (x
4
sin 2x+

1

8
cos 2x
︸ ︷︷ ︸

)

= 1 cos 2x+ 2 sin 2x+
x
4
:Ç ìåñéêÞ ëýóç �çò (5) åßíáéy(x) = 1

4
x − 1

8
sin 2x:



ÄéáöïñéêÝò åîéóþóåéò 2çò �Üîçò 13�áñÜäåéãìá 2.1.3 - 4¼ìïéá ç y′′ + 2y′ + 10y = 1; ü�áí y0 = y(0) = y′0 = y′(0) = 0: (7)Ëýóç. Ç ïìïãåíÞò åîßóùóç �çò (7) åßíáéy′′ + 2y′ + 10y = 0ìå ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç �çíF (ë) = ë2 + 2ë+ 10 = 0 ìå Ä < 0êáé ñßæåò ë = −1 + 3 i; ë = −1− 3 i:¢ñá óýìöùíá ìå �çí (2:1:2 − 5) ç ãåíéêÞ ëýóç �çò ïìïãåíïýò èá åßíáéyh(x)e−x (1 cos 3x+ 2 sin 3x) ; (8)ü�áí 1, 2 áõèáßñå�åò ó�áèåñÝò.Ôü�å üìïéá áðü �çí (2:1:3 − 2) åßíáéu(x) = y1(x) y′2(x)− y′1(x) y2(x) = e−x cos 3x (−e−x sin 3x+ 3 e−x cos 3x)
−e−x sin 3x (−e−x cos 3x− 3 e−x sin 3x)

= 3 e−x (cos2 3x + sin2 3x) = 3 e−2x;k1(x) = −
∫ r(x) y2(x)u(x) dx = −

∫
1 · e−2x sin 3x

3 e−x dx = −1

3

∫ ex sin 3x dx
= − ex

10
(−3 cos 3x+ sin 3x) ;k2(x) =

∫ r(x) y1(x)u(x) dx =

∫
1 · e−x cos 3x

3 e−2x dx =
1

3

∫ ex cos 3x dx
=

ex
10

(cos 3x + 3 sin 3x) :



14 ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò¢ñá áðü �çí (8) êáé �çí (2:1:3 − 3) Ý÷ïõìå ü�é ç ãåíéêÞ ëýóç �çò (7) åßíáéy(x) = e−x (1 cos 3x+ 2 sin 3x)
+e−x cos 3x [− ex

3 · 10
(

−3 cos 3x+ sin 3x
︸ ︷︷ ︸

)]

+e−x sin 3x [ ex
3 · 10

(

cos 3x
︸ ︷︷ ︸

+3 sin 3x)]
= e−x (1 cos 3x+ 2 sin 3x) + 3

3 · 10
(

cos2 3x+ sin2 3x)
= e−x (1 cos 3x+ 2 sin 3x) + 1

10
:Ç ìåñéêÞ ëýóç �çò (7) åßíáéy(x) = 1

10
− 1

10

(e−x cos 3x+
1

3
e−x sin 3x) :ÔÝëïò ðñÝðåé íá áíáöåñèåß ó�ï óçìåßï áõ�ü ü�é åßíáé ðïëëÝò ïé ðåñéð�þóåéò,ðïõ ç ìÝèïäïò óå ðïëëÝò åöáñìïãÝò áäõíá�åß íá äþóåé ëýóç. Ó�éò ðåñéð�þóåéòáõ�Ýò ÷ñçóéìïðïéïýí�áé êõñßùò áñéèìç�éêÝò ìÝèïäïé.¢óêçóç1. Íá ëõèïýí ïé ðáñáêÜ�ù äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò, ü�áí y = y(x) êáé y0 =y′0 = 0 8; 9i) y′′ + 4y′ + 13y = e−x iv) y′′ + 2y′ + y = sin xii) y′′ + y = sin x v) y′′ + y′ = e−x sin xiii) y′′ + 3y′ + 2y = x vi) y′′ + 4y′ + 3y = 4 e−x.8Ëýóç.9(i) 1

30
e−2x (3ex − 3 cos 3x− sin 3x), (ii) 1

2
(−x cos x+ sin x),

(iii) −
3

4
−

e−2x
4

+ e−x + x
2
, (iv) −

1

2
e−x (1 + x− ex cos ),

(v) 1

2
e−x (−2 + ex + cosx− sin x), (vi) e−3x (1− e2x + 2xe2x).
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