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ÌÜèçìá 2ÁÍÁËÕÔÉÊÇ �ÅÙÌÅÔÑÉÁÓ�ï ìÜèçìá áõ�ü èá äïèïýí ïé êõñéü�åñåò Ýííïéåò �çò Áíáëõ�éêÞò �åùìå�ñßáò,ðïõ èåùñïýí�áé áðáñáß�ç�åò ãéá �á åðüìåíá.2.1 Åõèåßá2.1.1 Óõí�åëåó�Þò äéåýèõíóçòÏñéóìüò 2.1 - 1. ¸ó�ù �ï ïñèïãþíéï óýó�çìá áîüíùí Oxy êáé ìßá åõèåßáå. Áí � åßíáé ç ãùíßá ðïõ äéáãñÜöåé ï Üîïíáò Ox, ü�áí ðåñéó�ñáöåß ãýñïáðü �ï óçìåßï M êá�Ü �ç äåîéüó�ñïöç öïñÜ, Ýùò ü�ïõ óõìðÝóåé ìå �çí å,�ü�å ç åöáð�ïìÝíç �çò ãùíßáò è ïñßæåé �ï óõí�åëåó�Þ äéåýèõíóçò �çò åêáé óõìâïëßæå�áé óõíÞèùò ìå �, äçëáäÞ � = tan � (Ó÷. 2.1 - 1).�ñü�áóç 2.1 - 1. ÁíM1 (x1; y1),M2 (x2; y2) åßíáé äýï �õ÷üí�á óçìåßá ìßáòìç ðáñÜëëçëçò ðñïò �ïõò Üîïíåò åõèåßáò, �ü�å ï óõí�åëåó�Þò äéåýèõíóçòéóïý�áé ìå � =
y2 − y1x2 − x1 : (2.1 - 1)Áðüäåéîç. Áðü �ï ïñèïãþíéï �ñßãùíï KM1M2 Ý÷ïõìå

tan � = (KM2)

(M1K)
=

y2 − y1x2 − x11
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MÓ÷Þìá 2.1 - 1: óõí�åëåó�Þò äéåýèõíóçò åõèåßáòäçëáäÞ ç áðïäåéê�Ýá.Áðïäåéêíýå�áé ü�é:�ñü�áóç 2.1 - 2 Ç åîßóùóç �çò åõèåßáò ðïõ äéÝñ÷å�áé áðü �ï óçìåßïM (x0; y0)êáé Ý÷åé óõí�åëåó�Þ äéåýèõíóçò � äßíå�áé áðü �çí åîßóùóçy − y0 = � (x− x0) : (2.1 - 2)�áñá�Þñçóç 2.1 - 1Áí ç åõèåßá åßíáé ðáñÜëëçëç ðñïò �ïí Üîïíá Ox, �ü�å � = 0, åíþ ü�áí åßíáéðáñÜëëçëç ðñïò �ïí Üîïíá Ox, �ü�å �→ +∞.Óýìöùíá ìå �á ðáñáðÜíù åýêïëá áðïäåéêíýïí�áé ïé ðáñáêÜ�ù ðñï�Üóåéò.�ñü�áóç 2.1 - 3. Áí Ýíá äéÜíõóìá á (a1; a2) åßíáé ðáñÜëëçëï ðñïò ìßáåõèåßá å, ðïõ äåí åßíáé ðáñÜëëçëç ðñïò �ïí Üîïíá Oy, �ü�å ï óõí�åëåó�Þòäéåýèõíóçò �çò å åßíáé � = á2=á1.�ñü�áóç 2.1 - 4. ¸ó�ù å1 êáé å2 äýï åõèåßåò ìå óõí�åëåó�Ýò äéåýèõíóçòë1 êáé ë2 áí�ßó�ïé÷á. Ôü�å éêáíÞ êáé áíáãêáßá óõíèÞêç, Ý�óé þó�å ïé åõèåßåòáõ�Ýò íá åßíáéi) ðáñÜëëçëåò åßíáé ç �1 = �2,ii) êÜèå�åò åßíáé ç �1 �2 = −1.



Åõèåßá 3
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Ó÷Þìá 2.1 - 2: åõèåßá áðü óçìåßï ðáñÜëëçëç ðñïò äéÜíõóìáÏñéóìüò 2.1 - 2. Ïñßæå�áé óáí óõí�åëåó�Þò äéåýèõíóçò åíüò äéáíýóìá�ïòï óõí�åëåó�Þò äéåýèõíóçò �ïõ áí�ßó�ïé÷ïõ öïñÝá �ïõ.Äßíïí�áé ó�ç óõíÝ÷åéá ïé êõñéü�åñåò ìïñöÝò �çò åîßóùóçò ìßáò åõèåßáò ó�ïåðßðåäï, áí�ßó�ïé÷á ó�ï ÷þñï. Óçìåéþíå�áé ü�é ó�ï åîÞò ïé üñïé äéáíõóìá�éêÞ,áí�ßó�ïé÷á ðáñáìå�ñéêÞ åîßóùóç, ü�áí ÷ñçóéìïðïéïýí�áé, åßíáé éóïäýíáìïé.2.1.2 Åõèåßá áðü óçìåßï ðáñÜëëçëç ðñïò äéÜíõóìáÄéáíõóìá�éêÞ åîßóùóç¸ó�ù ü�é æç�åß�áé ç åîßóùóç ìßáò åõèåßáò, ðïõ äéÝñ÷å�áé áðü Ýíá óçìåßï,Ýó�ù M êáé åßíáé ðáñÜëëçëç ðñïò Ýíá äéÜíõóìá, Ýó�ù á (Ó÷. 2.1 - 2). Áír1 ç äéáíõóìá�éêÞ áê�ßíá �ïõ óçìåßïõ M êáé N Ýíá Üëëï �õ÷üí óçìåßï �çòåõèåßáò ìå äéáíõóìá�éêÞ áê�ßíá r, �ü�å, åðåéäÞ �á äéáíýóìá�áÌÍ êáé á åßíáéðáñÜëëçëá, èá ðñÝðåé óýìöùíá ìå �çí �ñü�áóç 2.1 - 1 íá õðÜñ÷åé ðñáãìá�éêüòáñéèìüò t (ðáñÜìå�ñïò), Ý�óé þó�å ÌÍ = tá. ÁëëÜ r = r1 +ÌÍ, ïðü�år = r1 + tá: (2.1 - 3)



4 Áíáëõ�éêÞ �åùìå�ñßá Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòÁíáëõ�éêÞ åîßóùóç ó�ï ÷þñï¸ó�ù á = á (á1; á2; á3) êáéÌ (x1; y1; z1). Ôü�å áðü �çí (2:1−3) åîéóþíïí�áò�éò áí�ßó�ïé÷åò óõí�å�áãìÝíåò ðñïêýð�åéx− x1á1 =
y − y1á2 =

z − z1á3 : (2.1 - 4)Áíáëõ�éêÞ åîßóùóç ó�ï åðßðåäï¼ìïéá åßíáé x− x1á1 =
y − y1á2 Þ ∣
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∣
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∣

∣

∣

∣
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∣

∣
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∣

= 0: (2.1 - 5)2.1.3 Åõèåßá áðü äýï óçìåßáÄéáíõóìá�éêÞ åîßóùóç¸ó�ù Ì1, Ì2 äýï �õ÷üí�á óçìåßá �çò åõèåßáò ìå äéáíõóìá�éêÝò áê�ßíåòr1 = 〈x1; y1; z1〉, r2 = 〈x2; y2; z2〉 áí�ßó�ïé÷á êáé M �õ÷üí Üëëï óçìåßï �çòìå äéáíõóìá�éêÞ áê�ßíá, Ýó�ù r = 〈x; y; z〉. Ôü�å ç ðåñßð�ùóç áõ�Þ áíÜãå�áéó�çí 2.1.2 èÝ�ïí�áò á = r2 − r1, ïðü�år = r1 + t (r2 − r1) : (2.1 - 6)Ç (2:1 − 6) ÷ñçóéìïðïéþí�áò �éò áíáëõ�éêÝò åêöñÜóåéò r1 = x1i+ y1j+ z1kêáé r2 = x2i+ y2j+ z2k, �åëéêÜ ãñÜöå�áér(t) = x(t)i+ y(t)j+ z(t)k
= [tx2 + (1− t)x1] i+ [ty2 + (1− t)y1] j

+ [tz2 + (1− t)z1]k; ü�áí t ∈ ℜ: (2.1 - 7)Óçìåßùóç 2.1 - 1¼�áí t ∈ [0;1], ç (2:1−7) ïñßæåé �çí ðáñáìå�ñéêÞ åîßóùóç �ïõ åõèýãñáììïõ�ìÞìá�ïò Ì1Ì2 (Ó÷. 2.1 - 3).



Åõèåßá 5

Ó÷Þìá 2.1 - 3: åõèåßá áðü äýï óçìåßá - ðáñáìå�ñéêÞ ðáñÜó�áóçÁíáëõ�éêÞ åîßóùóç ó�ï ÷þñï¸ó�ù Ì1 (x1; y1; z1), Ì2 (x2; y2; z2). Ôü�å áðü �çí (2:1 − 7) ðñïêýð�åéx− x1x2 − x1 =
y − y1y2 − y1 =

z − z1z2 − z1 : (2.1 - 8)Áíáëõ�éêÞ åîßóùóç ó�ï åðßðåäï¼ìïéá x− x1x2 − x1 =
y − y1y2 − y1 Þ ∣
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= 0: (2.1 - 9)2.1.4 �åíéêÞ ìïñöÞ åîßóùóçò åõèåßáò ó�ï åðßðåäïÁðïäåéêíýå�áé ü�é:�ñü�áóç 2.1 - 5. Ç ãåíéêÞ ìïñöÞ �çò áíáëõ�éêÞò åîßóùóçò �çò åõèåßáòó�ï åðßðåäï åßíáé Áx+ Ây + � = 0 (2.1 - 10)



6 Áíáëõ�éêÞ �åùìå�ñßá Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòêáé áí�ßó�ñïöá.Äéåñåýíçóç �çò åîßóùóçò Áx+ Ây + � = 0Äéáêñßíïí�áé ïé ðáñáêÜ�ù ðåñéð�þóåéò:i) Áí Á 6= 0 êáé Â = 0, �ü�å áðü �çí (2:1− 10) ðñïêýð�åé ü�é x = −�=Á,ðïõ ðáñéó�Üíåé åõèåßá, ç ïðïßá äéÝñ÷å�áé áðü �ï óçìåßï (−�=Á; y) êáéåßíáé ðáñÜëëçëç ðñïò �ïí Üîïíá Oy. Áí êáé � = 0, �ü�å ç åõèåßáóõìðßð�åé ìå �ïí Üîïíá Oy.ii) Áí Á = 0 êáé Â 6= 0, �ü�å áðü �çí (2:1− 10) ðñïêýð�åé ü�é y = −�=Â,ðïõ ðáñéó�Üíåé åõèåßá, ç ïðïßá äéÝñ÷å�áé áðü �ï óçìåßï (x; −�=Â) êáéåßíáé ðáñÜëëçëç ðñïò �ïí Üîïíá Ox. Áí êáé � = 0, �ü�å ç åõèåßáóõìðßð�åé ìå �ïí Üîïíá Ox.iii) Áí � = 0, �ü�å ç (2:1 − 10) ðáñéó�Üíåé åõèåßá, ðïõ äéÝñ÷å�áé áðü �çíáñ÷Þ �ùí áîüíùí.iv) Áí Á; Â; � 6= 0, ç (2:1 − 10) ãñÜöå�áé
− x�=Á − y�=Â = 1;äçëáäÞ xa +

yb = 1 (2.1 - 11)üðïõ �á a = −�=Á êáé b = −�=Â ëÝãïí�áé êáé óõí�å�áãìÝíåò åðß�çí áñ÷Þ �çò (2:1− 10).�ñü�áóç 2.1 - 6. ¸ó�ù ïé åõèåßåò å1, å2 êáé å3 ìå áí�ßó�ïé÷åò åîéóþóåéòA1x+B1y + �1 = 0; A2x+B2y + �2 = 0 êáé A3x+B3y + �3 = 0:Ôü�å éêáíÞ êáé áíáãêáßá óõíèÞêç Ý�óé, þó�å ïé åõèåßåò íá äéÝñ÷ïí�áé áðü�ï ßäéï óçìåßï, åßíáé
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= 0: (2.1 - 12)
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Ó÷Þìá 2.1 - 4: áðüó�áóç óçìåßïõ áðü åõèåßá2.1.5 Áðüó�áóç óçìåßïõ áðü åõèåßá¸ó�ù åõèåßá å ìå åîßóùóç Ax+By+� = 0 êáé �õ÷üí óçìåßï �çò P0 (x0; y0).Ôü�å ç áðüó�áóç �ïõ P0 áðü �çí å äßíå�áé áðü �ïí �ýðï (Ó÷. 2.1 - 4)d (P0; å) = |Ax0 +By0 + �|√A2 +B2
: (2.1 - 13)Ìå �ï MATHEMATICA ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç ìßáò åõèåßáò ãßíå�áé ìå�çí åí�ïëÞShow[Graphis[Line[{{x_1,y_1},{x_2,y_2}}℄℄℄2.2 Åðßðåäï2.2.1 Åðßðåäï áðü óçìåßï êáé ðáñÜëëçëï ðñïò äýï äéáíýóìá�á¸ó�ù Ýíá åðßðåäï ðïõ äéÝñ÷å�áé áðü �ï óçìåßïÌ (x1; y1; z1) êáé åßíáé ðáñÜëëçëïðñïò �á äéáíýóìá�á á = á (á1; á2; á3) êáé â = â (â1; â2; â3) (Ó÷. 2.2 - 1).
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Ó÷Þìá 2.2 - 1: åðßðåäï áðü óçìåßï ðáñÜëëçëï ðñïò äýï äéáíýóìá�áÄéáíõóìá�éêÞ åîßóùóçÅðåéäÞ �á äéáíýóìá�á á êáé â åßíáé ðáñÜëëçëá, áðïäåéêíýå�áé ü�é1 ü�é õðÜñ÷ïõíðáñÜìå�ñïé u, v, Ý�óé þó�å, áí M �õ÷üí óçìåßï �ïõ åðéðÝäïõ, íá éó÷ýåéÌ1Ì2 = uá+ vâ, äçëáäÞ r− r1 = uá+ vâ. ¢ñár = r1 + uá+ vâ: (2.2 - 1)Áíáëõ�éêÞ åîßóùóçÇ (2:2 − 1) ãñÜöå�áéxi+ yj+ zk = (x1 + uá1 + vâ1) i+ (y1 + uá2 + vâ2) j+ (z1 + uá3 + vâ3)k:Ôü�å åîéóþíïí�áò �éò áí�ßó�ïé÷åò óõí�å�áãìÝíåò Ý÷ïõìåx = x1 + uá1 + vâ1 ; y = y1 + uá2 + vâ2 ; z = z1 + uá3 + vâ31ÂëÝðå âéâëéïãñáößá êáé Á. ÌðñÜ�óïò [2℄ Êåö. 1.



Åðßðåäï 9ðïõ �åëéêÜ äßíåé óáí áíáëõ�éêÞ åîßóùóç �çí
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= 0: (2.2 - 2)
2.2.2 Åðßðåäï áðü äýï óçìåßá êáé ðáñÜëëçëï ðñïò äéÜíõóìá¸ó�ù Ýíá åðßðåäï ðïõ äéÝñ÷å�áé áðü �á óçìåßá Ì1 (x1; y1; z1), Ì2 (x2; y2; z2)êáé åßíáé ðáñÜëëçëï ðñïò �ï äéÜíõóìá á = á 〈á1; á2; á3〉.Äéáíõóìá�éêÞ åîßóùóçÇ ðåñßð�ùóç áõ�Þ áíÜãå�áé ó�çí 2.2.1 èÝ�ïí�áò á = Ì1Ì2 = r2 − r1, ü�áír1 êáé r2 åßíáé ïé äéáíõóìá�éêÝò áê�ßíåò �ùí óçìåßùí Ì1 êáé Ì2 áí�ßó�ïé÷á.¢ñá r = r1 + u (r2 − r1) + vá: (2.2 - 3)Áíáëõ�éêÞ åîßóùóç¼ìïéá áðü �çí (2:2−3) ãéá �éò óõí�å�áãìÝíåò �ïõ �õ÷üí�ïò óçìåßïõM(x; y; z)�ïõ åðéðÝäïõ � Ý÷ïõìåx = x1 + u (x2 − x1) + vá1;y = y1 + u (y2 − y1) + vá2;z = z1 + u (z2 − z1) + vá3ðïõ �åëéêÜ äßíåé óáí áíáëõ�éêÞ åîßóùóç �çí
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= 0: (2.2 - 4)



10 Áíáëõ�éêÞ �åùìå�ñßá Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò2.2.3 Åðßðåäï áðü �ñßá óçìåßá¸ó�ù Ýíá åðßðåäï ðïõ äéÝñ÷å�áé áðü �ñßá ìç óõíåõèåéáêÜ óçìåßáÌ1 (x1; y1; z1),Ì2 (x2; y2; z2) êáé Ì3 (x3; y3; z3).Äéáíõóìá�éêÞ åîßóùóçÇ ðåñßð�ùóç áõ�Þ áíÜãå�áé ó�çí 2.2.1 èÝ�ïí�áò á = Ì1Ì2 = r2 − r1,â = Ì1Ì3 = r3 − r1, ü�áí r1, r2 êáé r3 åßíáé ïé äéáíõóìá�éêÝò áê�ßíåò �ùíóçìåßùí Ì1, Ì2 êáé Ì3 áí�ßó�ïé÷á. ¢ñár = r1 + u (r2 − r1) + v (r3 − r1) : (2.2 - 5)Áíáëõ�éêÞ åîßóùóç¼ìïéá ãéá �éò óõí�å�áãìÝíåò �ïõ �õ÷üí�ïò óçìåßïõM �ïõ åðéðÝäïõ� Ý÷ïõìåx = x1 + u (x2 − x1) + v (x3 − x1) ;y = y1 + u (y2 − y1) + v (y3 − y1) ;z = z1 + u (z2 − z1) + v (z3 − z1)ðïõ �åëéêÜ äßíåé óáí áíáëõ�éêÞ åîßóùóç �çí
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x− x1 y − y1 z − z1x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x y z 1x1 y1 z1 1x2 y2 z2 1x3 y3 z3 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0: (2.2 - 6)
2.2.4 �åíéêÞ ìïñöÞ åîßóùóçò åðéðÝäïõÁðïäåéêíýå�áé ü�é:�ñü�áóç 2.2 - 1. Ç ãåíéêÞ ìïñöÞ �çò áíáëõ�éêÞò åîßóùóçò �ïõ åðéðÝäïõåßíáé Áx+ Ây + �z +Ä = 0: (2.2 - 7)êáé áí�ßó�ñïöá.



ÊùíéêÝò �ïìÝò 11ÁóêÞóåéò1. Íá õðïëïãéó�åß ç åîßóùóç �çò åõèåßáò ó�éò ðáñáêÜ�ù ðåñéð�þóåéò:i) Ý÷åé óõí�å�áãìÝíåò åðß �çí áñ÷Þ 3 êáé −5,ii) Ý÷åé �å�ìçìÝíç åðß �çí áñ÷Þ 4 êáé åßíáé ðáñÜëëçëç ðñïò �ï äéÜíõóìáa = (1;−3),iii) äéÝñ÷å�áé áðü �ï óçìåßï �ïìÞò �ùí åõèåéþí x − y = 7, x + 2y = 5 êáéåßíáé êÜèå�ç ó�çí åõèåßá 2x− 5y + 3 = 0,iv) äéÝñ÷å�áé áðü �ï óçìåßï (1; 1) êáé ó÷çìá�ßæåé ãùíßá ð=3 ìå �çí åõèåßáx− 7y + 5 = 0.2. Íá õðïëïãéó�åß ç ãùíßá �ùí åõèåéþí 2x − y = 4 êáé 3x+ y = 1.3. ¸ó�ù �ï �ñßãùíï ìå êïñõöÝò �á óçìåßá (1; 2), (3; 4) êáé (−2;−3). Íáõðïëïãéó�ïýíi) ïé åîéóþóåéò �ùí äéáãùíßùí, �ùí õøþí êáé �ùí äé÷ï�üìùí �ïõ,ii) ïé óõí�å�áãìÝíåò �ïõ êÝí�ñïõ âÜñïõò.4. Íá õðïëïãéó�åß ç �éìÞ �çò ðáñáìÝ�ñïõ ë, Ý�óé þó�å ç åõèåßá ëx+y+1 = 0íá äéÝñ÷å�áé áðü �ï êïéíü óçìåßï �ïìÞò �ùí åõèåéþí 2x − y + 1 = 0 êáéx− y + 5 = 0.5. Íá õðïëïãéó�åß ç åîßóùóç �çò åõèåßáò, ðïõ äéÝñ÷å�áé áðü �ï óçìåßï (1; 1)êáé �Ýìíåé êÜèå�á �çí �ïìÞ �ùí åðéðÝäùí 3x−5y+2 = 0 êáé 2x+3z+1 = 0.6. ¸ó�ù �á åðßðåäá 2x+3y+4z−6 = 0 êáé 4x+6y+8z+24 = 0. Æç�åß�áéi) íá äåé÷èåß ü�é åßíáé ðáñÜëëçëá,ii) íá õðïëïãéó�åß ç åîßóùóç �ïõ åðéðÝäïõ ðïõ �Ýìíåé �á åðßðåäá áõ�ÜêÜèå�á.2.3 ÊùíéêÝò �ïìÝò2.3.1 ÊýêëïòÏñéóìüò 2.3 - 1. Ïñßæå�áé óáí ðåñéöÝñåéá êýêëïõ ï ãåùìå�ñéêüò �üðïò�ùí óçìåßùí �ïõ åðéðÝäïõ, ðïõ áðÝ÷ïõí ßóç áðüó�áóç áðü Ýíá óçìåßï �ïõ



12 Áíáëõ�éêÞ �åùìå�ñßá Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòåðéðÝäïõ, Ýó�ù O, ðïõ ëÝãå�áé êÝí�ñï. Ç áðüó�áóç áõ�Þ ïñßæåé �ü�å �çíáê�ßíá �ïõ êýêëïõ, Ýó�ù R.¸ó�ù �þñá ü�é �ï O óõìðßð�åé ìå �çí áñ÷Þ �ùí óõí�å�áãìÝíùí åíüòïñèïãùíßïõ óõó�Þìá�ïò Oxy. Ôü�å, áí M(x; y) åßíáé �õ÷üí óçìåßï �çòðåñéöÝñåéáò, Ý÷ïõìå x2 + y2 = R2; (2.3 - 1)åíþ ü�áí �ï êÝí�ñï åßíáé ó�ï óçìåßï Ê(á; â), �ü�å åßíáé
(x− á)2 + (y − â)2 = R2: (2.3 - 2)Ïé (2:3− 1) êáé (2:3− 2) äßíïõí óáí ãåíéêÞ ìïñöÞ �çò áíáëõ�éêÞò åîßóùóçò�ùí óçìåßùí �çò ðåñéöÝñåéáò �ïõ êýêëïõ �çíx2 + y2 +Áx+ Ây + � = 0 (2.3 - 3)ìå êÝí�ñï Ê (−Á=2;−Â=2) êáé áê�ßíá R =

(Á2 + Â2 − 4�)1=2.Áí�ßó�ñïöá êÜèå åîßóùóç �çò ìïñöÞò (2:3 − 3) ðáñéó�Üíåé ðåñéöÝñåéáêýêëïõ. �ñÜãìá�é ç (2:3 − 3) ãñÜöå�áé
(x+

Á
2

)2

+

(y + Â
2

)2

=
Á2 + Â2 − 4Γ

4
: (2.3 - 4)Ôü�å ç (2:3 − 4):- áíÁ2+Â2−4� ≥ 0, ðáñéó�Üíåé åîßóùóç êýêëïõ ìå êÝí�ñï (−Á=2;−Â=2)êáé áê�ßíá R =

√Á2 + Â2 − 4Γ=2. ÅéäéêÜ ü�áí éó÷ýåé ç éóü�ç�á, çáê�ßíá �ïõ êýêëïõ åßíáé ìçäÝí (óçìåßï).- Áí Á2+Â2−4� ≤ 0, �ü�å äåí õðÜñ÷ïõí óçìåßá ðïõ íá �çí åðáëçèåýïõíêáé Üñá üìïéá êáé �çí (2:3− 3).ÅðïìÝíùò Ý÷åé áðïäåé÷èåß ç ðáñáêÜ�ù ðñü�áóç.�ñü�áóç 2.3 - 1. Ç x2 + y2 + Áx + Ây + � = 0 ðáñéó�Üíåé åîßóùóçðåñéöÝñåéáò êýêëïõ �ü�å êáé ìüíïí, ü�áí Á2 + Â2 − 4� ≥ 0.Ç åîßóùóç �çò åöáð�ïìÝíçò �çò ðåñéöÝñåéáò óå Ýíá óçìåßï �çò, Ýó�ùÌ (x0; y0), áðïäåéêíýå�áé ü�é äßíå�áé áðü �ç ó÷Ýóç
(x− x0) (x− á) + (y − y0) (y − â) = R2: (2.3 - 5)
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Ó÷Þìá 2.3 - 1: ðáñáìå�ñéêÞ ðáñÜó�áóç êýêëïõÄéáíõóìá�éêÞ åîßóùóç¸ó�ù ü�é �ïO óõìðßð�åé ìå �çí áñ÷Þ åíüò ïñèïãùíßïõ óõó�Þìá�ïò óõí�å�áãìÝíùí.Ôü�å, áíM(x; y) åßíáé �õ÷üí óçìåßï �çò ðåñéöÝñåéáò, ç äéáíõóìá�éêÞ åîßóùóçåßíáé �çò ìïñöÞò r = x i+ y j (2.3 - 6)üðïõ x = x(t) = R cos t;y = y(t) = R sin t; ü�áí t ∈ [0; 2�); (2.3 - 7)åíþ ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ �ï êÝí�ñï �ïõ åßíáé �ï óçìåßï Ê(á; â) Ý÷ïõìå (Ó÷.2.3 - 1) x = x(t) = á +R cos ty = y(t) = â +R sin t; ü�áí t ∈ [0; 2�); (2.3 - 8)üðïõ t ðáñÜìå�ñïò.ÁóêÞóåéò1. Íá õðïëïãéó�åß ç áê�ßíá êáé �ï êÝí�ñï �ùí ðáñáêÜ�ù ðåñéöåñåéþí



14 Áíáëõ�éêÞ �åùìå�ñßá Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòi) x2 + y2 + 4x+ 4y + 9 = 0,ii) x2 + y2 − 6x+ 10y = 0.2. Íá õðïëïãéó�åß ç åîßóùóç �çò ðåñéöÝñåéáò êýêëïõ, ü�áíi) Ý÷åé êÝí�ñï �ï óçìåßï (1;−2) êáé åöÜð�å�áé ó�çí åõèåßá x−2y+5 = 0,ii) äéÝñ÷å�áé áðü �á óçìåßá (3;−2), (1; 2) êáé (−1;−2),iii) äéÝñ÷å�áé áðü �á óçìåßá (3; 1), (−1; 3) êáé Ý÷åé êÝí�ñï ó�çí åõèåßá 3x−
2y − 2 = 0,iv) åßíáé åããåãñáììÝíç ó�ï �ñßãùíï ìå êïñõöÝò �á óçìåßá (1;−2), (2; 3)êáé (4; 1).2.3.2 ¸ëëåéøçÏñéóìüò 2.3 - 2. Ïñßæå�áé óáí Ýëëåéøç (ellipse) ï ãåùìå�ñéêüò �üðïò �ùíóçìåßùí �ïõ åðéðÝäïõ �ùí ïðïßùí �ï Üèñïéóìá �ùí áðïó�Üóåùí �õ÷üí�ïòóçìåßïõ �çò, Ýó�ù M , áðü äýï ó�áèåñÜ óçìåßá F1 êáé F2, ðïõ ëÝãïí�áéåó�ßåò (fous), åßíáé ó�áèåñü (Ó÷. 2.3 - 2).Óýìöùíá ìå �ïí Ïñéóìü 2.3 - 2 åßíáé F1M + F2M = 2a ó�áèåñÜ. Ôü�åãéá íá ðñïóäéïñéó�åß ç åîßóùóç �ùí óçìåßùí �çò Ýëëåéøçò, èåùñïýìå Ýíáïñèïãþíéï óýó�çìá óõí�å�áãìÝíùí Oxy ó�ï ïðïßï ç áñ÷Þ O äé÷ï�ïìåß �çíáðüó�áóç F1F2, óáí Üîïíá �ùí x �çí åõèåßá ðïõ äéÝñ÷å�áé áðü �á óçìåßá F1êáé F2 êáé óáí Üîïíá �ùí y �çí êÜèå�ç ó�çí F1F2 ðïõ äéÝñ÷å�áé áðü �ï O.¸ó�ù F1F2 = 2.Ç âáóéêÞ éäéü�ç�á �ùí óçìåßùí �çò Ýëëåéøçò åêöñÜæå�áé ãéá �éò óõí�å�áãìÝíåò�ïõ �õ÷üí�ïò óçìåßïõ M(x; y) ìå �ç ó÷Ýóç

√

(+ x)2 + y2 +√(− x)2 + y2 = 2a:Ç ó÷Ýóç áõ�Þ ìå �å�ñáãùíéóìü êáé �ùí äýï ìåëþí ðñïêýð�åé �åëéêÜ ü�é �áóçìåßá �çò Ýëëåéøçò åðáëçèåýïõí �çí åîßóùóçx2a2 +
y2b2 = 1; ü�áí b2 = a2 − 2: (2.3 - 9)
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Ó÷Þìá 2.3 - 2: ÝëëåéøçÉäéü�ç�åòi) Ç (2:3− 9) äåí ìå�áâÜëëå�áé, ü�áí �åèåß ó�ç èÝóç �ïõ (x; y) �ï (−x; y)Þ �ï (x;−y) Þ �ï (−x;−y), äçëáäÞ ç Ýëëåéøç åßíáé óõììå�ñéêÞ ùò ðñïò�ïõò Üîïíåò Ox, Oy êáé �çí áñ÷Þ �ùí áîüíùí O.ii) Áðü �çí (2:3−9) ðñïêýð�åé ü�é y2=b2 = 1−x2=a2 ≥ 0, äçëáäÞ−a ≤ x ≤a. ¼ìïéá áðïäåéêíýå�áé ü�é −b ≤ y ≤ b. ¢ñá ç Ýëëåéøç ðåñéëáìâÜíå�áéó�ï ïñèïãþíéï ìå ðëåõñÝò x = ±a êáé y = ±b.ÂáóéêÜ ó�ïé÷åßá- Ç åõèåßá ðïõ åíþíåé �éò åó�ßåò �çò Ýëëåéøçò, ëÝãå�áé êýñéïò ÜîïíÜò �çò.Ï êýñéïò Üîïíáò �Ýìíåé �çí Ýëëåéøç ó�á óçìåßá A(a; 0) êáé A′(−a; 0),ðïõ ïñßæïõí �éò êýñéåò êïñõöÝò �çò. Ôü�å �ï åõèýãñáììï �ìÞìá AA′ïñßæåé �ï ìåãÜëï Üîïíá (major axis) �çò Ýëëåéøçò êáé Ý÷åé ìÞêïò 2a. ÏÜîïíáò �ùí óõí�å�áãìÝíùí Ox Ý÷åé �ç äéåýèõíóç AA′, åíþ �ï óçìåßïO åßíáé ó�ï ìÝóïí �ïõ AA′. Ï Üîïíáò Oy �Ýìíåé �çí Ýëëåéøç ó�áóçìåßá B(0; b) êáé B′(0;−b), ðïõ ëÝãïí�áé êáé äåõ�åñåýïõóåò êïñõöÝò�çò Ýëëåéøçò. Ôï åõèýãñáììï �ìÞìá BB′ ïñßæåé �ï ìéêñü Üîïíá (minoraxis) �çò Ýëëåéøçò. Ôü�å �á OA = a êáé OB = b ïñßæïõí �ï ìåãÜëï



16 Áíáëõ�éêÞ �åùìå�ñßá Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòáí�ßó�ïé÷á �ï ìéêñü çìéÜîïíá �çò Ýëëåéøçò.- Åêêåí�ñü�ç�á (eentriity) �çò Ýëëåéøçò ïñßæå�áé ï ëüãïò e = =aêáé ðñïöáíþò åßíáé e < 1.Åîßóùóç åöáð�ïìÝíçòÁðïäåéêíýå�áé ü�é ç åîßóùóç �çò åöáð�ïìÝíçò �çò Ýëëåéøçò ó�ï óçìåßï �çòÌ (x0; y0) äßíå�áé áðü �ç ó÷Ýóçxx0a2 +
yy0b2 = 1 : (2.3 - 10)Äéáíõóìá�éêÞ åîßóùóç¼ìïéá åßíáé �çò ìïñöÞò (2:3 − 6) üðïõx = x(t) = a cos t;y = y(t) = b sin t; ü�áí t ∈ [0; 2�); (2.3 - 11)üðïõ t ðáñÜìå�ñïò.Ç åí�ïëÞ ðïõ ó÷çìá�ßæåé ìßá ðåñéöÝñåéá ìå �ï MATHEMATICA åßíáéShow[Graphis[Cirle[{x_0,y_0},r℄℄℄üðïõ (x0; y0) �ï êÝí�ñï êáé r ç áê�ßíá, åíþ ãéá �çí ÝëëåéøçShow[Graphis[Cirle[{x_0,y_0},{a,b}℄℄℄üðïõ a ï ìåãÜëïò êáé b ï ìéêñüò çìéÜîïíÜò �çò.ÁóêÞóåéò1. Íá õðïëïãéó�åß ç åîßóùóç �çò Ýëëåéøçò ó�éò ðáñáêÜ�ù ðåñéð�þóåéòi) ç åó�éáêÞ áðüó�áóç åßíáé ßóç ìå êáé ç åêêåí�ñü�ç�á å = 3=5,ii) ï ìéêñüò Üîïíáò åßíáé ßóïò ìå 8 êáé ç åêêåí�ñü�ç�á å = 11=12.



ÊùíéêÝò �ïìÝò 172. Íá õðïëïãéó�ïýí ïé åîéóþóåéò �ùí åöáð�üìåíùí áðü �ï óçìåßï (2;−1)ó�çí Ýëëåéøç x2 + 9y2 = 9. Ó�ç óõíÝ÷åéá íá ðñïóäéïñéó�åß ç ãùíßá �ùíåöáð�üìåíùí êáé �ï ìÞêïò �çò ÷ïñäÞò �çò Ýëëåéøçò, ðïõ äéÝñ÷å�áé áðü �áóçìåßá åðáöÞò �ùí åöáð�üìåíùí.3. ¸ó�ù ç Ýëëåéøç x2=a2 + y2=b2 = 1. Ôü�å ïé åõèåßåò ìå åîéóþóåéò x =

±a2= ïñßæïõí �éò äéåõèå�ïýóåò (diretries) �çò. Äåßî�å ü�éi) ïé äéåõèå�ïýóåò åßíáé êÜèå�åò ó�ïí ìåãÜëï Üîïíá �çò Ýëëåéøçò,ii) ï ëüãïò �ùí áðïó�Üóåùí �õ÷üí�ïò óçìåßïõ �çò Ýëëåéøçò áðü �çí åó�ßáêáé �ç äéåõèå�ïýóá åßíáé ó�áèåñüò êáé éóïý�áé ìå �çí åêêåí�ñü�ç�á �çòÝëëåéøçò.2.3.3 ÕðåñâïëÞÏñéóìüò 2.3 - 3. Ïñßæå�áé óáí õðåñâïëÞ (hyperbola) ï ãåùìå�ñéêüò �üðïò�ùí óçìåßùí �ïõ åðéðÝäïõ �ùí ïðïßùí ç äéáöïñÜ �ùí áðïó�Üóåùí �õ÷üí�ïòóçìåßïõ �çò, Ýó�ù M , áðü äýï ó�áèåñÜ óçìåßá F1 êáé F2, ðïõ ëÝãïí�áéåó�ßåò, åßíáé ó�áèåñü (Ó÷. 2.3 - 3).¸ó�ù ü�é F2M − F1M = 2a ó�áèåñÜ. ¼ìïéá, üðùò ó�çí Ýëëåéøç,èåùñþí�áò Ýíá ïñèïãþíéï óýó�çìá óõí�å�áãìÝíùí Oxy ó�ï ïðïßï �ï Oäé÷ï�ïìåß �çí áðüó�áóç F1F2, óáí Üîïíá �ùí x �çí åõèåßá ðïõ äéÝñ÷å�áé áðü�éò åó�ßåò, óýìöùíá êáé ìå �ç âáóéêÞ éäéü�ç�á �ùí óçìåßùí �çò õðåñâïëÞòÝ÷ïõìå ãéá �éò óõí�å�áãìÝíåò �ïõ �õ÷üí�ïò óçìåßïõ M(x; y) �ç ó÷Ýóç
√

(+ x)2 + y2 −√(x− )2 + y2 = 2a:Ôü�å ìå �å�ñáãùíéóìü êáé �ùí äýï ìåëþí ðñïêýð�åé �åëéêÜ, ü�é �á óçìåßá�çò Ýëëåéøçò åðáëçèåýïõí �çí åîßóùóçx2a2 − y2b2 = 1; ü�áí b2 = 2 − a2: (2.3 - 12)Éäéü�ç�åòi) Ç (2:3 − 12) äåí ìå�áâÜëëå�áé, ü�áí èÝóïõìå ó�ç èÝóç �ïõ �ï (−x; y)Þ �ï (x;−y) Þ �ï (−x;−y), äçëáäÞ ç õðåñâïëÞ åßíáé óõììå�ñéêÞ (on-gruent) ùò ðñïò �ïí Üîïíá Ox, Oy êáé �çí áñ÷Þ �ùí áîüíùí.
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Ó÷Þìá 2.3 - 3: õðåñâïëÞii) Áðü �çí (2:3−12) ðñïêýð�åé ü�é y2=b2 = x2=a2−1 ≥ 0, äçëáäÞ |x| ≥ a.¢ñá ç õðåñâïëÞ âñßóêå�áé ó�ï äåîéü �çò åõèåßáò ìå åîßóùóç x = a êáéáñéó�åñÜ �çò åõèåßáò ìå åîßóùóç x = −a. Åßíáé ðñïöáíÝò ü�é ìå�áîý�ùí åõèåéþí x = a êáé x = −a äåí õðÜñ÷ïõí óçìåßá �çò õðåñâïëÞò.ÂáóéêÜ ó�ïé÷åßá- Ï Üîïíáò Ox ëÝãå�áé ðñù�åýùí Üîïíáò (major axis). Ï ðñù�åýùíÜîïíáò �Ýìíåé �çí õðåñâïëÞ ó�á óçìåßá A êáé A′. Ôü�å ç (AA′) ïñßæåé�ï ìÞêïò �ïõ ðñù�åýïí�á Üîïíá. Ï Üîïíáò Oy ëÝãå�áé äåõ�åñåýùíÜîïíáò (minor axis), åíþ �ï O ïñßæåé �ï êÝí�ñï �çò õðåñâïëÞò. Áíåðß �ïõ Üîïíá Oy èåùñÞóïõìå �á óçìåßá B(0; b) êáé B′(0;−b), �ü�å ç
(BB′) ïñßæåé �ï ìÞêïò �ïõ äåõ�åñåýïí�á Üîïíá.- Åêêåí�ñü�ç�á �çò õðåñâïëÞò ïñßæå�áé ï ëüãïò e = ã=a, üðïõ ðñïöáíþòe > 1.



ÊùíéêÝò �ïìÝò 19Åîßóùóç åöáð�ïìÝíçòÁðïäåéêíýå�áé ü�é ç åîßóùóç �çò åöáð�ïìÝíçò �çò õðåñâïëÞò ó�ï óçìåßï �çòÌ (x0; y0) äßíå�áé áðü �ç ó÷Ýóçxx0a2 − yy0b2 = 1 : (2.3 - 13)Óõæõãåßò õðåñâïëÝò¸ó�ù ç õðåñâïëÞ ìå ðñù�åýïí�á Üîïíá �ïí Ox êáé åîßóùóçx2a2 − y2b2 = 1: (2.3 - 14)Áí ó�çí (2:3 − 14) èåùñçèåß óáí ðñù�åýïí�áò Üîïíáò ï Oy Ý÷ïõìåx2a2 − y2b2 = −1: (2.3 - 15)Ïé õðåñâïëÝò (2:3− 14) êáé (2:3− 15), ðïõ ï ðñù�åýùí Üîïíáò �çò ìéáò åßíáéäåõ�åñåýùí Üîïíáò �çò Üëëçò, ëÝãïí�áé óõæõãåßò (onjugate hyperbolae).Áóýìð�ù�åò õðåñâïëÞòÁðü �çí (2:3− 12) ðñïêýð�åéy = ± ba x √1− a2x2¢ñá, ü�áí �ï x �åßíåé ó�ï Üðåéñï êá�Ü áðüëõ�ç �éìÞ, �ï y �åßíåé åðßóçò ó�ïÜðåéñï, åíþ ï ëüãïò y=x åßíáé ðåðåñáóìÝíïò áñéèìüò êáé óõãêåêñéìÝíá éóïý�áéìå y =
ba x êáé y = − ba x : (2.3 - 16)Ç (2:3 − 16) ðáñéó�Üíåé �ü�å äýï åõèåßåò ðñïò �éò ïðïßåò, óýìöùíá ìå �áðáñáðÜíù, �åßíåé ç õðåñâïëÞ ü�áí �ï x → ±∞. Ïé åõèåßåò áõ�Ýò ëÝãïí�áéáóýìð�ù�åò (asymptotes)�çò õðåñâïëÞò.



20 Áíáëõ�éêÞ �åùìå�ñßá Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòÉóïóêåëÞò õðåñâïëÞÏñéóìüò 2.3 - 4. Áí óå ìßá õðåñâïëÞ �ï ìÞêïò �ïõ ðñù�åýïí�á êáé �ïõäåõ�åñåýïí�á Üîïíá åßíáé ßóá, �ü�å ç õðåñâïëÞ ëÝãå�áé éóïóêåëÞò êáé çåîßóùóÞ �çò ãñÜöå�áé x2 − y2 = a2: (2.3 - 17)Ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ ïé áóýìð�ù�åò åßíáé ïé äé÷ï�üìïé �ùí ãùíéþí, ðïõó÷çìá�ßæïõí ïé Üîïíåò.Äéáíõóìá�éêÞ åîßóùóç¼ìïéá x = x(t) = a cosh t;y = y(t) = b sinh t; (2.3 - 18)üðïõ t ∈ ℜ ðáñÜìå�ñïò.ÁóêÞóåéò1. Íá õðïëïãéó�åß ç åîßóùóç �çò õðåñâïëÞò ó�éò ðáñáêÜ�ù ðåñéð�þóåéòi) ç åó�éáêÞ áðüó�áóç åßíáé ßóç ìå êáé ç åêêåí�ñü�ç�á å = 5=4,ii) ïé åîéóþóåéò �ùí áóýìð�ù�ùí åßíáé y = ±4x=3 êáé ç åó�éáêÞ áðüó�áóçåßíáé ßóç ìå 20.2. Íá õðïëïãéó�åß ç ãùíßá �ùí áóýìð�ù�ùí �çò õðåñâïëÞò ðïõ Ý÷åé åêêåí�ñü�ç�áå = 1:5.3. ¸ó�ù ç õðåñâïëÞ 9x2 − 4y2 = 36. Íá õðïëïãéó�åß �ï åìâáäüí �ïõ�ñéãþíïõ, ðïõ ó÷çìá�ßæå�áé áðü �éò áóýìð�ù�Ýò �çò êáé �çí åõèåßá 9x+2y−
24 = 0.4. Íá äåé÷èåß ü�é êÜèå åöáð�ïìÝíç õðåñâïëÞò ó÷çìá�ßæåé ìå �éò áóýìð�ù�Ýò�çò �ñßãùíï ó�áèåñïý åìâáäïý.5. ¸ó�ù ç õðåñâïëÞ x2=a2−y2=b2 = 1. Ôü�å ïé åõèåßåò x = ±a2= ëÝãïí�áéäéåõèå�ïýóåò �çò õðåñâïëÞò. Äåßî�å ü�é:
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Ó÷Þìá 2.3 - 4: ðáñáâïëÞi) ïé äéåõèå�ïýóåò åßíáé êÜèå�åò ó�ïí ìåãÜëï Üîïíá �çò õðåñâïëÞò,ii) ïé äéåõèå�ïýóåò äåí �Ýìíïõí �çí õðåñâïëÞ,iii) ï ëüãïò �ùí áðïó�Üóåùí �õ÷üí�ïò óçìåßïõ �çò õðåñâïëÞò áðü �çí åó�ßáêáé �ç äéåõèå�ïýóá åßíáé ó�áèåñüò êáé éóïý�áé ìå �çí åêêåí�ñü�ç�á �çòõðåñâïëÞò.2.3.4 �áñáâïëÞÏñéóìüò 2.3 - 5. Ïñßæå�áé óáí ðáñáâïëÞ (parabola) ï ãåùìå�ñéêüò �üðïò�ùí óçìåßùí �ïõ åðéðÝäïõ �ùí ïðïßùí ç áðüó�áóç áðü ó�áèåñü óçìåßï, ðïõëÝãå�áé åó�ßá (fous) êáé ó�áèåñÞ åõèåßá d, ðïõ ëÝãå�áé äéåõèå�ïýóá (dire-trix), åßíáé ó�áèåñÞ (Ó÷. 2.3 - 4).�éá íá ðñïóäéïñéó�åß ç áíáëõ�éêÞ åîßóùóç �ùí óçìåßùí �çò ðáñáâïëÞò,èåùñïýìå Ýíá ïñèïãþíéï óýó�çìá óõí�å�áãìÝíùí Oxy ó�ï ïðïßï �ï O åßíáéåðß �çò êÜèå�çò åõèåßáò, ðïõ öÝñå�áé áðü �çí åó�ßá, Ýó�ù F , ó�ç äéåõèå�ïýóád êáé ó�ï ìÝóï �çò, åíþ óáí Üîïíáò �ùí x ïñßæå�áé ç êÜèå�ç áõ�Þ åõèåßá.



22 Áíáëõ�éêÞ �åùìå�ñßá Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòÔü�å, óýìöùíá ìå �ç âáóéêÞ éäéü�ç�á �ùí óçìåßùí �çò ðáñáâïëÞò, ãéá �ï�õ÷üí óçìåßï M(x; y) åßíáé MB = MF , ïðü�å, áí p = CF , Ý÷ïõìåx+
1

2
p = MF: (1)ÁëëÜ

(MF )2 = y2 + (x− 1

2
p)2 : (2)Áí�éêáèéó�þí�áò �çí (2) ó�çí (1) ðñïêýð�åé �åëéêÜ, ü�é �á óçìåßá �çò ðáñáâïëÞòåðáëçèåýïõí �çí åîßóùóç y2 = 2px: (2.3 - 19)Éäéü�ç�åòi) Ç (2:3 − 19) äåí ìå�áâÜëëå�áé, ü�áí èÝóïõìå ó�ç èÝóç �ïõ (x; y) �ï

(x;−y), äçëáäÞ ç ðáñáâïëÞ åßíáé óõììå�ñéêÞ ùò ðñïò �ïí Üîïíá Ox.ii) Áðü �çí (2:3 − 19) ðñïêýð�åé ü�é y2 = 2px ≥ 0, äçëáäÞ x ≥ 0. ¢ñá çðáñáâïëÞ âñßóêå�áé ó�ï äåîéü �ïõ Üîïíá Oy.ÂáóéêÜ ó�ïé÷åßáÏ Üîïíáò Ox �Ýìíåé �ç ðáñáâïëÞ ó�ï óçìåßï O, ðïõ ëÝãå�áé êïñõöÞ, åíþ �ïp ëÝãå�áé çìéðáñÜìå�ñüò �çò.Åîßóùóç åöáð�ïìÝíçòÁðïäåéêíýå�áé ü�é ç åîßóùóç �çò åöáð�ïìÝíçò ó�ï óçìåßï �çò Ì (x0; y0)äßíå�áé áðü �ç ó÷Ýóç
−yy0 = p (x+ x0) : (2.3 - 20)Äéáíõóìá�éêÞ åîßóùóç¼ìïéá x(t) = t;y2(t) = 2 p t; (2.3 - 21)üðïõ t ∈ ℜ ðáñÜìå�ñïò.



ÊùíéêÝò �ïìÝò 23ÁóêÞóåéò1. Íá õðïëïãéó�åß ç åîßóùóç �çò ðáñáâïëÞò ó�éò ðáñáêÜ�ù ðåñéð�þóåéò:i) Ý÷åé åó�ßá ó�ï óçìåßï êáé äéåõèå�ïýóá y + 3 = 0,ii) äéÝñ÷å�áé áðü �ï óçìåßï (5; 7), åßíáé óõììå�ñéêÞ ùò ðñïò �ïí Üîïíá �ùíy êáé Ý÷åé êïñõöÞ �ï óçìåßï (0; 0).2. Íá õðïëïãéó�ïýí ïé åöáð�üìåíåò �çò ðáñáâïëÞò y2 = 2x, ðïõ äéÝñ÷ïí�áéáðü �ï óçìåßï (−4;−1).3. ¸ó�ù ç ðáñáâïëÞ y2 = 2px. Íá ðñïóäéïñéó�åß ç éêáíÞ êáé áíáãêáßáóõíèÞêç, Ý�óé þó�å ç åõèåßá y = êx+ ë íá åöÜð�å�áé �çò ðáñáâïëÞò.2.3.5 �åíéêü ðñüâëçìá êùíéêþí �ïìþíÇ Ýëëåéøç, ç õðåñâïëÞ êáé ç ðáñáâïëÞ ëÝãïí�áé êáé êùíéêÝò �ïìÝò (onisetions), åðåéäÞ åßíáé äõíá�üí íá ðñïêýøïõí áðü �çí �ïìÞ åíüò êõêëéêïýêþíïõ åê ðåñéó�ñïöÞò, Ýó�ù K, ìå Ýíá åðßðåäï (Ó÷. 2.3 - 5). Åéäéêü�åñáÝ÷ïõìå:i) áí �ï åðßðåäï, Ýó�ù � , äåí åßíáé ðáñÜëëçëï ðñïò êáìéÜ áðü �éò ãåíÝ�åéñåò�ïõ êþíïõ, �ü�å ç �ïìÞ �ïõ åðéðÝäïõ ìå �ïí êþíï èá äþóåé ìßá Ýëëåéøç(Ó÷. 2.3 - 5 b), åíþ ó�çí åéäéêÞ ðåñßð�ùóç ðïõ åßíáé êÜèå�ï ó�ïí Üîïíá�ïõ êþíïõ, ç �ïìÞ åßíáé êýêëïò (Ó÷. 2.3 - 5 a),ii) áí �ï åðßðåäï åßíáé ðáñÜëëçëï ðñïò äýï ãåíÝ�åéñåò, ç �ïìÞ åßíáé õðåñâïëÞ(Ó÷. 2.3 - 5 ) êáé,iii) áí åßíáé ðáñÜëëçëï ðñïò Ýíá åöáð�üìåíï åðßðåäï �çò åðéöÜíåéáò �ïõêþíïõ, ç �ïìÞ åßíáé ðáñáâïëÞ (Ó÷. 2.3 - 5 d).ÅéäéêÜ ü�áí �ï åðßðåäï äéÝñ÷å�áé áðü �ï óçìåßï O, ç �ïìÞ óõìðßð�åé ìå ìßá Þäýï ãåíÝ�åéñåò �ïõ êþíïõ Þ ðåñéïñßæå�áé ó�ï óçìåßï O.�ñü�áóç 2.3 - 2. Ç ãåíéêÞ åîßóùóç �ùí êùíéêþí �ïìþí, ü�áí �ï óýó�çìá�ùí óõí�å�áãìÝíùí äåí Ý÷åé ìå�á�ïðéó�åß ðáñÜëëçëá Þ ó�ñáöåß, åßíáé �çòìïñöÞòAx2 +By2 + Cx+Dy +E = 0; ü�áí |A|+ |B| 6= 0 (2.3 - 22)
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Ó÷Þìá 2.3 - 5: ãåíéêü ðñüâëçìá êùíéêþí �ïìþí



ÊùíéêÝò �ïìÝò 25êáé áí�ßó�ñïöá.Áðüäåéîç. 2 ÅðåéäÞ �ï åõèý ðñïêýð�åé Üìåóá ìå�Ü �éò ðñÜîåéò ó�éò (2:3−9),
(2:3 − 12) êáé (2:3 − 19), áñêåß íá äåé÷èåß �ï áí�ßó�ñïöï. Äéáêñßíïí�áé ïéðáñáêÜ�ù ðåñéð�þóåéò:1. AB 6= 0. Ôü�å ç (2:3− 22) ãñÜöå�áéA(x2 + CA x)+B (y2 + DB y)+ E = 0êáé �åëéêÜ ìå�Ü �éò ðñÜîåéò

1B (x+
C
2A)2

+
1A (y + D

2B)2

=
BC2 +AD2 − 4ABE

4A2B2
= k (2.3 - 23)üðïõ k ó�áèåñÜ. Ôü�å:1-I. Áí k 6= 0, ç (2:3− 23) ãñÜöå�áé

1kB (x+
C
2A)2

+
1kA (y + D

2B)2

= 1: (2.3 - 24)1-Ia. Áí AB > 0, áðü �çí (2:3− 24) Ý÷ïõìå1-Ia.i. áí k ïìüóçìï ðñïò �á A êáé B, ç (2:3 − 24) êáé êá�ÜóõíÝðåéá ç (2:3−22) ðáñéó�Üíåé Ýëëåéøç, åíþ ó�çí åéäéêÞðåñßð�ùóç üðïõ A = B > 0 êýêëï.1-Ia.ii. Áí k å�åñüóçìï ðñïò �á A êáé B, ç (2:3 − 24) åßíáéáäýíá�ç.1-Ib. Áí AB < 0, ç (2:3 − 24) êáé êá�Ü óõíÝðåéá ç (2:3 − 22)ðáñéó�Üíåé õðåñâïëÞ.1-II. Áí k = 0, ç (2:3− 24) ãñÜöå�áéA(x+
C
2A)2

+B (y + D
2B)2

= 0: (2.3 - 25)2Ç áðüäåéîç íá ðáñáëåéöèåß óå ðñþ�ç áíÜãíùóç.



26 Áíáëõ�éêÞ �åùìå�ñßá Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò1-IIa. Áí AB > 0, ç (2:3− 25) åðáëçèåýå�áé ãéáx = − C
2A êáé y = − D

2B :1-IIb. Áí AB < 0, �ï ðñþ�ï ìÝëïò �çò (2:3 − 25) áíáëýå�áé óåãéíüìåíï äýï ðñù�ïâÜèìéùí üñùí ùò ðñïò x êáé y, ïðü�å ç
(2:3 − 25) ðáñéó�Üíåé äýï åõèåßåò.2. Áí AB = 0. Ôü�å:2-É. Áí A = 0 êáé B 6= 0, ç (2:3− 22) ãñÜöå�áéB (y + D

2B)2

= −Cx− E +
D2

4B; (2.3 - 26)ïðü�å2-Ia. Áí C 6= 0, ç (2:3 − 26) �åëéêÜ ãñÜöå�áé
(y + D

2B)2

= −CB (x+
D2 − 4BE

4BC ) ; (2.3 - 27)äçëáäÞ ðáñéó�Üíåé ðáñáâïëÞ.2-Ib. Áí C = 0, ç (2:3 − 27) ãñÜöå�áé
(y + D

2B)2

=
D2 − 4BE

4B ; (2.3 - 28)ïðü�å2-Ib.i. áí D2−4BE > 0, ç (2:3−28) êáé êá�Ü óõíÝðåéá ç (2:3−
22) ðáñéó�Üíåé äýï åõèåßåò ðáñÜëëçëåò ðñïò �ïí ÜîïíáOx,2-Ib.ii. áí D2 − 4BE = 0, ç (2:3 − 28) ðáñéó�Üíåé ìéá åõèåßáðáñÜëëçëç ó�ïí Üîïíá Ox, êáé2-Ib.iii. áí D2 − 4BE < 0, ç (2:3 − 28) åßíáé áäýíá�ç.2-II. Áí A 6= 0 êáé B = 0, �ü�å ç (2:3− 22) ãñÜöå�áéA(x+

C
2A)2

= −Dy − E +
C2

4A : (2.3 - 29)¼ìïéá �ü�å ç (2:3 − 29), áí
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• D 6= 0 ðáñéó�Üíåé ðáñáâïëÞ, åíþ ü�áí
• D = 0, ðáñéó�Üíåé äýï Þ ìßá åõèåßåò ðáñÜëëçëåò ðñïò �ïíÜîïíá Oy Þ �åëéêÜ åßíáé áäýíá�ç.Ç ãåíéêü�åñç ìïñöÞ �ùí êùíéêþí �ïìþí, ü�áí �ï óýó�çìá óõí�å�áãìÝíùíÝ÷åé ìå�á�ïðéó�åß Þ Ý÷åé ó�ñáöåß Þ êáé �á äýï, áðïäåéêíýå�áé ü�é åßíáéAx2 +Bxy + Cy2 +Dx+ Ey +K = 0: (2.3 - 30)Ç (2:3 − 30) ÷áñáê�çñßæåé �ü�å �ç ãåíéêÞ åîßóùóç �ùí êáìðõëþí äåõ�Ýñïõâáèìïý. Áí�ßó�ñïöá áðïäåéêíýå�áé ü�é êÜèå åîßóùóç �çò ìïñöÞò (2:3 − 30),äåí äýíá�áé íá ðáñéó�Üíåé ðÝñáí �ùí êùíéêþí �ïìþí, �ßðï�å Üëëï åê�üò áðüöáí�áó�éêÝò åõèåßåò êáé åëëåßøåéò.Ôï ðñüâëçìá ðïõ ðñïêýð�åé �þñá, åßíáé ï �ñüðïò ðñïóäéïñéóìïý �ïõåßäïõò �çò êùíéêÞò �ïìÞò áðü �çí (2:3− 30). Áñ÷éêÜ åîå�Üæå�áé �ï ðñüóçìï�çò ðáñÜó�áóçò Ä = B2 − 4AC. ÓõãêåêñéìÝíá, áí:i) Ä > 0 ç êáìðýëç åßíáé õðåñâïëÞ, åíþ, áí Ä < 0 Ýëëåéøç. Ôü�åèÝ�ïõìå ó�çí (2:3 − 30) �ïõò �ýðïõò (1:1 − 3) �ïõ ÌáèÞìá�ïò 1 êáéðñïóäéïñßæïõìå �á a, b. Ó�ç óõíÝ÷åéá áí�éêáèéó�þí�áò �éò �éìÝò �ùí aêáé b ó�çí (2:3− 30) ðñïêýð�åé ìßá åîßóùóç �çò ìïñöÞòA (x′)2 +Bx′y′ + C (y′)2 +D = 0; (2.3 - 31)ïðü�å áðü �ïí �ýðï

tan � = BA− C (2.3 - 32)ðñïóäéïñßæå�áé ç ãùíßá ó�ñïöÞò �ùí áîüíùí.ii) Ä = 0 ç êáìðýëç åßíáé ðáñáâïëÞ. Ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ ÷ñçóéìïðïéåß�áéìüíïí ï �ýðïò (2:3 − 32).�áñÜäåéãìá 2.3 - 1Íá ðñïóäéïñéó�åß �ï åßäïò �çò êáìðýëçòxy − 2y − 4x = 0: (1)



28 Áíáëõ�éêÞ �åùìå�ñßá Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòËýóç. Åßíáé B2 − 4AC = 1 > 0, ïðü�å ðñüêåé�áé ãéá õðåñâïëÞ. ÈÝ�ïí�áòó�çí (1) �ïõò �ýðïõò (1:1− 3) �ïõ ÌáèÞìá�ïò 1 Ý÷ïõìåx′y′ + (b− 4)x′ + (a− 2)y′ + ab− 2b− 4a = 0áðü �çí ïðïßá ðñïêýð�åé ü�é b− 4 = 0 êáé a− 2 = 0. ¢ñá b = 4 êáé a = 2,ïðü�å ïé áñ÷éêïß Üîïíåò Ý÷ïõí ìå�á�ïðéó�åß ó�ï óçìåßï (2; 4). Ôü�å ç (1)ãñÜöå�áé x′y′ = 8; (2)ïðü�å ç õðåñâïëÞ Ý÷åé áóýìð�ù�åò �ïõò Üîïíåò O′x′ êáé O′y′. Áðü �çí (2:3−
32) ðñïêýð�åé �ü�å ü�é tan 2� → +∞, äçëáäÞ � = �=4. ÈÝ�ïí�áò �çí �éìÞáõ�Þ ó�ïõò �ýðïõò (1:1 − 5) �ïõ ÌáèÞìá�ïò 1 ðñïêýð�åéx′ = 1√

2

(x′′ − y′′) êáé y′ = 1√
2

(x′′ + y′′) ; (3)üðïõ O′x′′y′′ ïé Üîïíåò óõí�å�áãìÝíùí ìå�Ü �ç ó�ñïöÞ. Ôü�å ç (2) óýìöùíáìå �çí (3) ãñÜöå�áé
(x′′)2 − (y′′)2 = 16äçëáäÞ ðñüêåé�áé ãéá éóïóêåëÞ õðåñâïëÞ.�áñÜäåéãìá 2.3 - 2¼ìïéá �ï åßäïò �çò êáìðýëçòx2 + 2xy + y2 + 4x− 10y + 5 = 0: (4)Ëýóç. Åßíáé B2 − 4AC = 0, ïðü�å ðñüêåé�áé ãéá ðáñáâïëÞ. Ôü�å áðü �çí

(2:3− 32) ðñïêýð�åé ü�é tan 2� → +∞, ïðü�å � = �=4. ¼ìïéá èÝ�ïí�áò �çí�éìÞ áõ�Þ ó�ïõò �ýðïõò (1:1− 5) �ïõ ÌáèÞìá�ïò 1 ðñïêýð�åéx =
1√
2

(x′ − y′) êáé y =
1√
2

(x′ + y′)üðïõ Ox′y′ ïé Üîïíåò óõí�å�áãìÝíùí ìå�Ü �ç ó�ñïöÞ. ¢ñá ç (4) ãñÜöå�áé
(x′ − 3

2
√
2

)

2

=
7√
2

(y′ − 11

28
√
2

) ;äçëáäÞ ðñüêåé�áé ãéá ðáñáâïëÞ ìå êïñõöÞ �ï óçìåßï (3=2√2; 11=28√2
) êáéðáñÜëëçëç ó�ïí Üîïíá Oy′.



ÊùíéêÝò �ïìÝò 29ÁóêÞóåéò1. Íá ðñïóäéïñéó�åß �ï åßäïò �ùí ðáñáêÜ�ù êùíéêþí �ïìþíi) y2 + 3x− 4y + 9 = 0,ii) y2 + 4xy + 4x2 + 2y + 4x− 36 = 0,iii) 8y2 + 4xy + 5x2 + 16y + 4x− 28 = 0,iv) 2x2 + 3xy − 2x2 + 5x+ 10y = 0.2. Äßíå�áé ç êáìðýëç 4x2− 4xy+ y2+6x+1 = 0. Æç�åß�áé íá ðñïóäéïñéó�åßç èÝóç �çò åõèåßáò y = ëx ùò ðñïò �çí êáìðýëç ãéá �éò äéÜöïñåò �éìÝò �ïõ ë.3

3Áðáãïñåýå�áé ç áíáäçìïóßåõóç Þ áíáðáñáãùãÞ �ïõ ðáñüí�ïò ó�ï óýíïëü �ïõ Þ�ìçìÜ�ùí �ïõ ÷ùñßò �ç ãñáð�Þ Üäåéá �ïõ Êáè. Á. ÌðñÜ�óïõ.E-mail: bratsos�teiath.gr URL: http://users.teiath.gr/bratsos/
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