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ÌÜèçìá 4ÌÉ�ÁÄÉÊÏÉ ÁÑÉÈÌÏÉ
4.1 ÏñéóìïßÏñéóìüò 4.1 - 1 (öáí�áó�éêÞ ìïíÜäá). Ïñßæå�áé áðü �ç ó÷Ýóçi = (−1)1=2: (4.1 - 1)¢ñá i2 = −1: (4.1 - 2)Ï óõìâïëéóìüò i = (−1)1=2 áñ÷éêÜ äüèçêå áðü �ïí Euler, åíþ ï Gaussåðéíïþí�áò �ç ãåùìå�ñéêÞ ðáñÜó�áóç �ùí ìéãáäéêþí áñéèìþí áðÝäåéîå ü�é ïéìéãáäéêïß áñéèìïß åßíáé �ï ßäéï óõãêåêñéìÝíïé, üðùò ïé ðñáãìá�éêïß áñéèìïß,áöïý åßíáé äõíá�üí íá ðáñáó�áèïýí ãåùìå�ñéêÜ ó�ï åðßðåäï.Ôü�å óýìöùíá ìå �ïí Ïñéóìü 4.1 - 1 åßíáé äõíá�üí íá ïñéó�ïýí ïé ðáñáêÜ�ùáñéèìïß:Ïñéóìüò 4.1 - 2 (öáí�áó�éêüò áñéèìüò). Ïñßæå�áé óáí öáí�áó�éêüò êÜèåáñéèìüò �çò ìïñöÞò z = âi üðïõ â ∈ ℜ êáé i ç öáí�áó�éêÞ ìïíÜäá.Ïñéóìüò 4.1 - 3 (ìéãáäéêüò áñéèìüò). Ïñßæå�áé óáí ìéãáäéêüò êÜèå áñé-èìüò �çò ìïñöÞò z = á + âi üðïõ á; â ∈ ℜ êáé i ç öáí�áó�éêÞ ìïíÜäá.1



2 Ìéãáäéêïß Áñéèìïß Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòÅðïìÝíùò ïé áñéèìïß 3 i; −4 i; √2 i åßíáé öáí�áó�éêïß, åíþ ïé áñéèìïß 1 +

2 i; 2− 5 i; 4 +√
3 i ìéãáäéêïß.Ïé ìéãáäéêïß áñéèìïß èá óõìâïëßæïí�áé óõíÞèùò ìå �á ãñÜììá�á z, wê.ëð., åíþ �ï óýíïëï �ùí ìéãáäéêþí áñéèìþí ìå C êáé �ï óýíïëï �ùí öáí�áó�é-êþí áñéèìþí ìå I .Ïñéóìüò 4.1 - 4. Áí z = á+âi åßíáé Ýíáò ìéãáäéêüò áñéèìüò, �ü�å ïñßæå�áéóáí ðñáãìá�éêü ìÝñïò �ïõ z ï ðñáãìá�éêüò áñéèìüòRe z = á (4.1 - 3)êáé óáí öáí�áó�éêü ìÝñïò ï ðñáãìá�éêüò áñéèìüòIm z = â: (4.1 - 4)¢ñá, áí z = 3− i, �ü�å Re z = 3 êáé Im z = −1.4.2 ¢ëãåâñá ìéãáäéêþí áñéèìþí4.2.1 Éóü�ç�áÏñéóìüò 4.2 - 1. ¸ó�ù ïé ìéãáäéêïß áñéèìïß z1 = á + âi êáé z2 = ã + äi.Ôü�å åßíáé z1 = z2, ü�áí á = ã êáé â = ä.Óýìöùíá ìå �ïí ïñéóìü áí x− 2y i = 3+4 , �ü�å x = 2 êáé −2y = 4, äçëáäÞy = −2.Áðïäåéêíýå�áé ü�é ç éóü�ç�á ïñßæåé ó�ï óýíïëï C ìéá ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò1.4.2.2 �ñüóèåóçÏñéóìüò 4.2 - 2. ¸ó�ù ïé ìéãáäéêïß áñéèìïß z1 = á + âi êáé z2 = ã + äi.Ôü�å ïñßæå�áé óáí ÜèñïéóìÜ �ïõò ï ìéãáäéêüò áñéèìüòz1 + z2 = (á + ã) + (â + ä)i: (4.2 - 1)1Ìßá ó÷Ýóç ∼ ïñßæåé ìéá ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò óå Ýíá óýíïëï Ó, ü�áí ðëçñïß �çíáõ�ïðáèÞ, óõììå�ñéêÞ êáé ìå�áâá�éêÞ éäéü�ç�á.



¢ëãåâñá ìéãáäéêþí áñéèìþí 3�áñÜäåéãìá 4.2 - 1¸ó�ù ïé ìéãáäéêïß áñéèìïß z1 = 1 − 3 êáé z2 = 4 + 5 i. Ôü�å óýìöùíá ìå�çí (4:2 − 1) åßíáéz1 + z2 = (1 + 4) + (−3 + 5)i; äçëáäÞ z1 + z2 = 5 + 2 i:Éäéü�ç�åòi) áí�éìå�áèå�éêÞ z1 + z2 = z2 + z1 ãéá êÜèå z1, z2 ∈ C,ii) ðñïóå�áéñéó�éêÞ z1 + (z2 + z3) = (z1 + z2) + z3 ãéá êÜèå z1, z2,z3 ∈ C,iii) áí z1+z = z2+z, �ü�å z1 = z2 ãéá êÜèå z1, z2, z ∈ C (íüìïò äéáãñáöÞòó�ï C),iv) õðÜñ÷åé Ýíáò ìïíïóÞìáí�á ïñéóìÝíïò ìéãáäéêüò áñéèìüò z∗ = 0 + 0 i,Ý�óé þó�å z + z∗ = z ãéá êÜèå z ∈ C: (4.2 - 2)Ï ìéãáäéêüò 0 + 0i ëÝãå�áé �ï ïõäÝ�åñï ó�ïé÷åßï �çò ðñüóèåóçò.v) �éá êÜèå ìéãáäéêü áñéèìü z õðÜñ÷åé Ýíáò ìïíïóÞìáí�á ïñéóìÝíïò ìéãáäé-êüò áñéèìüò z′ = (−á) + (−â)i, Ý�óé þó�å íá éó÷ýåéz + z′ = 0: (4.2 - 3)Ï ìéãáäéêüò z′ ëÝãå�áé áí�ßèå�ï Þ óõììå�ñéêü ó�ïé÷åßï �ïõ z ãéá �çðñüóèåóç ó�ï C.vi) Áí z1; z2 ∈ C �ü�å ç åîßóùóç z1 + z = z2 (4.2 - 4)Ý÷åé ìïíáäéêÞ ëýóç ó�ï C �çí z = z2 + (−z1). Ç ìïíáäéêÞ ëýóç �çòåîßóùóçò (4:2 − 4) ëÝãå�áé äéáöïñÜ, åíþ ç ðñÜîç áöáßñåóç.¸ó�ù z1 = á + âi êáé z2 = ã + äi. Ôü�åz1 − z2 = (á − ã) + (â − ä)i: (4.2 - 5)



4 Ìéãáäéêïß Áñéèìïß Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò�áñÜäåéãìá 4.2 - 2¸ó�ù ïé ìéãáäéêïß áñéèìïß z1 êáé z2 �ïõ �áñáäåßãìá�ïò 4.2 - 1. Ôü�åóýìöùíá ìå �çí (4:2 − 5) åßíáéz1 − z2 = (1− 4) + (−3− 5)i; äçëáäÞ z1 − z2 = −3− 8 i:4.2.3 �ïëëáðëáóéáóìüòÏñéóìüò 4.2 - 3. ¸ó�ù ïé ìéãáäéêïß áñéèìïß z1 = á + âi êáé z2 = ã + äi.Ôü�å ïñßæå�áé óáí ãéíüìåíü �ïõò ï ìéãáäéêüò áñéèìüòz1z2 = (á + â i)(ã + ä i) = (áã − âä) + (áä + âã)i: (4.2 - 6)
Óçìåßùóç 4.2 - 1Ï �ýðïò (4:2 − 6) ðñïêýð�åé ùò åîÞò:z1z2 = (á + â i)(ã + ä i) = á(ã + ä i) + â i(ã + ä i)

= áã + áä i+ âã i+ (4:1−2): i2=−1
︷ ︸︸ ︷âä i2

= (áã − âä) + (áä + âã)i�áñÜäåéãìá 4.2 - 3¸ó�ù ïé ìéãáäéêïß z1 = 2−3 i êáé z2 = 4+i. Ôü�å óýìöùíá ìå �ç äéáäéêáóßá�çò Óçìåßùóçò 4.2 - 1 äéáäï÷éêÜ Ý÷ïõìåz1z2 = (2− 3 i)(5 + i) = 2(4 + i)− 3i(4 + i)
= 8 + 2 i− 12 i− 3 i2 = 8 + (2− 12)i− 3(−1)

= (8 + 3) + (2− 12)i = 11− 10 i:



¢ëãåâñá ìéãáäéêþí áñéèìþí 5Éäéü�ç�åòi) áí�éìå�áèå�éêÞ z1z2 = z2z1 ãéá êÜèå z1, z2 ∈ C,ii) ðñïóå�áéñéó�éêÞ (z1z2) z3 = z1 (z2z3) ãéá êÜèå z1, z2, z3 ∈ C,iii) åðéìåñéó�éêÞ z1 (z2 + z3) = z1z2 + z1z3 ãéá êÜèå z1, z2, z3 ∈ C,iv) áí z1z = z2z, �ü�å z1 = z2 ãéá êÜèå z ∈ ìå z 6= 0 êáé ãéá êÜèå z1,z2 ∈ C (íüìïò �çò äéáãñáöÞò �ïõ ðïëëáðëáóéáóìïý ó�ï C),v) õðÜñ÷åé Ýíáò ìïíïóÞìáí�á ïñéóìÝíïò ìéãáäéêüò áñéèìüò z∗ = 1 + 0 i,Ý�óé þó�å zz∗ = z ãéá êÜèå z ∈ C: (4.2 - 7)Ï ìéãáäéêüò 1 + 0i ëÝãå�áé ïõäÝ�åñï ó�ïé÷åßï Þ ìïíÜäá êáé èáóõìâïëßæå�áé ó�ï åîÞò ìå 1.vi) �éá êÜèå z ∈ C ìå z 6= 0 õðÜñ÷åé Ýíáò ìïíïóÞìáí�á ïñéóìÝíïò ìéãáäéêüòáñéèìüò z∗ = 1=z = z−1, Ý�óé þó�å íá éó÷ýåézz∗ = 1: (4.2 - 8)Ï ìéãáäéêüò áñéèìüò 1=z = z−1, ëÝãå�áé áí�ßó�ñïöïò �ïõ z Þ �ïóõììå�ñéêü ó�ïé÷åßï �ïõ ðïëëáðëáóéáóìïý ó�ï C.vii) Áí z1, z2 ∈ C ìå z2 6= 0, �ü�å ç åîßóùóçz2z = z1 (4.2 - 9)Ý÷åé ìïíáäéêÞ ëýóç ó�ï C �çí z = z1z−1
2 = z1=z2. Ç ìïíáäéêÞ ëýóç �çòåîßóùóçò (4:2 − 9) ëÝãå�áé ðçëßêï �ïõ z1 äéá �ïõ z2 êáé óõìâïëßæå�áéz1=z2, åíþ ç ðñÜîç äéáßñåóç.Óçìåßùóç 4.2 - 2�áñáäåßãìá�á õðïëïãéóìïý �ïõ áí�ßó�ñïöïõ êáé �ïõ ðçëßêïõ ìéãáäéêþíáñéèìþí èá äïèïýí ó�çí �áñÜãñáöï 4.4.



6 Ìéãáäéêïß Áñéèìïß Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò4.3 Äýíáìç ìéãáäéêþí áñéèìþíÏé äõíÜìåéò ìå áêÝñáéï åêèÝ�ç ïñßæïí�áé ãéá �ïõò ìéãáäéêïýò áñéèìïýò üðùòêáé ãéá �ïõò ðñáãìá�éêïýò, äçëáäÞz1 = z ãéá êÜèå z ∈ Cêáé äéáäï÷éêÜ (åðáãùãéêÜ)z� = z�−1 z ãéá êÜèå z ∈ C êáé � = 2; 3; : : : :Åðßóçò ïñßæå�áé ü�éz−� =
1z� ãéá êÜèå z ∈ C ìå z 6= 0 êáé � = 1; 2; : : : ;åíþ åéäéêÜ éó÷ýåé ü�é z0 = 1 ìå z 6= 0.�áñá�Þñçóç 4.3 - 1Ç ðáñÜó�áóç 00 äåí Ý÷åé Ýííïéá ó�ï C.Ïé ãíùó�Ýò éäéü�ç�åò �ùí äõíÜìåùí éó÷ýïõí êáé ó�çí ðåñßð�ùóç �ùíìéãáäéêþí áñéèìþí.Óýìöùíá ìå �á ðáñáðÜíù Ý÷ïõìåi0 = 1; i1 = i; i2 = −1; i3 = −i; i4 = 1êáé ãåíéêÜi4k = 1; i4k+1 = i; i4k+2 = −1; i4k+3 = −i; i4k+4 = 1:ãéá êÜèå k ∈ Z, üðïõ Z �ï óýíïëï �ùí áêåñáßùí áñéèìþí.�áñÜäåéãìá 4.3 - 1¸ó�ù ï ìéãáäéêüò z1 = 2 + 3 i. Ôü�å äéáäï÷éêÜ Ý÷ïõìåz2 = (2 + 3 i)2 = 22 + 2 · 2 · 3 i+ 9 i2=9(−1)=−9

︷ ︸︸ ︷

(3 i)2
= (4− 9) + 12 i = −5 + 12 i



Óõæõãåßò ìéãáäéêïß áñéèìïß 7z3 = (2 + 3 i)3 = 23 + 3 · 22 · 3 i+ 3 · 2 ·
9 i2=9(−1)=−9

︷ ︸︸ ︷

(3 i)2
+

27 i3=27(−1) i=−27 i
︷ ︸︸ ︷

(3 i)3
= 8 + 36 i− 54− 27 i = (8 − 54) + (36− 27)i = −46 + 9 i:4.4 Óõæõãåßò ìéãáäéêïß áñéèìïßÏñéóìüò 4.4 - 1. ¸ó�ù z = á+âi.Ôü�å ï ìéãáäéêüò áñéèìüò á−âi ëÝãå�áéóõæõãÞò �ïõ z êáé óõìâïëßæå�áé ìå z, äçëáäÞz = á − âi: (4.4 - 1)Åßíáé ðñïöáíÝò ü�é éó÷ýïõíz z = (á + âi)(á − âi) = á2 + â2; (4.4 - 2)z + z = 2á: (4.4 - 3)Óçìåßùóç 4.4 - 1Ï �ýðïò (4:4− 1) ÷ñçóéìïðïéåß�áé ó�ïí õðïëïãéóìü �ïõ áí�ßó�ñïöïõ êáé �ïõðçëßêïõ �ùí ìéãáäéêþí áñéèìþí, ü�áí áðáé�åß�áé ïé áñéèìïß áõ�ïß íá ãñáöïýíó�ç ìïñöÞ á + â i. ÓõãêåêñéìÝíá, áí ï ðáñïíïìáó�Þò åßíáé ï x + y i, �ü�åðïëëáðëáóéÜæïõìå �ïí áñéèìç�Þ êáé �ïí ðáñïíïìáó�Þ ìå �ï óõæõãÞ �ïõ x+y i,äçëáäÞ �ïí x− y i. Ôü�å (x+ y i)(x − y i) = x2 − y2i2 = x2 + y2.�áñÜäåéãìá 4.4 - 1Íá ãñáöïýí ó�ç ìïñöÞ á + â i ïé ìéãáäéêïß áñéèìïßz1 = 1

3− i êáé z2 = 1 + 2 i
3− i :Ëýóç. Ï óõæõãÞò �ïõ ìéãáäéêïý 3 − i åßíáé ï 3 + i. Ôü�å óýìöùíá ìå �çÓçìåßùóç 4.4 - 1 äéáäï÷éêÜ Ý÷ïõìåz1 =

1

3− i = 1

3− i 3 + i
3 + i = 3 + i

32 − i2 =
3 + i

32 − (−1)
=

3

10
+

1

10
i ;
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1 + 2 i
3− i =

1 + 2 i
3− i 3 + i

3 + i = (1 + 2 i)(3 + i)
32 − i2 =

1

10
+

7

10
i :

4.4.1 Éäéü�ç�åòi) (−z) = −z,ii) z1 − z2 = z1 − z2,iii) (z�) = (z)� ìå � = 1; 2; : : :,iv) (z−1
)

= (z)−1 ìå z 6= 0,v) (z1z2) =
z1z2 ìå z2 6= 0,vi) áz = á z ãéá êÜèå á ∈ ℜ,vii) z1 + z2 = z1 + z2. Ç éäéü�ç�á ãåíéêåýå�áé.viii) z1 z2 = z1 z2. ¼ìïéá ãåíéêåýå�áé.�ñü�áóç 4.4 - 1. Áí Ýíáò ìéãáäéêüò áñéèìüò åßíáé ñßæá ìéáò ðïëõùíõìéêÞòåîßóùóçò ìå ðñáãìá�éêïýò óõí�åëåó�Ýò, �ü�å êáé ï óõæõãÞò �ïõ ìéãáäéêüòåßíáé åðßóçò ñßæá �çò ðïëõùíõìéêÞò åîßóùóçò.Óõæõãåßò ìéãáäéêÝò óõí�å�áãìÝíåò¸ó�ù ï ìéãáäéêüò áñéèìüò z = x+iy. ÅðåéäÞ óå ðïëëÝò åöáñìïãÝò áðáé�åß�áé�á x, y íá åêöñáó�ïýí óõíáñ�Þóåé �ïõ z, èåùñþí�áò �ï óõæõãÞ ìéãáäéêüz = x− iy åýêïëá ðñïêýð�åé ü�éx =

z + z
2

êáé y =
z − z
2i : (4.4 - 4)Ïé óõí�å�áãìÝíåò (z; z), ðïõ óõìðßð�ïõí ìå �éò (x; y), ëÝãïí�áé �ü�å óõæõãåßòìéãáäéêÝò óõí�å�áãìÝíåò Þ áðëÜ óõæõãåßò óõí�å�áãìÝíåò.



ÌÝ�ñï ìéãáäéêþí áñéèìþí 94.5 ÌÝ�ñï ìéãáäéêþí áñéèìþíÏñéóìüò 4.5 - 1. ¸ó�ù ï ìéãáäéêüò áñéèìüò z = á + âi. Ôü�å ïñßæå�áéóáí ìÝ�ñï (modulus) Þ áðüëõ�ç �éìÞ �ïõ z êáé óõìâïëßæå�áé ìå |z| ï ìçáñíç�éêüò ðñáãìá�éêüò áñéèìüò
|z| = √á2 + â2: (4.5 - 1)Áðü �çí (4:5− 1) Üìåóá ðñïêýð�åé ü�é |z|2 = zz.�áñÜäåéãìá 4.5 - 1Óýìöùíá ìå �çí (4:5 − 1) Ý÷ïõìå:i) |1 +

√
3 i| = √

12 + (
√
3)2 = 2,ii) 1 + i

2 + 3 i = 1 + i
2 + 3 i 2− 3 i

2 + 3 i = −1 + 5 i
22 − 32 i2 =

1

13
(−1 + 5 i), ïðü�å

∣
∣
∣
∣

1 + i
2 + 3 i ∣∣∣∣ = 1

13

√

(−1)2 + 52 =
1

13

√
26,iii) (1+2 i)3 = 13+3·12·2 i+3·1·(2 i)2+(2 i)3 = 1+6 i−12−8 i = −11−2 i,ïðü�å ∣∣(1 + 2 i)3∣∣ = √

(−11)2 + (−2)2 =
√
125.�áñÜäåéãìá 4.5 - 2Íá õðïëïãéó�åß ï ìéãáäéêüò z, ü�áí |z − 1| = |z − 2| = |z − i|:Ëýóç. ¸ó�ù z = x+ i y. Ôü�å

|z − 1| = |z − 2| ⇐⇒ (x− 1)2 + y2 = (x− 2)2 + y2 =⇒ x =
3

2
;

|z − 1| = |z − i| ⇐⇒ (x− 1)2 + y2 = x2 + (y − 1)2 =⇒ y =
3

2
:



10 Ìéãáäéêïß Áñéèìïß Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò4.5.1 Éäéü�ç�åòi) |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|. Ç éäéü�ç�á ãåíéêåýå�áé.ii) ||z1| − |z2|| ≤ |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|.iii) |z1z2| = |z1| |z2|. ¼ìïéá ãåíéêåýå�áé.iv) |z� | = |z|� ãéá êÜèå � = 1; 2; : : : .v) ∣
∣z−1

∣
∣ = |z|−1 ìå z 6= 0.vi) ∣

∣
∣
∣

z1z2 ∣∣∣∣ = |z1|
|z2| ìå z2 6= 0.ÁóêÞóåéò1. Íá ðñïóäéïñéó�ïýí ïé ðñáãìá�éêïß áñéèìïß x, y, ü�áíi) x+ yi = |x− yi| iii) x+ 2yi + 5y − ix = 7 + 5iii) x+ yi = (x− yi)2 iv) x

1 + 2i + y
3 + 2i = 5 + 6i

8i− 1
:2. Íá åêöñáó�ïýí ïé ðáñáêÜ�ù ìéãáäéêïß ó�ç ìïñöÞ á + âii) (i− 2)

[
5(1− i)− 4(1 + i)2] iii) (2 + i)(5− 2i)(1 + 2i)

(1− i)2ii) (i4 + i9 + i16)
(2− i5 + i10 − i15) iv) (4− i)2 − 2(1 + 2i)

(3 + i)2(2− 3i) :3. Áí z1 = 1− i, z2 = 2−4i êáé z3 = √
3− i, íá õðïëïãéó�ïýí ïé ðáñáó�Üóåéòi) |2z2 − 5z1|2 iv) Im(z1z2z3 )ii) Re (2z21 + 3z22 − z3) v) |z1z2 + z1z2|iii) (z3 − z1)3 vi) z3 (z3)−1 + z3 z−1

3 .4. Íá õðïëïãéó�åß ï ìéãáäéêüò z, ü�áí
|z − 1| = |z − 2| = |z − i|:5. Áí z = x+ iy, íá õðïëïãéó�åß ó÷Ýóç ìå�áîý �ùí x êáé y, ü�áí

|z − i| = |z + 2|:
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M (   , !)

x

"

#= | z |

Ó÷Þìá 4.6 - 1: �ñéãùíïìå�ñéêÞ ìïñöÞ ìéãáäéêïý áñéèìïý6. Íá åêöñáó�ïýí óõíáñ�Þóåé �ùí ìéãáäéêþí óõæõãþí óõí�å�áãìÝíùí ïéåîéóþóåéòi) x2 + 16y2 = 25 ii) x2 + y2 − 5x+ y − 1 = 0.7. Íá áðïäåé÷èïýí ïé éäéü�ç�åò �ùí �áñáãñÜöùí 4.4.1 êáé 4.5.1.4.6 ÌïñöÝò ìéãáäéêïý áñéèìïý4.6.1 Ôñéãùíïìå�ñéêÞ ìïñöÞÁðïäåéêíýå�áé ó�á Ìáèçìá�éêÜ ü�é õðÜñ÷åé ìßá áìöéìïíïóÞìáí�ç áí�éó�ïé÷ßá�ïõ ìéãáäéêïý z = á + â i êáé �ïõ æåýãïõò (á; â) ó�ï ℜ 2 = ℜ×ℜ. Óýìöùíáìå áõ�Þ �çí áí�éó�ïé÷ßá åßíáé äõíá�üí íá ãßíåé ìéá ãåùìå�ñéêÞ ðáñÜó�áóç�ïõ ìéãáäéêïý áñéèìïý áðü Ýíá óçìåßï �ïõ åðéðÝäïõ. ÓõãêåêñéìÝíá, Ýó�ùïñèïêáíïíéêü óýó�çìá óõí�å�áãìÝíùí Oxy (Ó÷. 4.6 - 1) üðïõ ó�ïí Üîïíá�å�ìçìÝíùí Ox áðåéêïíßæå�áé �ï ðñáãìá�éêü ìÝñïò �ïõ z, äçëáäÞ �ï á êáéó�ïí Üîïíá �å�áãìÝíùí Oy �ï öáí�áó�éêü �ïõ ìÝñïò â. Ôü�å ðñïöáíþòõðÜñ÷åé ìßá áìöéìïíïóÞìáí�ç áí�éó�ïé÷ßá ìå�áîý �ùí ìéãáäéêþí áñéèìþí z =á + â i êáé �ùí óçìåßùí M(á; â) �ïõ åðéðÝäïõ �, ðïõ ïé óõí�å�áãìÝíåò �ïõòïñßæïí�áé áðü �ï óýó�çìá Oxy. Ôï åðßðåäï � ëÝãå�áé ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þêáé ìéãáäéêü åðßðåäï Þ åðßðåäï Gauss.¸ó�ù �þñá Ýíá 2ðïëéêü óýó�çìá óõí�å�áãìÝíùí (ñ; è) ìå ðüëï �ï 0 êáé2ÂëÝðå ÌÜèçìá 1 �áñÜãñáöïò 1.1.2.



12 Ìéãáäéêïß Áñéèìïß Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòðïëéêü Üîïíá �çí çìéåõèåßá Ïx. Ôü�å, áí z = á + âi = (á; â) ìå z 6= 0,óýìöùíá ìå �éò ó÷Ýóåéò (1:1 − 9) �ïõ ÌáèÞìá�ïò 1 èá éó÷ýåéñ = |z| = √á2 + â2;
cos è =

á
|z| êáé sin è =

â
|z| ìå � ∈ [0; 2ð): (4.6 - 2)Ïé ó÷Ýóåéò (4:6 − 2) ðñïóäéïñßæïõí �á ñ, è, ü�áí åßíáé ãíùó�Ü �á á, â êáéáí�ßó�ñïöá.ÅðïìÝíùò �ï ñ éóïý�áé ìå �ï ìÝ�ñï �ïõ z, åíþ ç ãùíßá è, èá õðïëïãßæå�áéáðü �éò ó÷Ýóåéò (4:6 − 2) êáé èá ëÝãå�áé ó�ï åîÞò ðñù�åýïí üñéóìá (Argu-ment)3 �ïõ z, åíþ èá óõìâïëßæå�áé ìå Argz.¢ñá áðü �éò ó÷Ýóåéò (4:6 − 2) ðñïêýð�åé ü�é ï ìéãáäéêüò z = á + âiãñÜöå�áéz = |z| (cos è + i sin è) ; ü�áí � ∈ [0; 2ð) êáé |z| = √á2 + â2: (4.6 - 3)Ç (4:6 − 3) åßíáé ãíùó�Þ óáí ç �ñéãùíïìå�ñéêÞ ìïñöÞ �ïõ z.Óçìåéþóåéò 4.6 - 1i) Óýìöùíá ìå ãíùó�Þ �ñéãùíïìå�ñéêÞ éäéü�ç�á ó�çí (4:6−2) ï ìéãáäéêüòáñéèìüò z ðñïóäéïñßæå�áé åê�üò áðü �ï æåýãïò (ñ; è) êáé áðü �ï æåýãïò

(ñ; è + 2kð), ü�áí k ∈ Z. Ôü�å ïé ãùíßåò è + 2kð ïñßæïõí �ï üñéóìá�ïõ ìéãáäéêïý, ðïõ óõìâïëßæå�áé ìå argz.ii) Õðåíèõìßæïí�áé ïé ðáñáêÜ�ù âáóéêÝò �áõ�ü�ç�åò:
sinx = sin a ⇐⇒







x = 2k� + ax = 2k� + � − a ìå k ∈ Z (4.6 - 4)
cos x = cos a ⇐⇒







x = 2k� + ax = 2k� − a ìå k ∈ Z: (4.6 - 5)3Ó�ç âéâëéïãñáößá ðïëëÝò öïñÝò óáí Argz èåùñåß�áé ç ãùíßá è ìå è ∈ [−ð; ð) Þ è ∈

(−ð; ð].



ÌïñöÝò ìéãáäéêïý áñéèìïý 13�áñÜäåéãìá 4.6 - 1¸ó�ù ï ìéãáäéêüò áñéèìüò z = −1 + i:Ôü�å á = −1 êáé â = 1, ïðü�å |z| = √

(−1)2 + 11 =
√
2. ¢ñá

cos è = − 1√
2
= −

√
2

2
= − cos

�
4
= cos

(� − �
4

)

= cos
3�
4

;ïðü�å è = 2k� +
3�
4

=⇒ è =
5�
6

; ü�áí k = 0 (1)Þ è = 2k� − 3�
4

=⇒ è =
5�
4

; ü�áí k = 1: (2)Åðßóçò sin è =
1√
2
=

√
2

2
= sin

�
4
, ïðü�åè = 2k� +

�
4

=⇒ è =
�
4
; ü�áí k = 0 (3)Þ è = 2k� + � − �

4
=⇒ è =

3�
4

; ü�áí k = 0 : (4)¢ñá Arg z = 3�=4. Ôü�å óýìöùíá ìå �çí (4:6− 3) ç �ñéãùíïìå�ñéêÞ ìïñöÞåßíáé
−1 + i = √

2

(

cos
3�
4

+ i sin 3�
4

) :Ìå �çí �ñéãùíïìå�ñéêÞ ìïñöÞ �ùí ìéãáäéêþí áñéèìþí áðïäåéêíýïí�áé �áðáñáêÜ�ù ÷ñÞóéìá èåùñÞìá�á.Èåþñçìá 4.6 - 1.¸ó�ùz1 = |z1| (cos è1 + i sin è1) êáé z2 = |z2| (cos è2 + i sin è2) :Ôü�å åßíáé z1 = z2 �ü�å êáé ìüíïí, ü�áí
|z1| = |z2| êáé è1 − è2 = 2k�; k ∈ Z:



14 Ìéãáäéêïß Áñéèìïß Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòÈåþñçìá 4.6 - 2 (De Moivre). Áí zk = |zk| (cos èk + i sin èk); k = 1; 2; : : : ; �,�ü�å z1z2 : : : z� = |z1| |z2| : : : |z� | [cos (è1 + è2 + : : :+ è�)
+i sin (è1 + è2 + : : :+ è�)] (4.6 - 6)ãéá êÜèå � = 2; 3; : : : :�üñéóìá 4.6 - 1 (�ýðïò �ïõ De Moivre). Éó÷ýåé ü�éz � = |z| � [cos(�è) + i sin(�è)] ãéá êÜèå � = 2; 3; : : : : (4.6 - 7)Èåþñçìá 4.6 - 3. Áí z = |z(cos è + i sin è) ìå z 6= 0, �ü�å

1z =
1

|z| [cos(−è) + i sin(−è)] :Èåþñçìá 4.6 - 4. Áí z1 = |z1| (cos è1 + i sin è1), z2 = |z2| (cos è2 + i sin è2)ìå z2 6= 0, �ü�å z1z2 =
|z1|
|z2| [cos (è1 − è2) + i sin (è1 − è2)] : (4.6 - 8)�üñéóìá 4.6 - 2. Éó÷ýåé ü�é

1z� =
1

|z|� [cos(−�è) + i sin(−�è)] ; � = 1; 2; : : : :�áñÜäåéãìá 4.6 - 2¸ó�ù ïé ìéãáäéêïßz1 = =
3
√
2(−1 + i) = 3

√
2

(

cos
3�
4

+ i sin 3�
4

) êáéz2 =

√
5

2

(

−
√
3− i) =

√
5

(

cos
7�
6

+ i sin 7�
6

) :
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(4:6− 6):z1z2 =

3
√
2
√
5

[

cos

(
3�
4

+
7�
6

)

+ i sin(3�
4

+
7�
6

)]

=
6
√
22

6
√
53
(

cos
23�
12

+ i sin 23�
12

)

=
6
√
500

(

cos
23�
12

+ i sin 23�
12

)

≈ 2:721273 − 0:729163 i:
(4:6− 7):z41 =

(
3
√
2
)4
(

cos
4 ∗ 3�

4
+ i sin 4 ∗ 3�

4

)

= 2
3
√
2 (cos 3� + i sin 3�) = −2

3
√
2 ≈ −2:519842:

(4:6− 8):z1z2 =
3
√
2√
5

[

cos

(
3�
4

− 7�
6

)

+ i sin(3�
4

− 7�
6

)]

=
6
√
22

6
√
53

(

cos
−5�
12

+ i sin −5�
12

)

=
6

√

4

125

(

cos
5�
12

− i sin 5�
12

)

≈ 0:145833 − 0:544255 i:4.6.2 �ïëéêÞ ìïñöÞÏñéóìüò 4.6 - 1. ¸ó�ù ï ìéãáäéêüò áñéèìüò z = á + âi, ðïõ ãñÜöå�áéóå �ñéãùíïìå�ñéêÞ ìïñöÞ z = |z| (cos è + i sin è). Ôü�å ç ðïëéêÞ ìïñöÞ �ïõìéãáäéêïý ïñßæå�áé áðü �ç ó÷Ýóç z = |z|⌊è ; (4.6 - 9)ü�áí ç ãùíßá è åêöñÜæå�áé óå ìïßñåò.�áñÜäåéãìá 4.6 - 3¸ó�ù ï ìéãáäéêüò áñéèìüò z = −
√
3 + i:
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√
3 êáé â = 1, ïðü�å |z| = 2. ¢ñá
cos è = −

√
3

2
= − cos

�
6
= cos

(� − �
6

)

= cos
5�
6

;ïðü�å è = 2k� +
5�
6

=⇒ è =
5�
6

; ü�áí k = 0 (1)Þ è = 2k� − �
6

=⇒ è =
7�
6

; ü�áí k = 1: (2)Åðßóçò sin è =
1

2
= sin

�
6
, ïðü�åè = 2k� +
�
6

=⇒ è =
�
6
; ü�áí k = 0 (3)Þ è = 2k� + � − �

6
=⇒ è =

5�
6

; ü�áí k = 0 : (4)¢ñá Arg z = 5�=6. Ôü�å
−
√
3 + i = 2

(

cos
5�
6

+ i sin 5�
6

) ; ïðü�å z = 2 ⌊150:4.6.3 Åêèå�éêÞ ìïñöÞÏñéóìüò 4.6 - 2. ¸ó�ù ï ìéãáäéêüò z = x+ iy. Ôü�å ç äýíáìç ez ïñßæå�áéü�é åßíáé ï ìéãáäéêüò áñéèìüòez = ex+iy = ex (cos y + i sin y) (4.6 - 10)ìå y óå rad.Ï Ïñéóìüò 4.6 - 2, ü�áí y = 0, óõìöùíåß ìå �ïí ïñéóìü �ïõ ex ìå x ∈ ℜ,åíþ, ü�áí x = 0, ïñßæåé �çí �áõ�ü�ç�á �ïõ Eulereiy = cos y + i sin y: (4.6 - 11)�ñïöáíþò �ü�å ∣∣eiy∣∣ = √

cosy +sin2 y = 1.



ÌïñöÝò ìéãáäéêïý áñéèìïý 17Áðü �ïí �ýðï (4:6 − 3), ðïõ áíáöÝñå�áé ó�çí �ñéãùíïìå�ñéêÞ ìïñöÞ z =

|z| (cos è + i sin è) �ïõ ìéãáäéêïý z êáé �ïí �ýðï (4:6 − 11), ü�áí ãñáöåß ùòei è = cos è + i sin è, ðñïêýð�åé ü�éz = |z| (cos è + i sin è) = |z|ei è:Ç ìïñöÞ áõ�Þ ïñßæå�áé ó�ç óõíÝ÷åéá ùò åîÞò:Ïñéóìüò 4.6 - 3 Ç åêèå�éêÞ ìïñöÞ Þ ìïñöÞ Euler �ïõ z ïñßæå�áé áðü�ç ó÷Ýóç z = |z|eiè ; (4.6 - 12)ü�áí è = Arg z.�áñÜäåéãìá 4.6 - 4Óýìöùíá ìå �ï �áñÜäåéãìá 4.6 - 3 åßíáé
−
√
3 + i = 2

(

cos
5�
6

+ i sin 5�
6

)

= 2 ei 5�
6 :Óçìåßùóç 4.6 - 1ÅðåéäÞ óýìöùíá ìå �çí (4:6 − 11) ðñïöáíþò éó÷ýïõíei è = cos è + i sin è;e−i è = cos(−è) + i sin(−è) = cos è − i sin èðñïóèÝ�ïí�áò, áí�ßó�ïé÷á áöáéñþí�áò êá�Ü ìÝëç ðñïêýð�ïõí ïé ðáñáêÜ�ù�ýðïé �ïõ Euler ãéá �ï óõíçìß�ïíï, áí�ßó�ïé÷á çìß�ïíï

cos è =
ei è + e−i è

2
êáé sin è =

ei è − e−i è
2 i : (4.6 - 13)Éäéü�ç�åòÁðïäåéêíýå�áé ü�é éó÷ýïõí ïé ðáñáêÜ�ù éäéü�ç�åò:i) ez1 ez2 = ez1+z2 .ii) Ç äýíáìç ez åßíáé ðÜí�ï�å äéÜöïñç �ïõ ìçäåíüò.



18 Ìéãáäéêïß Áñéèìïß Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòiii) Åßíáé ∣∣eix∣∣ = 1 ãéá êÜèå x ∈ ℜ.iv) Áí ez = 1, �ü�å z = 2kði ìå k = 0;±1; : : : êáé áí�ßó�ñïöá.v) Áí ez1 = ez2 , �ü�å z1 − z2 = 2kði ìå k ∈ Z êáé áí�ßó�ñïöá.4.7 Ñßæá ìéãáäéêïý áñéèìïýÏñéóìüò 4.7 - 1. ¸ó�ù ï ìéãáäéêüò áñéèìüò z = á + âi ìå z 6= 0. Ôü�åïñßæå�áé óáí í-�Üîçò ñßæá �ïõ z êÜèå ìéãáäéêüò áñéèìüò w = x+ iy ìå �çíéäéü�ç�á
(x+ iy)� = á + âi; ü�áí � = 2; 3; : : : :Ó÷å�éêÜ áðïäåéêíýå�áé ü�é éó÷ýåé:Èåþñçìá 4.7 - 1. Áí z = |z| (cos è + i sin è) åßíáé Ýíáò ìéãáäéêüò áñéèìüòìå z 6= 0, �ü�å ïé ìéãáäéêïß áñéèìïßzk = �√|z|(cos è + 2k�� + i sin è + 2k�� )

; k = 0; 1; : : : ; � − 1 (4.7 - 1)åßíáé äéáöïñå�éêïß ìå�áîý �ïõò êáé åðáëçèåýïõí �çí åîßóùóç wí = z.�áñÜäåéãìá 4.7 - 1Íá õðïëïãéó�åß ç ðáñÜó�áóç
(−1− i)2=3 :Ëýóç. ¸ó�ù z = −1− i. Ôü�å |z| = √

2 êáé
cos è = −

√
2

2
= − cos

�
4
= cos

(ð − �
4

) ;ïðü�å è = 2k� +
�
4
ìå è =

3�
4

ãéá k = 0Þ è = 2k� − �
4
ìå è =

5�
4

ãéá k = 1
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sin è = −

√
2

2
= − sin

�
4
= sin

(

−�
4

) ;ïðü�å è = 2k� − �
4
ìå è =

7�
4

ãéá k = 1Þ è = 2k� +
5�
4

ìå è =
5�
4

ãéá k = 0:¢ñá Arg z = 5�=4, ïðü�å ìå �ïí �ýðï (4:6 − 7) �ïõ De Moivre åßíáéz2 =
(√

2
)2
[

cos 2

(
5�
4

)

+ i sin 2(5�
4

)]

= 2

[

cos

(

2ð +
ð
4

)

+ i sin(2ð +
ð
2

)]

= 2

(

cos
�
2
+ i sin �

2

) :ÅðïìÝíùò óýìöùíá ìå �ïí �ýðï (4:7− 1) ç 3çò �Üîç ñßæá �ïõ z2 èá åßíáéz2=3 = 3
√
2

(

cos
2k� + �=2

3
+ i sin 2k� + �=2

3

)

; k = 0; 1; 2;äçëáäÞ ïé ðáñáêÜ�ù 3 äéáöïñå�éêïß ìå�áîý �ïõò ìéãáäéêïß áñéèìïßz0 =
3
√
2

(

cos
�
6
+ i sin �

6

)

=
3
√
2 ei�6 ;z1 =

3
√
2

(

cos
5�
6

+ i sin 5�
6

)

=
3
√
2 ei 5�6 ;z2 =

3
√
2

(

cos
9�
6

+ i sin 9�
6

)

=
3
√
2 ei 9�6 :Äéþíõìç åîßóùóçÏñéóìüò 4.7 - 2. ËÝãå�áé äéþíõìç êÜèå åîßóùóç �çò ìïñöÞò z � = á üðïõá ∈ C ìå á 6= 0 êáé � = 1; 2; : : : :Ç ëýóç �ùí åîéóþóåùí �çò ìïñöÞò áõ�Þò ãßíå�áé ìå �ç âïÞèåéá �ïõ ÈåùñÞìá�ïò4.7 - 1.



20 Ìéãáäéêïß Áñéèìïß Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò�áñÜäåéãìá 4.7 - 2Íá ëõèåß ó�ï C ç åîßóùóç z5 = −32 i.Ëýóç. ¸÷ïõìå
− i = cos

(

−�
2

)

+ i sin(−�
2

) ;ïðü�å z5 = −32 i = 32

[

cos

(

−�
2

)

+ i sin(−�
2

)] :¢ñá óýìöùíá ìå �ïí �ýðï (4:7 − 1) åßíáézk = 2

(

cos
2kð − ð=2

5
+ i sin 2kð − ð=2

5

)

; k = 0; 1; 2; 3; 4:�áñÜäåéãìá 4.7 - 3 (� - �Üîçò ñßæåò �çò ìïíÜäáò)Íá ëõèåß ó�ï C ç åîßóùóç z � = 1.Ëýóç. ¸÷ïõìå z� = 1 (cos 0 + i sin 0), ïðü�åzk =

(

cos
2k�� + i sin 2k�� )

; k = 0; 1; : : : ; � − 1:ÅðåéäÞ ðñïöáíþò éó÷ýåézk =

(

cos
2�� + i sin 2�� )k

; k = 0; 1; : : : ; � − 1Ý÷ïõìåz0 = 1; z1 = cos
2�� + i sin 2�� ;z2 =

(

cos
2�� + i sin 2�� )2

= z21 ; z3 = z31 ; : : : ; z�−1 = z �−1
1 :¢ñá ïé �-�Üîçò ñßæåò �çò ìïíÜäáò åßíáé

1; z1; z21 ; z31 ; : : : ; z �−1
1 :�åùìå�ñéêÜ áðåéêïíßæïí�áé ó�éò � êïñõöÝò åíüò êáíïíéêïý ðïëõãþíïõ ðïõåããñÜöå�áé óå êýêëï ìå êÝí�ñï �ï (0; 0) êáé áê�ßíá 1. Ï êýêëïò áõ�üò Ý÷åéåîßóùóç |z| = 1 êáé ëÝãå�áé ìïíáäéáßïò êýêëïò.



Ñßæá ìéãáäéêïý áñéèìïý 21�áñÜäåéãìá 4.7 - 4 (åîßóùóç 2ïõ âáèìïý)Íá ëõèåß ó�ï C ç åîßóùóçaz2 + bz +  = 0; ü�áí a 6= 0: (4.7 - 2)Ëýóç. Ç åîßóùóç ãñÜöå�áé az2 + bz = −, ïðü�å äéáäï÷éêÜ ðñïêýð�ïõíz2 + baz = − a Þz2 + baz + ( b
2a)2

= − a +

( b
2a)2 Þ

(z + b
2a)2

=
b2 − 4a

4a2 :¢ñá z =
−b±√b2 − 4a

2a : (4.7 - 3)�áñÜäåéãìá 4.7 - 5Íá ëõèåß ó�ï C ç åîßóùóç z2 + (2i− 3)z + 5− i = 0.Ëýóç. Åßíáé a = 1, b = 2i − 3 êáé  = 5 − i. Ôü�å óýìöùíá ìå �ïí �ýðï
(4:7− 3) Ý÷ïõìåz =

− (2i− 3) +
√

(2i− 3)2 − 4 (5− i)
2

=
3− 2i±√

−15− 8 i
2

=
3− 2i± (1− 4i)

2
;äçëáäÞ z1 = 2− 3i êáé z2 = 1 + i.Ï õðïëïãéóìüò �çò ðáñáðÜíù �å�ñáãùíéêÞò ñßæáò ãßíå�áé ìå �ïõò ðáñáêÜ�ùäýï ìåèüäïõò, ðïõ åßíáé äõíá�üí íá åöáñìüæïí�áé êáé ü�áí �ï âáóéêü üñéóìá�ïõ ìéãáäéêïý áñéèìïý äåí óõìðßð�åé ìå ãíùó�Ýò ãùíßåò.ÌÝèïäïò I¸ó�ù

−15− 8 i = √

(−15)2 + (−8)2 (cos � + i sin �) = 17 (cos � + i sin �) ;
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cos � = −15

17
êáé sin � = − 8

17
: (1)Ôü�å áðü �ïí �ýðï (4:7 − 1) ðñïêýð�åé ü�é

√
−15− 8 i = √

17

(

cos
� + 2k�

2
+ i sin � + 2k�

2

)

; k = 0; 1:¢ñá ïé ñßæåò åßíáé ïé ìéãáäéêïß áñéèìïß:z0 =
√
17

(

cos
�
2
+ i sin �

2

) êáé (2)z1 =
√
17

[

cos(
�
2
+ �) + i sin(�

2
+ �)] = √

17

(

− cos
�
2
− i sin �

2

)

= −
√
17

(

cos
�
2
+ i sin �

2

) : (3)Óýìöùíá ìå ãíùó�ïýò �ýðïõò �çò Ôñéãùíïìå�ñßáò Ý÷ïõìå
cos

�
2
= ±

√

1 + cos �
2

= ±
√

1− 15=17
2

= ± 1√
17

sin
�
2
= ±

√

1− cos �
2

= ±
√

1 + 15=17
2

= ± 4√
17

:ÅðåéäÞ óýìöùíá ìå �çí (1) ç ãùíßá � áíÞêåé ó�ï 3ï �å�áñ�çìüñéï - åßíáéáñíç�éêÜ �á ðñüóçìá �ùí cos � êáé sin � - ðñÝðåé ç ãùíßá �=2 íá áíÞêåé ó�ï 2ï�å�áñ�çìüñéï. ¢ñá cos �
2 = − 1√

17
êáé sin �

2 = + 4√
17
, ïðü�å áí�éêáèéó�þí�áòó�éò (2) êáé (3) ðñïêýð�åé ü�é z0 = −1 + 4 i êáé z1 = 1− 4 i.ÌÝèïäïò II¸ó�ù ü�é ïé ñßæåò åßíáé �çò ìïñöÞò x+ i y. Ôü�å

(x+ i y)2 = x2−y2+2xy i = −15−8 i; ïðü�å x2−y2 = −15; xy = −4:Áðü �ç ëýóç �ïõ óõó�Þìá�ïò (áöÞíå�áé óáí Üóêçóç) ðñïêýð�åé ü�é x = ±1.Ôü�å, áí x = 1 åßíáé y = −4 êáé, ü�áí x = −1, åßíáé y = 4, äçëáäÞ ïé ñßæåòåßíáé ïé −1 + 4 i êáé 1− 4 i áí�ßó�ïé÷á.



Ñßæá ìéãáäéêïý áñéèìïý 23ÁóêÞóåéò1. Íá õðïëïãéó�ïýí ïé ðáñáêÜ�ù ìéãáäéêïß áñéèìïß êáé ïé ñßæåò íá ãñáöïýíó�çí ðïëéêÞ êáé �çí åêèå�éêÞ ìïñöÞi) (−1 + i)4=5 iv) (

1

2
+ i √3

2

)2=3ii) (3− 2i)1=3 v) (

1−
√
3i)1=3iii) (

−
√
3 + i)2=3 vi) (−1− i)1=5.2. Íá ëõèïýí ó�ï C ïé åîéóþóåéòi) 5z2 + 2z + 10 = 0,ii) z2 + (i− 2)z + (3− i) = 0,iii) z4 + z2 + 1 = 0.3. Áí z ∈ C íá ðáñáó�áèåß ãåùìå�ñéêÜ ï ìéãáäéêüò zeiá üðïõ á ∈ ℜ. Ôéðáñá�çñåß�å;4. Áí z ∈ C íá ðáñáó�áèïýí ãåùìå�ñéêÜ ïé ìéãáäéêïßz; −z; z2; 1z ìå z 6= 0:5. ¼ìïéá �ïõò ìéãáäéêïýò z1 + z2; z1z2; z1z2 ;ü�áí z1; z2 ∈ C ìå z2 6= 0.6. Äåßî�å ü�é ez1ez2 = ez1−z2 :7. Íá ðñïóäéïñéó�ïýí ïé �éìÝò �ïõ z ∈ C ãéá �éò ïðïßåòi) e3z = 1 ii) e4z = i.



24 Ìéãáäéêïß Áñéèìïß Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò4.8 ËïãÜñéèìïò ìéãáäéêïý áñéèìïýÈåþñçìá 4.8 - 1 (ýðáñîçò). Áí z åßíáé Ýíáò ìéãáäéêüò áñéèìüò ìå z 6=
0, �ü�å õðÜñ÷åé ðÜí�ï�å Ýíáò Üëëïò ìéãáäéêüò áñéèìüò, Ýó�ù w, Ý�óé þó�åew = z. ¸íáò áðü �ïõò ìéãáäéêïýò áõ�ïýò áñéèìïýò w åßíáé �çò ìïñöÞò
ln |z|+ iArg z, åíþ êÜèå Üëëïò ìéãáäéêüò äßíå�áé áðü �ç ó÷Ýóç

ln |z|+ i (Arg z + 2k�) ìå k ∈ Z:Ïñéóìüò 4.8 - 1 (ëïãÜñéèìïõ). ¸ó�ù ï ìéãáäéêüò áñéèìüò z ìå z 6= 0.Áí w åßíáé Ýíáò ìéãáäéêüò áñéèìüò �Ý�ïéïò, þó�å ew = z, �ü�å ï w ëÝãå�áéëïãÜñéèìïò �ïõ z.Ç åéäéêÞ �éìÞ �ïõ w ðïõ äßíå�áé áðü �ïí �ýðïw = ln |z|+ iArg z (4.8 - 1)ëÝãå�áé áñ÷éêÞ �éìÞ (prinipal value) �ïõ ëïãÜñéèìïõ êáé óõìâïëßæå�áé ìåLnz, åíþ ãåíéêÜ åßíáé
ln z = ln |z|+ i (Arg z + 2k�) ìå k = 0; ±1; : : : : (4.8 - 2)�áñÜäåéãìá 4.8 - 1Íá õðïëïãéó�åß ç áñ÷éêÞ �éìÞ �ïõ ëïãÜñéèìïõ �ïõ ìéãáäéêïý áñéèìïýz = −2

√
3− 2i:Ëýóç. Ç �ñéãùíïìå�ñéêÞ ìïñöÞ �ïõ z åßíáéz = 4

(

cos
7�
6

+ i sin 7�
6

) ;ïðü�å Ln (−2
√
3− 2i) = 2 ln 2 + i7�

6
:



ÌéãáäéêÝò äõíÜìåéò 25¢óêçóçÍá õðïëïãéó�åß �éìÞ �ïõ ëïãÜñéèìïõ �ùí ðáñáêÜ�ù ìéãáäéêþí áñéèìþíi) z =
1

2

(

−1−
√
3 i) ii) z = 1− i.4.9 ÌéãáäéêÝò äõíÜìåéòÌå �ç âïÞèåéá �ùí ëïãáñßèìùí åßíáé äõíá�üí íá ïñéó�ïýí ïé ìéãáäéêÝò äõíÜìåéò.Ïñéóìüò 4.9 - 1. ¸ó�ù ïé ìéãáäéêïß áñéèìïß z, w ìå z 6= 0. Ôü�å ç äýíáìçzw ïñßæå�áé áðü �ç ó÷Ýóç zw = ewLnz: (4.9 - 1)Áðü �ïí Ïñéóìü 4.9 - 1 �ü�å Üìåóá ðñïêýð�åé ü�éi i = eiLni = ei(i�2 ) = e−�

2 ; êáé
(−1)i = eiLn(−1) = ei(i �) = e−�:�áñá�Þñçóç 4.9 - 1Áí ï � åßíáé áêÝñáéïò, �ü�åz � = e � Lnz = e(�−1)Lnz eLnz = z �−1z;äçëáäÞ ï ïñéóìüò �çò äýíáìçò, ðïõ ïñßæå�áé ìå �ïí �ýðï (4:9− 1), óõìöùíåßìå �ïí ïñéóìü �çò äýíáìçò ìéãáäéêïý áñéèìïý �çò ðáñáãñÜöïõ 4.3.4Äßíïí�áé �þñá �á ðáñáêÜ�ù èåùñÞìá�á ðïõ áöïñïýí �ïí õðïëïãéóìü�ùí ìéãáäéêþí äõíÜìåùí.Èåþñçìá 4.9 - 1. Áí z, w1, w2 ∈ C ìå z 6= 0 �ü�åzw1zw2 = zw1+w2 :4Íá ðáñáëçöèïýí óå ðñþ�ç áíÜãíùóç.



26 Ìéãáäéêïß Áñéèìïß Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòÈåþñçìá 4.9 - 2. Áí z1, z2 ∈ C ìå z1z2 6= 0, �ü�å
(z1z2)w = z1w z2we2�iw k(z1;z2)üðïõ k (z1; z2) = 





0 áí −� < Arg z1 +Arg z2 ≤ �
1 áí −2� < Arg z1 +Arg z2 ≤ −�

−1 áí � < Arg z1 +Arg z2 ≤ 2�¢óêçóçÄåßî�å ü�éi) (1 + i)i = [

cos

(
ln 2

2

)

+ i sin( ln 2
2

)] e−�
4 ,ii) ∣∣(−1)−i∣∣ = e 3�

2 .5

5Áðáãïñåýå�áé ç áíáäçìïóßåõóç Þ áíáðáñáãùãÞ �ïõ ðáñüí�ïò ó�ï óýíïëü �ïõ Þ�ìçìÜ�ùí �ïõ ÷ùñßò �ç ãñáð�Þ Üäåéá �ïõ Êáè. Á. ÌðñÜ�óïõ.E-mail: bratsos�teiath.gr URL: http://users.teiath.gr/bratsos/
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