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ÌÜèçìá 10

ÐÁÑÁÃÙÃÏÓ ÓÕÍÁÑÔÇÓÇÓ

- ÌÅÑÏÓ II

10.1 Áêñüôáôá êáé ó÷åôéêÜ èåùñÞìáôá

10.1.1 Áêñüôáôá

Ïñéóìüò 10.1.1 - 1 (ðåñéï÷Þò). ¸óôù x0 ∈ ℜ êáé r > 0. Ôüôå ïñßæåôáé

óáí ðåñéï÷Þ ôïõ óçìåßïõ x0 ìå áêôßíá r êáé óõìâïëßæåôáé ìå $ (x0; r) Þ áðëÜ

$ (x0) ôï áíïéêôü äéÜóôçìá (x0 − r; x0 + r) (Ó÷. 10.1.1 - 1).

Ïñéóìüò 10.1.1 - 2 (ôïðéêü áêñüôáôï). ¸óôù ìßá óõíÜñôçóç f |D êáé

óçìåßï x0 ∈ D. Ôüôå èá ëÝãåôáé üôé ç f ðáñïõóéÜæåé óôï x0 Ýíá ôïðéêü

ìÝãéóôï, áíôßóôïé÷á ôïðéêü åëÜ÷éóôï ôüôå êáé ìüíïí, üôáí õðÜñ÷åé $ (x0),

Ýôóé þóôå f(x) ≤ f (x0), áíôßóôïé÷á f(x) ≥ f (x0) ãéá êÜèå x ∈ $ (x0)∩D.

Ïñéóìüò 10.1.1 - 3 (ïëéêü áêñüôáôï). ¸óôù ìßá óõíÜñôçóç f |D êáé óç-

ìåßï x0 ∈ D. Ôüôå èá ëÝãåôáé üôé ç f ðáñïõóéÜæåé óôï x0 Ýíá ïëéêü ìÝãéóôï,

áíôßóôïé÷á ïëéêü åëÜ÷éóôï ôüôå êáé ìüíïí, üôáí f(x) ≤ f (x0) áíôßóôïé÷á

f(x) ≥ f (x0) ãéá êÜèå x ∈ D.
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Ó÷Þìá 10.1.1 - 1: Ðåñéï÷Þ ôïõ óçìåßïõ x0 = 3 ìå áêôßíá r = 1. Ôüôå

$(3; 1) = $(3) = (2; 4)

Ïñéóìüò 10.1.1 - 4 (èÝóç áêñüôáôïõ). ¸íá óçìåßï x0 ∈ D óôï ïðïßï

ç óõíÜñôçóç f ðáñïõóéÜæåé ìÝãéóôç, áíôßóôïé÷á åëÜ÷éóôç ôéìÞ, èá ëÝãåôáé

èÝóç áêñüôáôïõ (extremum) ôçò f (Ó÷. 10.1.1 - 2).

10.1.2 Ó÷åôéêÜ èåùñÞìáôá

Èåþñçìá 10.1.2 - 1 (Fermat). Áí ìßá óõíÜñôçóç f |D ìå D áíïéêôü äéÜ-

óôçìá ðáñïõóéÜæåé óôï óçìåßï x0 ∈ D Ýíá ôïðéêü áêñüôáôï (ìÝãéóôï Þ

åëÜ÷éóôï) êáé åðß ðëÝïí õðÜñ÷åé ç ðáñÜãùãïò ôçò f óôï x0, ôüôå éó÷ýåé

f ′ (x0) = 0.

Ôï áíôßóôñïöï ôïõ ðáñáðÜíù èåùñÞìáôïò äåí éó÷ýåé ðÜíôïôå.

ÐáñáôÞñçóåéò 10.1.2 - 1

i) Áí ôï óçìåßï x0 åßíáé Üêñï ôïõ äéáóôÞìáôïò D, ôüôå ç ðáñÜãùãïò f ′(x)

äåí ìçäåíßæåôáé ðÜíôïôå, üðùò áõôü öáßíåôáé óôç óõíÜñôçóç f(x) ôïõ

Ó÷. 10.1.2 - 1 ìå ðåäßï ïñéóìïý [0:5; 4:7].
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Ó÷Þìá 10.1.1 - 2: Ôá óçìåßá N2, Â, áíôßóôïé÷á ôá A,M1 åßíáé èÝóåéò ôïðéêïý

åëÜ÷éóôïõ, áíôßóôïé÷á ôïðéêïý ìÝãéóôïõ, åíþ ôï óçìåßïN1, áíôßóôïé÷á ôïM2

åßíáé èÝóç ïëéêïý åëÜ÷éóôïõ, áíôßóôïé÷á ïëéêïý ìÝãéóôïõ
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Ó÷Þìá 10.1.2 - 1: ÓõíÜñôçóç f(x) = −0:2614695(−4:964911+x)(9:648431−
6:07417x + x2)(0:6597672 − 1:46998x + x2). Ç f ′(x) = 0 óôá óçìåßá

N1; M1; N2; M2, åíþ åßíáé f ′(a) = f ′(0:5) = −5:11353 êáé f ′(b) = f ′(4:7) =

−7:810628, äçëáäÞ ôï Èåþñçìá ôïõ Fermat äåí åöáñìüæåôáé
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Ó÷Þìá 10.1.2 - 2: ÓõíÜñôçóç f(x) = x3. Ç f ′(x) = 3x2 ìçäåíßæåôáé óôï

óçìåßï x0 = 0, áëëÜ ç f äåí Ý÷åé áêñüôáôï óôï x0

ii) Áí ç ðáñÜãùãïò ìéáò óõíÜñôçóçò f |D ìçäåíßæåôáé óå Ýíá åóùôåñéêü

óçìåßï x0 ∈ D, ôüôå äåí óõíåðÜãåôáé ðÜíôïôå üôé ôï óçìåßï áõôü

åßíáé èÝóç áêñüôáôïõ, üðùò áõôü öáßíåôáé óôç óõíÜñôçóç f(x) = x3

üðïõ f ′(x) = 3x2 êáé ç ïðïßá ìçäåíßæåôáé óôï óçìåßï x0 = 0, åíþ ç

f áíÝñ÷åôáé óôï óçìåßï áõôü, äçëáäÞ äåí ðáñïõóéÜæåé áêñüôáôï (Ó÷.

10.1.2 - 2).

iii) Ôá óçìåßá ðïõ ìçäåíßæåôáé ç ðñþôç ðáñÜãùãïò ëÝãïíôáé êáé êñßóéìá

óçìåßá (critical points) ôçò óõíÜñôçóçò.

Äßíïíôáé ôþñá ÷ùñßò áðüäåéîç ôá ðáñáêÜôù èåìåëéþäç èåùñÞìáôá ôïõ

Äéáöïñéêïý Ëïãéóìïý.

Èåþñçìá 10.1.2 - 2 (Rolle). ¸óôù üôé ç óõíÜñôçóç f |[a; â ] åßíáé óõíå÷Þò
ãéá êÜèå x ∈ [a; â ] êáé åðß ðëÝïí üôé õðÜñ÷åé ç f ′(x) Þ áðåéñßæåôáé ãéá êÜèå

x ∈ (a; â). Áí f(a) = f(â), ôüôå õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá óçìåßï � ∈ (a; â),

Ýôóé þóôå f ′(�) = 0. (Ó÷. 10.1.2 - 3)

Èåþñçìá 10.1.2 - 3 (ìÝóçò ôéìÞò). ¸óôù üôé ç óõíÜñôçóç f | [a; â ] åßíáé
óõíå÷Þò ãéá êÜèå x ∈ [a; â ] êáé åðß ðëÝïí üôé ãéá êÜèå x ∈ (a; â) õðÜñ÷åé
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Ó÷Þìá 10.1.2 - 3: Èåþñçìá ôïõ Rolle. ÓõíÜñôçóç f(x) =

−0:4917695(−5:140385 + x)(2:201698 − 2:712335x + x2). Ç f ′(x) = 0 óôá

óçìåßá xM = 1:45 êáé xN = 4:7

ç f ′(x) Þ áðåéñßæåôáé. Ôüôå õðÜñ÷åé ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá óçìåßï � ∈ (a; â) (Ó÷.

10.1.2 - 4), Ýôóé þóôå

f ′(�) =
f(â)− f(a)

â − a
: (10.1.2 - 1)

10.2 ÌåëÝôç óõíÜñôçóçò

Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ èá äïèïýí ïé êõñéüôåñïé ïñéóìïß êáé èåùñÞìáôá ðïõ

åöáñìüæïíôáé ãéá ôç ìåëÝôç êáé ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôïõ äéáãñÜììáôïò ìéáò

óõíÜñôçóçò. ÓõíéóôÜôáé óôïí áíáãíþóôç åêôüò áðü ôç èåùñçôéêÞ ìåëÝôç, íá

êÜíåé êáé åöáñìïãÞ ôùí áóêÞóåùí ðïõ ëýíïíôáé óôï ìÜèçìá ìå ìáèçìáôéêÜ

ðáêÝôá, üðùò åßíáé ôï MATHEMATICA, MATLAB ê.ëð.

10.2.1 Ìïíïôïíßá óõíÜñôçóçò

Áñ÷éêÜ ãßíåôáé õðåíèýìéóç ôïõ ïñéóìïý ôçò ìïíïôïíßáò ìéáò óõíÜñôçóçò, ðïõ

äüèçêå óôï ÌÜèçìá 3. Ôï ðåäßï ïñéóìïý D ôùí óõíáñôÞóåùí èá èåùñåßôáé
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Ó÷Þìá 10.1.2 - 4: Èåþñçìá ôçò ìÝóçò ôéìÞò. ÓõíÜñôçóç f(x) =

−0:5833333(−5:448237 + x)(0:0196656 + x). Ç åöáðôïìÝíç óôï óçìåßï M

üðïõ � = xM = 2:55 åßíáé ðáñÜëëçëç ôçò åõèåßáò AB

üôé åßíáé Ýíá áíïéêôü äéÜóôçìá, åêôüò êáé áí äéáöïñåôéêÜ ïñßæåôáé.

Ïñéóìüò 10.2.1 - 1 (ìïíïôïíßáò). ¸óôù ç óõíÜñôçóç f |D êáé x1, x2 ∈
D, üðïõ ÷ùñßò íá ðåñéïñßæåôáé ç ãåíéêüôçôá õðïôßèåôáé üôé x1 < x2. Ôüôå

áí:

i) f (x1) ≤ f (x2) ç f èá ëÝãåôáé áýîïõóá êáé èá óõìâïëßæåôáé ìå ↑.

ii) f (x1) ≥ f (x2) ç f èá ëÝãåôáé öèßíïõóá êáé èá óõìâïëßæåôáé ìå ↓. Êáé
óôéò äýï ðåñéðôþóåéò ç óõíÜñôçóç èá ëÝãåôáé ìïíüôïíç.

iii) f (x1) < f (x2) ç f èá ëÝãåôáé ãíÞóéá áýîïõóá êáé èá óõìâïëßæåôáé ìå

⇑.

iv) f (x1) > f (x2) ç f èá ëÝãåôáé ãíÞóéá öèßíïõóá êáé èá óõìâïëßæåôáé

ìå ⇓. Óôéò ðåñéðôþóåéò (iii) êáé (iv) ç óõíÜñôçóç èá ëÝãåôáé ãíÞóéá

ìïíüôïíç.
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ÈåùñÞìáôá ó÷åôéêÜ ìå ôç ìïíïôïíßá

Èåþñçìá 10.2.1 - 1. Áí ç óõíÜñôçóç f |D ðáñáãùãßæåôáé ãéá êÜèå x ∈ D

êáé éó÷ýåé f ′(x) = 0 ãéá êÜèå x ∈ D, ôüôå ç f Ý÷åé óôáèåñÞ ôéìÞ óôï D êáé

áíôßóôñïöá.

Ðüñéóìá 10.2.1 - 1. ¸óôù üôé ïé óõíáñôÞóåéò f; g |D åßíáé ðáñáãùãßóéìåò

ãéá êÜèå x ∈ D. Ôüôå ïé óõíáñôÞóåéò èá Ý÷ïõí ßóåò ðáñáãþãïõò ôüôå êáé

ìüíïí, üôáí ç äéáöïñÜ ôïõò åßíáé ìßá óôáèåñÞ óõíÜñôçóç óôï D.

Èåþñçìá 10.2.1 - 2 (Ýëåã÷ïò ìïíïôïíßáò). ¸óôù üôé ç óõíÜñôçóç f |D
ðáñáãùãßæåôáé ãéá êÜèå x ∈ D. Ôüôå

i) áí f ′(x) > 0 ãéá êÜèå x ∈ D, ç f åßíáé ãíÞóéá áýîïõóá,

ii) áí f ′(x) ≥ 0 ãéá êÜèå x ∈ D, ç f åßíáé áýîïõóá,

iii) áí f ′(x) < 0 ãéá êÜèå x ∈ D, ç f åßíáé ãíÞóéá öèßíïõóá,

iv) áí f ′(x) ≤ 0 ãéá êÜèå x ∈ D, ç f åßíáé öèßíïõóá.

ÐáñÜäåéãìá 10.2.1 - 1

¸óôù ç óõíÜñôçóç

f(x) = x2(x− 2) ìå f ′(x) = x(3x− 4):

Ïé ñßæåò ôçò f åßíáé x1 = 0 ìå ðïëëáðëüôçôá 2 êáé x2 = 2 ìå ðïëëáðëüôçôá 1,

åíþ ôá êñßóéìá óçìåßá ôçò f åßíáé c1 = 0 êáé c2 =
4
3 . Ôï ðñüóçìá ôçò ðñþôçò

ðáñáãþãïõ äßíïíôáé óôïí Ðßíáêá 10.2.1 - 1, åíþ ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò

f(x) óôï Ó÷. 10.2.1 - 1, üðïõ ðñïöáíþò áðü ôïí ôýðï ôçò f(x) ðñïêýðôåé üôé

lim
x→−∞

f(x) = −∞ êáé lim
x→+∞

f(x) = +∞:
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Ó÷Þìá 10.2.1 - 1: ÐáñÜäåéãìá 10.2.1 - 1

Ðßíáêáò 10.2.1 - 1

ÓõíÜñôçóç −∞ 0 4
3 2 +∞

f ′ + ◦ − ◦ + +

f ↗ ◦ ↘ ↗ ◦ ↗

áêñüôáôá max min
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10.2.2 Õðïëïãéóìüò áêñüôáôùí

Äßíïíôáé óôç óõíÝ÷åéá ôá èåùñÞìáôá óýìöùíá ìå ôá ïðïßá õðïëïãßæïíôáé ôá

áêñüôáôá ìéáò óõíÜñôçóçò, üôáí õðÜñ÷ïõí.

Èåþñçìá 10.2.2 - 1. Áí ç óõíÜñôçóç f |(a; b) åßíáé óõíå÷Þò êáé ðáñáãùãß-

óéìç ãéá êÜèå x ∈ (a; b), ôüôå ïé ðáñáêÜôù ðñïôÜóåéò åßíáé éóïäýíáìåò

i) ç óõíÜñôçóç f ðáñïõóéÜæåé óôï óçìåßï x0 ∈ (a; b) áêñüôáôï,

ii) ç ðáñÜãùãïò ôçò f ðáñïõóéÜæåé óôï óçìåßï x0 áëëáãÞ ðñïóÞìïõ.

ÐáñáôÞñçóç 10.2.2 - 1

ÅðåéäÞ ôï ðñüóçìï ôçò ðñþôçò ðáñáãþãïõ óõíäÝåôáé ìå ôçí ìïíïôïíßá ôçò

óõíÜñôçóçò, ôüôå óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 10.2.2 - 1, üôáí ç óõíÜñôçóç åßíáé

áýîïõóá áñéóôåñÜ ôïõ óçìåßïõ x0 êáé öèßíïõóá äåîéÜ ôïõ, ôï óçìåßï x0 èá

åßíáé èÝóç ìåãßóôïõ, åíþ, üôáí åßíáé öèßíïõóá áñéóôåñÜ ôïõ óçìåßïõ x0 êáé

áýîïõóá äåîéÜ ôïõ, ôï x0 èá åßíáé èÝóç åëá÷ßóôïõ.

ÐáñÜäåéãìá 10.2.2 - 1

¸óôù ç óõíÜñôçóç

f(x) = x2(x− 2)

ôïõ Ðáñáäåßãìáôïò 10.2.1 - 1. Ôüôå óýìöùíá ìå ôçí ÐáñáôÞñçóç 10.2.2 - 1

êáé ôïí Ðßíáêá 10.2.1 - 1, ç óõíÜñôçóç ðñÝðåé íá ðáñïõóéÜæåé ìÝãéóôï óôï

óçìåßï x = 0, åðåéäÞ óôï óçìåßï áõôü áðü áýîïõóá ãßíåôáé öèßíïõóá êáé

åëÜ÷éóôï óôï x = 4
3 , åðåéäÞ áðü öèßíïõóá ãßíåôáé áýîïõóá (Ó÷. 10.2.1 - 1).

Èåþñçìá 10.2.2 - 2. ¸óôù ç óõíÜñôçóç f |D, ôÝôïéá þóôå íá õðÜñ÷åé ç

f ′(x) óôï D êáé íá åßíáé óõíå÷Þò, åíþ ãéá Ýíá óçìåßï x0 ∈ D íá éó÷ýåé

f ′ (x0) = 0 (êñßóéìï óçìåßï). Ôüôå, áí õðÜñ÷åé êáé ç f ′′(x) óôï D êáé

éó÷ýåé f ′′ (x0) < 0, áíôßóôïé÷á f ′′ (x0) > 0, ç f ðáñïõóéÜæåé óôï x0 ìÝãéóôï,

áíôßóôïé÷á åëÜ÷éóôï.
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Ó÷Þìá 10.2.2 - 1: ÐáñÜäåéãìá 10.2.2 - 2: ôï äéÜãñáììá ôçò óõíÜñôçóçò

f(x) = e−x
2

ÐáñÜäåéãìá 10.2.2 - 2

¸óôù ç óõíÜñôçóç

f(x) = e−x
2
:

Áðü ôïí ïñéóìü ôçò åêèåôéêÞò óõíÜñôçóçò ðñïöáíþò ðñïêýðôåé üôé

lim
x→−∞

f(x) = lim
x→+∞

f(x) = 0:

Åðßóçò åßíáé

f ′(x) = −2xe−x
2

ìå ñßæá (êñßóéìï óçìåßï) c0 = 0:

Ôüôå, åðåéäÞ

f ′′(x) = −2
(
1− 2x2

)
e−x

2
êáé f ′′ (c0) = f ′′(0) = −2 < 0;

ç f óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 10.2.2 - 2 èá ðáñïõóéÜæåé óôï óçìåßï c0 = 0

ìÝãéóôï (ïëéêü) ìå ôéìÞ f (c0) = f(0) = 1 (Ó÷. 10.2.2 - 1).

ÐïëëÝò öïñÝò ç ñßæá ôçò 1çò ðáñáãþãïõ åßíáé êáé ñßæá ôçò 2çò ðáñáãþãïõ

ê.ëð. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ï Ýëåã÷ïò ôçò ýðáñîçò áêñüôáôïõ ãßíåôáé ìå ôï

ðáñáêÜôù èåþñçìá.
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Èåþñçìá 10.2.2 - 3. ¸óôù ç óõíÜñôçóç f |D üðïõ D áíïéêôü äéÜóôçìá,

ôÝôïéá þóôå íá õðÜñ÷ïõí ïé ðáñÜãùãïé ôçò f óôï D ìÝ÷ñé êáé ôÜîçò 2�− 1.

¸óôù åðßóçò üôé ãéá êÜðïéï x0 ∈ D éó÷ýåé üôé f (k) (x0) = 0 ãéá êÜèå

k = 1; 2; : : : ; 2� − 1. Áí ç óõíÜñôçóç f (2�−1)(x) åßíáé óõíå÷Þò óôï D êáé

õðÜñ÷åé ç f (2�)(x) êáé åßíáé f (2�) (x0) < 0, áíôßóôïé÷á f (2�) (x0) > 0, ôüôå ç

f ðáñïõóéÜæåé óôï óçìåßï x0 ìÝãéóôï, áíôßóôïé÷á åëÜ÷éóôï.

ÐáñÜäåéãìá 10.2.2 - 3

Ç óõíÜñôçóç

f(x) = x5

äåí ðáñïõóéÜæåé óôï óçìåßï x0 = 0 áêñüôáôï (Ó÷. 10.2.2 - 2 a), åðåéäÞ

f (5) (x0) = 120, äçëáäÞ ç ôÜîç ôçò ìç ìçäåíéêÞò ôéìÞò ôçò ðáñáãþãïõ ôçò f

åßíáé 5 (ðåñéôôüò áñéèìüò), ïðüôå äåí åöáñìüæåôáé ôï Èåþñçìá 10.2.2 - 3, åíþ

ç

g(x) = (2x−)4

ðáñïõóéÜæåé óôï óçìåßï x0 =
1
2 áêñüôáôï, åðåéäÞ åßíáé g

(4) (x0) = 384, äçëáäÞ

ç ôÜîç ôçò ìç ìçäåíéêÞò ôéìÞò ôçò ðáñáãþãïõ åßíáé 4 (Üñôéïò áñéèìüò). ¢ñá ôï

Èåþñçìá 10.2.2 - 3 åöáñìüæåôáé êáé, åðåéäÞ g(4) (x0) = 384 > 0, ôï áêñüôáôï

åßíáé åëÜ÷éóôï (Ó÷. 10.2.2 - 2 b).

-2 -1 1 2
x

-100

-50

50

100

fHxL

(a)
ææ

x0

-1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5 2.0
x

20

40

60

80

gHxL

(b)

Ó÷Þìá 10.2.2 - 2: (á) ÓõíÜñôçóç f(x) = x5 êáé (b) ç g(x) = (2x − 1)4 ìå

x0 = 0:5
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10.2.3 Õðïëïãéóìüò óçìåßùí êáìðÞò, áóýìðôùôùí åõèåéþí

¸óôù ôþñá üôé ç óõíÜñôçóç f |D Ý÷åé 2çò ôÜîçw ðáñÜãùãï óôï D. Ç ìåëÝôç

ôïõ ðñïóÞìïõ ôçò f ′′ äßíåé ðñüóèåôåò ðëçñïöïñßåò ãéá ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç

ôçò f êáé óõãêåêñéìÝíá ãéá ôçí êáìðõëüôçôÜ ôçò (curvature Þ concavity).

Åéäéêüôåñá ôá óçìåßá óôá ïðïßá ç 2ç ðáñÜãùãïò áëëÜæåé ðñüóçìï, ïñßæïõí

ôá ëåãüìåíá óçìåßá êáìðÞò (inection points) ôïõ äéáãñÜììáôïò ôçò f .

ÓõãêåêñéìÝíá óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ éó÷ýïõí:

i) Áí

f ′′(x) > 0 ãéá êÜèå x ∈ D;

óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 10.2.1 - 2 ç 1ç ðáñÜãùãïò ôçò f èá åßíáé

áýîïõóá óôï D êáé áíôßóôñïöá. Ôüôå üìùò, êáèþò ôï x áõîÜíåé

óôï D, ï áíôßóôïé÷ïò óõíôåëåóôÞò äéåýèõíóçò ôçò åöáðôïìÝíçò óôï

óçìåßï (x; f(x)) èá áõîÜíåé åðßóçò. Áõôü Ý÷åé óáí óõíÝðåéá ç ãñáöéêÞ

ðáñÜóôáóç ôçò f íá âñßóêåôáé ðÜíù áðü ôçí åöáðôïìÝíç åõèåßá Þ üðùò

óõíÞèùò ëÝãåôáé, ç f óôñÝöåé ôá êïßëá Üíù (concave upwards) óôï D.

ii) ¼ìïéá, áí

f ′′ < 0 ãéá êÜèå x ∈ D;

ôüôå ç f óôñÝöåé ôá êïßëá êÜôù (concave downwards) óôï D.

ÐáñáôÞñçóåéò 10.2.3 - 1

i) Ðñïöáíþò óôá óçìåßá êáìðÞò åßíáé f ′′(x) = 0, äéáöïñåôéêÜ ïé ñßæåò

ôçò 2çò ðáñáãþãïõ åßíáé ðéèáíÜ óçìåßá êáìðÞò. ÅðïìÝíùò ç óõíèÞêç

f ′′(x) = 0 åßíáé áíáãêáßá, áëëÜ ü÷é êáé éêáíÞ.1

ii) Ôá óçìåßá êáìðÞò åßíáé åðßóçò äõíáôüí íá êáôçãïñéïðïéçèïýí áðü ôïí

áíôßóôïé÷ï ìçäåíéóìü Þ ìç ôçò 1çò ðáñáãþãïõ. ÓõãêåêñéìÝíá, Ýóôù

üôé x0 åßíáé Ýíá óçìåßï êáìðÞò, ïðüôå f ′′ (x0) = 0. Ôüôå:

a. áí åßíáé åðßóçò f ′ (x0) = 0, ôï x0 ëÝãåôáé óôáèåñü (stationary) Þ

óáãìáôéêü (saddle) óçìåßï êáìðÞò, åíþ áí

1ÂëÝðå Èåþñçìá 10.2.2 - 3 êáé ÐáñÜäåéãìá 10.2.2 - 3.
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b. f ′ (x0) ̸= 0, ôï óçìåßï x0 ëÝãåôáé ìç óôáèåñü (non-stationary)

óçìåßï êáìðÞò.

ii) Áí åßíáé f ′′ (x0) = 0, åíþ óôï x0 ç f ′′ äåí áëëÜæåé ðñüóçìï, ôüôå ôï

x0 ëÝãåôáé óçìåßï êõìáôéóìïý (undulation Þ hyperex point) ôïõ

äéáãñÜììáôïò.2

ÐáñÜäåéãìá 10.2.3 - 1

¸óôù ç óõíÜñôçóç

f(x) = x3
(
x2 − 1

)
ìå ñßæåò

x1 = −1; x2 = 0 ìå ðïëëáðëüôçôá 3 êáé x3 = 1:

Ç f åßíáé ðåñéôôÞ, ïðüôå ôï äéÜãñáììÜ ôçò èá åßíáé óõììåôñéêü ùò ðñïò

ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí Ï.

Ç 1ç ðáñÜãùãüò ôçò åßíáé

f ′(x) = x2
(
5x2 − 3

)
ìå ñßæåò (êñßóéìá óçìåßá)

c1 ≈ −0:78; c2 = 0 ìå ðïëëáðëüôçôá 2 êáé c3 ≈ 0:78;

åíþ ç 2ç ðáñÜãùãüò ôçò

f ′′(x) = 2x
(
10x2 − 3

)
ìå ñßæåò

d1 ≈ −0:6; d2 = 0 êáé d3 ≈ 0:6:

Ôüôå õðïëïãßæïíôáò ôéò ôéìÝò ôçò 2çò ðáñáãþãïõ óôá êñßóéìá óçìåßá,

äéáöïñåôéêÜ åîåôÜæïíôáò ôç ìïíïôïíßá ôçò f , ðñïêýðôåé üôé:

• ç f ðáñïõóéÜæåé óôï óçìåßï c1 ≈ −0:8 ìÝãéóôï, åðåéäÞ f ′′(−0:8) < 0,

äéáöïñåôéêÜ åðåéäÞ ç f áðü áýîïõóá ãßíåôáé öèßíïõóá,

2ÂëÝðå óçìåßï x0 = 0:5 óôï Ó÷. 10.2.2 - 2 b.
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Ðßíáêáò 10.2.3 - 1: ÐáñÜäåéãìá 10.2.3 - 1

−∞ -1 -0.8 -0.6 0 0.6 0.8 1 +∞

f ′ + + ◦ - - ◦ - - ◦ + +

f ′′ - - - ◦ + ◦ - ◦ + + +

f - ◦ + + + ◦ - - - ◦ +

↗ ↗ ↘ ↘ ↘ ↘ ↗ ↗

max min

ææ

æ

æ

æ

ææ

æ

æ

æ

æ æ

c1 c3d1 d3d2

c2

x1 x2 x2

-1.0 -0.5 0.5 1.0
x

-0.15

-0.10

-0.05

0.05

0.10

0.15

fHxL

Ó÷Þìá 10.2.3 - 1: ÐáñÜäåéãìá 10.2.3 - 1

• óôï c3 ≈ 0:8 åëÜ÷éóôï, åðåéäÞ f ′′(0:8) > 0, äéáöïñåôéêÜ åðåéäÞ ç f áðü

öèßíïõóá ãßíåôáé áýîïõóá, åíþ

• ãéá ôï óçìåßï 0 Ý÷ïõìå f ′′(0) = 0, åíþ f (3)(0) = −24 < 0 (ðåñéôôÞ

ôÜîç), ïðüôå óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 10.2.2 - 3 äåí õðÜñ÷åé áêñüôáôï

ôçò f .

Áðü ôï ðñüóçìï ôçò 2çò ðáñáãþãïõ ðñïêýðôåé üôé ôï äéÜãñáììá ôçò f

Ý÷åé óçìåßá êáìðÞò ôá d1 ≈ −0:6; d2 = 0 êáé d3 ≈ 0:6, åðåéäÞ ç f ′′ áëëÜæåé

ðñüóçìï óôá óçìåßá áõôÜ êáé åðß ðëÝïí

• óôñÝöåé ôá êïßëá êÜôù óôá äéáóôÞìáôá (−∞;−0:6) êáé (0; 0:6), åðåéäÞ
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óôá áíôßóôïé÷á äéáóôÞìáôá åßíáé f ′′(x) < 0, åíþ

• óôá (−0:6; 0) êáé (0:6;∞) ðñïò ôá Üíù,, åðåéäÞ åßíáé f ′′(x) > 0 (Ó÷.

10.2.3 - 1).

• ÔÝëïò, åðåéäÞ ôï óçìåßï d2 = 0 åßíáé ñßæá êáé ôçò 1çò ðáñáãþãïõ,

óýìöùíá ìå ôéò ÐáñáôçñÞóåéò 10.2.3 - 1 (iia) ôï óçìåßï áõôü èá åßíáé

óáãìáôéêü.

Áóýìðôùôåò åõèåßåò

Äßíïíôáé óôç óõíÝ÷åéá ïé ðáñáêÜôù ïñéóìïß, ðïõ áöïñïýí ôéò ëåãüìåíåò

áóýìðôùôåò (asymptotes) åõèåßåò ôïõ äéáãñÜììáôïò ìéáò óõíÜñôçóçò.

Ïñéóìüò 10.2.3 - 1 (ïñéæüíôéá áóýìðôùôç). ¸óôù ìßá óõíÜñôçóç f ìå

ðåäßï ïñéóìïý ôçò ìïñöÞò (−∞; ã), áíôßóôïé÷á (ã;+∞). Ôüôå ç åõèåßá

y = ax + b èá ëÝãåôáé ïñéæüíôéá áóýìðôùôç (horizontal asymptote) ôïõ

äéáãñÜììáôïò ôçò f , üôáí

lim
x→+∞

[f(x)− (ax+ b)] = 0 ; áíôßóôïé÷á lim
x→+∞

[f(x)− (ax+ b)] = 0:

Ôüôå áðü ôïí ðáñáðÜíù ïñéóìü ðñïêýðôåé üôé

a = lim
x→+∞

f(x)

x
êáé b = lim

x→+∞
[f(x)− ax] (10.2.3 - 1)

¼ìïéá ïñßæåôáé êáé ç ðëÜãéá áóýìðôùôç (oblique Þ slant) åõèåßá

y = ax+ b; üôáí a ̸= 0;

åíþ éó÷ýïõí áíÜëïãïé ôýðïé õðïëïãéóìïý ôùí a; b.

Ïñéóìüò 10.2.3 - 2 (êáôáêüñõöç áóýìðôùôç åõèåßá). ¸óôù ìßá óõíÜ-

ñôçóç f ìå ðåäßï ïñéóìïý Ýíá ôïõëÜ÷éóôïí áíïéêôü äéÜóôçìá ôçò ìïñöÞò

(ã; ä). Ôüôå ç åõèåßá x =  áíôßóôïé÷á x = � èá ëÝãåôáé êáôáêüñõöç

áóýìðôùôç (vertical asymptote) ôïõ äéáãñÜììáôïò ôçò f , üôáí

lim
x→ +0

f(x) = +∞ Þ lim
x→ +0

f(x) = −∞; (10.2.3 - 2)
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00
ææ

1

1

-4 -2 2 4 6
x

-10

-5

5

10
fHxL

Ó÷Þìá 10.2.3 - 2: ÐáñÜäåéãìá 10.2.3 - 2: ÓõíÜñôçóç f(x) = x+2
x−1

áíôßóôïé÷á

lim
x→ �+0

f(x) = +∞ Þ lim
x→ �+0

f(x) = −∞: (10.2.3 - 3)

ÐáñÜäåéãìá 10.2.3 - 2

¸óôù ç óõíÜñôçóç

f(x) =
x+ 2

x− 1

ìå ðåäßï ïñéóìïý D = (−∞; 1) ∪ (1;+∞). Ôüôå ç åõèåßá x = 1 åßíáé

êáôáêüñõöç áóýìðôùôç ôçò f , åðåéäÞ

lim
x→ 1−0

f(x) = −∞ êáé lim
x→ 1+0

f(x) = +∞;

åíþ

lim
x→−∞

f(x) = lim
x→+∞

f(x) = 1;

ðïõ óçìáßíåé üôé ç åõèåßá y = 1 åßíáé ïñéæüíôéá áóýìðôùôç ôçò ãñáöéêÞò

ðáñÜóôáóçò ôçò f (Ó÷. 10.2.3 - 2).
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ÁóêÞóåéò

1. Íá ìåëåôçèïýí êáé íá ðáñáóôáèïýí ãñáöéêÜ ïé ðáñáêÜôù óõíáñôÞóåéò

f(x):

i) 2x4 − 5x3 + 3x2 vii) x+
1

x

i) x3 − 3x2 − 144x+ 432 viii) (1 + x) e−x

iii) e−x sinx ix) x2 lnx

iv) exp

[
−1

x

]
x)

sinx2

x

v) exp

[
− 1

x2

]
xi)

sinx

x

vi) x− ln(x− 2) xii)
cosx

x

2. Íá ãßíåé ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôùí áíôßóôñïöùí ôñéãùíïìåôñéêþí, õðåñâï-

ëéêþí êáé áíôßóôñïöùí õðåñâïëéêþí óõíáñôÞóåùí.

3. ¼ìïéá ôùí ðïëõùíýìùí 2ïõ êáé 3ïõ âáèìïý ôùí Legendre, Laguerre êáé

Hermite.

4. Äýï áíôßèåôá çëåêôñéêÜ öïñôßá q1 êáé q2 åßíáé ôïðïèåôçìÝíá óôá óçìåßá

A êáé B áíôßóôïé÷á, üðïõ (AB) = d óôáèåñÜ. Óôï óçìåßï M ìå (AM) = x

ôçò åõèåßáò AB ç Ýíôáóç E ôïõ çëåêôñéêïý ðåäßïõ åßíáé

E =
1

4ðå0

[
q1
x

2
+

q2
(d− x)2

]
:

Íá õðïëïãéóôåß ôï óçìåßï åêåßíï ôçò åõèåßáò AB ãéá ôï ïðïßï ç Ýíôáóç E

åßíáé åëÜ÷éóôç.

5. Ôï êáëþäéï õðïèáëÜóóéïõ ôçëÝãñáöïõ áðïôåëåßôáé áðü äÝóìç óõñìÜôùí

÷áëêïý ìå ìïíùôéêü õëéêü åîùôåñéêÜ (ôïìÞ êõêëéêÞ). ¸óôù x ï ëüãïò ôçò

áêôßíáò ôçò äÝóìçò ðñïò ôï ðÜ÷ïò ôïõ ìïíùôéêïý. Ôüôå ç ôá÷ýôçôá äéÜäïóçò

ôùí óçìÜôùí äßíåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

v = −ax2 lnx:
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Íá õðïëïãéóôåß ç ôéìÞ ôïõ x, Ýôóé þóôå ç ôá÷ýôçôá íá åßíáé ìÝãéóôç.

6. Ç éó÷ýò P ðïõ ðáñÜãåôáé áðü Ýíá çëåêôñéêü óôïé÷åßï óôáèåñÞò çëåêôñåãå-

ñôéêÞò äýíáìçò E êáé óôáèåñÞò åóùôåñéêÞò áíôßóôáóçò r, üôáí äéÝñ÷åôáé

ñåýìá äéá ìÝóïõ óôáèåñÞò åîùôåñéêÞò áíôßóôáóçò R, åßíáé

P =
E2R

(r +R)2
:

Íá õðïëïãéóôåß ç ôéìÞ ôïõ R, ðïõ êáèéóôÜ ôçí éó÷ý ìÝãéóôç.

7. Ç êßíçóç åêêñåìïýò, üôáí ëçöèåß õð' üøéí êáé ç áíôßóôáóç ôïõ áÝñá,

äßíåôáé áðü ôïí ôýðï

è(t) = c e−kt cos(ùt+ ö);

üôáí c; k > 0, ù ̸= 0, ö óôáèåñÝò êáé è ç ôéìÞ ôçò ãùíßáò ðïõ ó÷çìáôßæåé

ôï íÞìá ìå ôçí äéåýèõíóç ôçò êáôáêïñýöïõ. Íá õðïëïãéóôïýí ïé ÷ñïíéêÝò

óôéãìÝò, ðïõ ç ãùíßá è ãßíåôáé ìÝãéóôç.

3

3Áðáãïñåýåôáé ç áíáäçìïóßåõóç Þ áíáðáñáãùãÞ ôïõ ðáñüíôïò óôï óýíïëü ôïõ Þ

ôìçìÜôùí ôïõ ÷ùñßò ôç ãñáðôÞ Üäåéá ôïõ Êáè. Á. ÌðñÜôóïõ.

E-mail: bratsos@teiath.gr URL: http://users.teiath.gr/bratsos/
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• http://mathworld.wolfram.com/

• http://eom.springer.de/
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Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα 

Τεχνολογικό Εκπαιδευτικό Ίδρυμα Αθήνας 

Τέλος Ενότητας 
 
 
 

Χρηματοδότηση 
 

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του εκπαιδευτικού 
έργου του διδάσκοντα. 

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο ΤΕΙ Αθήνας» έχει χρηματοδοτήσει 
μόνο τη αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.  

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράμματος «Εκπαίδευση 
και Δια Βίου Μάθηση» και συγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση 
(Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόρους. 
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Σημειώματα 

Σημείωμα Αναφοράς 

Copyright ΤΕΙ Αθήνας, Αθανάσιος Μπράτσος, 2014. Αθανάσιος Μπράτσος. «Ανώτερα 

Μαθηματικά Ι. Ενότητα 10: Παράγωγος Συνάρτησης – Μέρος ΙI». Έκδοση: 1.0. Αθήνα 2014. 

Διαθέσιμο από τη δικτυακή διεύθυνση: ocp.teiath.gr. 

 

Σημείωμα Αδειοδότησης 

Το παρόν υλικό διατίθεται με τους όρους της άδειας χρήσης Creative Commons Αναφορά, 

Μη Εμπορική Χρήση Παρόμοια Διανομή 4.0 [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση.   

Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. φωτογραφίες, διαγράμματα κ.λ.π.,  τα οποία 

εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται μαζί με τους όρους χρήσης τους στο 

«Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων». 

 

[1] http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/  

Ως Μη Εμπορική ορίζεται η χρήση: 

 που δεν περιλαμβάνει άμεσο ή έμμεσο οικονομικό όφελος από την χρήση του 

έργου, για το διανομέα του έργου και αδειοδόχο 

 που δεν περιλαμβάνει οικονομική συναλλαγή ως προϋπόθεση για τη χρήση ή 

πρόσβαση στο έργο 

 που δεν προσπορίζει στο διανομέα του έργου και αδειοδόχο έμμεσο οικονομικό 

όφελος (π.χ. διαφημίσεις) από την προβολή του έργου σε διαδικτυακό τόπο 

Ο δικαιούχος μπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να χρησιμοποιεί το έργο 

για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 

Διατήρηση Σημειωμάτων 

 Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 

συμπεριλαμβάνει: 

 Το Σημείωμα Αναφοράς 

 Το Σημείωμα Αδειοδότησης 

 Τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων  

 Το Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) μαζί με τους 

συνοδευόμενους υπερσυνδέσμους. 
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