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ÌÜèçìá 11

ÄÉÁÍÕÓÌÁÔÉÊÅÓ

ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ

Ãéá ôçí êáôáíüçóç ôùí åííïéþí ôïõ ìáèÞìáôïò ï áíáãíþóôçò ðñÝðåé íá

ãíùñßæåé ôï ÌÜèçìá 1.

11.1 ÅéóáãùãéêÝò Ýííïéåò

11.1.1 Ïñéóìüò äéáíõóìáôéêÞò óõíÜñôçóçò

Ãéá åõêïëßá õðåíèõìßæåôáé ï ïñéóìüò ôçò ðñáãìáôéêÞò óõíÜñôçóçò ìéáò ðñáãìá-

ôéêÞò ìåôáâëçôÞò, ðïõ ðïëëÝò öïñÝò óôç óõíÝ÷åéá èá ëÝãåôáé åðßóçò êáé

âáèìùôÞ óõíÜñôçóç.

Ïñéóìüò 11.1.1 - 1 (óõíÜñôçóçò). ¸óôù D êáé T äýï ôõ÷üíôá ìç êåíÜ

õðïóýíïëá ôïõ ℜ. Ôüôå ëÝãåôáé óõíÜñôçóç ìå ðåäßï ïñéóìïý ôï D êáé ðåäßï

ôéìþí ôï T , ìßá ìïíïóÞìáíôç áðåéêüíéóç, Ýóôù f , ôïõ óõíüëïõ D óôï T ,

äçëáäÞ

D ∋ x −→ y = f(x) ∈ T (11.1.1 - 1)

Þ óõíôïìüôåñá óõíÜñôçóç f |D ìå ðåäßï ôéìþí T Þ êáé óõíÜñôçóç f(x), x ∈ D

ìå ôéìÝò óôï T .

Ç ó÷Ýóç y = f(x), ðïõ éó÷ýåé ãéá êÜèå x ∈ D, ïñßæåé ôïí ôýðï ôçò óõíÜñôçóçò,

ôï ãñÜììá x ôçí áíåîÜñôçôç ìåôáâëçôÞ óôï D, åíþ ôï y ôçí åîáñôçìÝíç
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ìåôáâëçôÞ óôï T . Ôüôå ï ôýðïò ôçò óõíÜñôçóçò åêöñÜæåé ôïí ôñüðï ìå ôïí

ïðïßï óõíäÝïíôáé ïé ìåôáâëçôÝò y êáé x. ÅðïìÝíùò ç óõíÜñôçóç ìå ôïí ôýðï

y = f(x) = x2, ðïõ Ý÷åé ðåäßï ïñéóìïý D = ℜ, èá áðåéêïíßæåé ôá óôïé÷åßá

1; 3; 5; : : : óôá 12; 32; 52; : : : ; ê.ëð.

Ãåíéêåýïíôáò ôïí ðáñáðÜíù ðáñÜäåéãìá èåùñïýìå üôé åßíáé äõíáôüí íá

ïñéóôåß åðßóçò ìéá ìïíïóÞìáíôç áðåéêüíéóç (óõíÜñôçóç) ôùí óôïé÷åßùí 1; : : :,3,

: : :, 5, : : : óôá(
12; 13

)
; : : : ;

(
32; 33

)
; : : : ;

(
52; 53

)
; : : : (11.1.1 - 2)

ôïõ ÷þñïõ ℜ× ℜ = ℜ2, áíôßóôïé÷á óôá(
12; 13; 1

)
; : : : ;

(
32; 33; 3

)
; : : : ;

(
52; 53; 5

)
; : : : (11.1.1 - 3)

ôïõ ℜ×ℜ×ℜ = ℜ3. Ôüôå ï ôýðïò ôçò óõíÜñôçóçò ãéá ôá óôïé÷åßá (11:1:1−
2) ðñÝðåé íá åßíáé ôçò ìïñöÞò

(
x2; x3

)
, åíþ ãéá ôá (11:1:1 − 2) ôçò ìïñöÞò(

x2; x3; x
)
, üôáí x ∈ ℜ. ¸÷ïíôáò ôþñá õð' üøéí ôéò ó÷Ýóåéò (1:4 − 1) êáé

(1:4−2) ôïõ ÌáèÞìáôïò 1 ôá ðáñáðÜíù óôïé÷åßá åßíáé äõíáôüí íá èåùñçèïýí

óáí ïé óõíéóôþóåò ôùí äéáíõóìÜôùí⟨
12; 13

⟩
; : : : ;

⟨
32; 33

⟩
; : : : ;

⟨
52; 53

⟩
; : : : ;

áíôßóôïé÷á ⟨
12; 13; 1

⟩
; : : : ;

⟨
32; 33; 3

⟩
; : : : ;

⟨
52; 53; 5

⟩
; : : : ;

äçëáäÞ

12 i+ 13 j; : : : ; áíôßóôïé÷á 12 i+ 13 j+ k; : : : :

ÅðïìÝíùò ï ôýðïò ôçò óõíÜñôçóçò, ðïõ ðåñéãñÜöåé ôéò ðáñáðÜíù ðåñéðôþóåéò,

ðñÝðåé íá Ý÷åé ôç ìïñöÞ

F(x) = F
(
x2; x3

)
= x2 i+ x3 j; áíôßóôïé÷á

F(x) = F
(
x2; x3; x

)
= x2 i+ x3 j+ xk; (11.1.1 - 4)

üôáí x ∈ ℜ. Ïé óõíáñôÞóåéò áõôÝò ðñïò äéÜêñéóç ôùí óõíáñôÞóåùí (11:1:1−
1), ëÝãïíôáé óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ äéáíõóìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò ìéáò ìåôáâëçôÞò,
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åíþ ãéá ôç ìåôáâëçôÞ ôùí ÷ñçóéìïðïéåßôáé óõíÞèùò óôï óõìâïëéóìü ôçò

ìåôáâëçôÞò ôï ãñÜììá t - ðïõ óõíÞèùò ðáñéóôÜíåé ôï ÷ñüíï - áíôß ôïõ x.

Äßíåôáé óôç óõíÝ÷åéá ï ïñéóìüò ôçò äéáíõóìáôéêÞò óõíÜñôçóçò.

Ïñéóìüò 11.1.1 - 2 (äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç). ¸óôù D ⊆ ℜ êáé T ⊆
ℜ 2, áíôßóôïé÷á T ⊆ ℜ 3 äýï ôõ÷áßá ìç êåíÜ óýíïëá. Ôüôå ïñßæåôáé óáí

äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç (vector function Þ vector-valued function) ìéáò ìåôá-

âëçôÞò ìå ðåäßï ïñéóìïý ôï D êáé ðåäßï ôéìþí ôï T , ìßá ìïíïóÞìáíôç

áðåéêüíéóç, Ýóôù F, ôïõ óõíüëïõ D óôï T , äçëáäÞ

D ∋ t −→ F(t) = y = ⟨f1(t); f2(t)⟩ ∈ T ⊆ ℜ 2;

áíôßóôïé÷á (11.1.1 - 5)

y = ⟨f1(t); f2(t); f3(t)⟩ ∈ T ⊆ ℜ 3

üðïõ êÜèå fi(t) ìå i = 1; 2, áíôßóôïé÷á i = 1; 2; 3 åßíáé ìßá óõíÜñôçóç ìå

ìåôáâëçôÞ t, ðïõ ëÝãåôáé óõíéóôþóá (argument)1 ôçò F.

Óýìöùíá ìå ôïí Ïñéóìü 11.1.1 - 2, áí Oxy åßíáé Ýíá ïñèïãþíéï óýóôçìá

áîüíùí ôïõ ÷þñïõ ôùí 2-äéáóôÜóåùí, áíôßóôïé÷á Oxyz ôïõ ÷þñïõ ôùí 3-

äéáóôÜóåùí, ôüôå ç F åêöñÜæåôáé óôéò ðåñéðôþóåéò áõôÝò óõíáñôÞóåé ôùí

óõíéóôùóþí ùò åîÞò:

F(t) = f1(t)i+ f2(t)j; áíôßóôïé÷á

F(t) = f1(t)i+ f2(t)j+ f3(t)k; (11.1.1 - 6)

üôáí i, j êáé k ôá ìïíáäéáßá äéáíýóìáôá êáôÜ ìÞêïò ôùí áîüíùí 0x, 0y êáé

0z áíôßóôïé÷á.

1ÐïëëÝò öïñÝò, üôáí áðáéôåßôáé, ÷ñçóéìïðïéåßôáé êáé ç ðáñÜóôáóç ôùí óõíéóôùóþí ìå

ðßíáêá äéÜíõóìá, äçëáäÞ

D ∋ t −→ F(t) = y = [f1(t); f2(t)]
⊤ ∈ T ⊆ ℜ 2

;

áíôßóôïé÷á

y = [f1(t); f2(t); f3(t)]
⊤ ∈ T ⊆ ℜ 3

(âëÝðå âéâëéïãñáößá êáé Á. ÌðñÜôóïò [2] Êåö. 3).
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Óçìåßùóç 11.1.1 - 1

Ï ðñïóäéïñéóìüò ôïõ ðåäßïõ ïñéóìïý D ôçò F äåí äéáöÝñåé áðü åêåßíïí ôçò

óõíÜñôçóçò f(x), åöüóïí ôåëéêÜ óõíåðÜãåôáé ôïí õðïëïãéóìü ôùí ðåäßùí

ïñéóìïý êÜèå ìéáò óõíéóôþóáò2 êáé óôç óõíÝ÷åéá ôùí êïéíþí ôïõò óçìåßùí.

ÐáñÜäåéãìá 11.1.1 - 1

¸óôù ç äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç (Ó÷. 11.1.1 - 1)

F(t) =

f1(t)︷ ︸︸ ︷√
t cos t i+

f2(t)︷︸︸︷
sin t j = f1(t) i+ f2(t) j:

Ôüôå ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò

f1(t) =
√
t cos t åßíáé ôï D1 = [0;+∞);

åíþ ôçò

f2(t) = sin t ôï D2 = ℜ:

¢ñá ôï ðåäßï ïñéóìïý D ôçò F åßíáé

D = D1 ∩D2 = [0;+∞):

ÐáñÜäåéãìá 11.1.1 - 2

¸óôù ç äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç (Ó÷. 11.1.1 - 2)

F(t) =

f1(t)︷︸︸︷
sin t i+

f2(t)︷︸︸︷
cos t j+

f3(t)︷︸︸︷
1

t
k

= f1(t) i+ f2(t) j+ f3(t)k:

Ôüôå ôï ðåäßï ïñéóìïý ôùí

f1(t) = sin t; f2(t) = cos t åßíáé ôï D1 = ℜ;

åíþ ôçò

f3(t) =
1

t
ôï D2 = ℜ− {0}:

¢ñá ôï ðåäßï ïñéóìïý D ôçò F åßíáé D = D1 ∩D2 = ℜ− {0}.
2Ðïõ åßíáé ç Þäç ãíùóôÞ óôïí áíáãíþóôç óõíÜñôçóç ìéá ðñáãìáôéêÞò ìåôáâëçôÞò.
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-1 1 2
t

-1.0

-0.5

0.5

1.0

Ó÷Þìá 11.1.1 - 1: ÐáñÜäåéãìá 11.1.1 - 1: ç êáìðýëç ìå ðáñáìåôñéêÞ åîßóùóç

F(t) =
√
t cos t i+ sin t j ìå ðåäßï ïñéóìïý D = [0;+∞), üôáí t ∈ [0; 2�]

-1

0

1

t

-1

0

1

-1

0

1

Ó÷Þìá 11.1.1 - 2: ÐáñÜäåéãìá 11.1.1 - 3: ç êáìðýëç ìå ðáñáìåôñéêÞ åîßóùóç

F(t) = sin t i+cos t j+ 1
t
k ìå ðåäßï ïñéóìïý D = ℜ−{0}, üôáí t ∈ [−2�; 2�].

Ç åõèåßá áíôéóôïé÷åß óôçí ôéìÞ t = 0
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ÏñéáêÞ ôéìÞ

Õðïëïãßæåôáé üìïéá áðü ôçí ïñéáêÞ ôéìÞ ôùí óõíéóôùóþí óõíáñôÞóåùí ùò

åîÞò:

lim
t→ t0

F(t) = lim
t→ t0

f1(t) i+ lim
t→ t0

f2(t) j áíôßóôïé÷á

(11.1.1 - 7)

lim
t→ t0

F(t) = lim
t→ t0

f1(t) i+ lim
t→ t0

f2(t) j+ lim
t→ t0

f3(t)k;

üôáí t0 ∈ D ⊆ ℜ.

ÐáñÜäåéãìá 11.1.1 - 3

¸óôù ç äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç

F(t) =
(
3− 2t2

)
i+ et j+ (cos t− 1)k:

Ôüôå, áí t0 = 0, óýìöùíá ìå ôçí (11:1:1− 7) Ý÷ïõìå

lim
t→ 0

F(t) = lim
t→ 0

(
3− 2t2

)
i+ lim

t→ 0
et j+ lim

t→ 0
(cos t− 1)k

= 3 i+ j+ (1− 1)k = 3 i+ j+ 0k = 3 i+ j:

ÓõíÝ÷åéá

Ç óõíÝ÷åéá óå Ýíá óçìåßï t0 ∈ D ïñßæåôáé áðü ôç óõíèÞêç

lim
t→ t0

F(t) = F (t0) ; (11.1.1 - 8)

üôáí ï õðïëïãéóìüò ôïõ lim t→ t0 F(t) ãßíåôáé áðü ôçí (11:1:1− 7).

ÐáñÜäåéãìá 11.1.1 - 4

¸óôù ç äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç

F(t) = ln
(
9− t2

)
i+

1

2− t
j+

√
1 + tk:
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Ðñïöáíþò êÜèå óõíéóôþóá åßíáé óõíå÷Þò óôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò, ïðüôå ç F(t)

èá åßíáé óõíå÷Þò óôï êïéíü ðåäßï ïñéóìïý ôùí, Ýóôù D, üðïõ ðñïöáíþò èá

éó÷ýåé ç (11:1:1− 8). Ôüôå, åðåéäÞ ç

f1(t) = ln
(
9− t2

)
Ý÷åé ðåäßï ïñéóìïý ôï D1 = (−3; 3);

ç

f2(t) =
1

2− t
ôï D2 = (−∞; 2) ∪ (2;+∞)

êáé ç

f3(t) =
√
1 + t ôï D3 = [−1;+∞);

ðñÝðåé

D = D1 ∩D2 ∩D3 = [−1; 2) ∪ (2; 3):

11.1.2 ÐáñáìåôñéêÞ ðáñÜóôáóç êáìðõëþí

Ï ãíùóôüò ìÝ÷ñé ôþñá ðñïóäéïñéóìüò ôçò áíáëõôéêÞò åîßóùóçò ìéáò êáìðýëçò,

Ýóôù C, óôï ÷þñï ℜ 2, áíôßóôïé÷á ℜ 3 ìå êáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò, äçëáäÞ

óå óýóôçìá óõíôåôáãìÝíùí Oxy ôïõ ÷þñïõ ôùí 2-äéáóôÜóåùí, áíôßóôïé÷á

Oxyz ôïõ ÷þñïõ ôùí 3-äéáóôÜóåùí, ðïëëÝò öïñÝò äçìéïõñãåß äõóêïëßåò óôïí

õðïëïãéóìü äéáöüñùí öõóéêþí ìåãåèþí. Ãéá íá áíôéìåôùðéóôïýí ïé äõóêïëßåò

áõôÝò áíáæçôåßôáé Ýíáò Üëëïò ôñüðïò ðåñéãñáöÞò ôçò åîßóùóçò ôçò C.

Õðåíèõìßæåôáé óôï óçìåßï áõôü üôé:

Ïñéóìüò 11.1.2 - 1. ¸íá õëéêü óçìåßï êéíïýìåíï óôï ÷þñï êáé Ý÷ïíôáò

Ýíá âáèìü åëåõèåñßáò äéáãñÜöåé ãåíéêÜ ìßá êáìðýëç ãñáììÞ, åíþ üôáí Ý÷åé

äýï âáèìïýò åëåõèåñßáò ìéá åðéöÜíåéá.

¸óôù ôþñá üôé æçôåßôáé ï ðñïóäéïñéóìüò ôçò åîßóùóçò ìéáò êáìðýëçò C

ôïõ ℜ 3. Áí Oxyz åßíáé Ýíá ïñèïãþíéï óýóôçìá áîüíùí êáé M0 (x0; y0; z0)

ôõ÷üí óçìåßï ôçò êáìðýëçò C, ôüôå óôï óçìåßï áõôü áíôéóôïé÷åß áêñéâþò Ýíá

äéÜíõóìá èÝóçò, Ýóôù r0, üðïõ

r0 = x0 i+ y0 j+ z0 k (11.1.2 - 1)
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êáé áíôßóôñïöá óôï r0 áíôéóôïé÷åß ôï óçìåßï M0 (x0; y0; z0). ¼ìïéá óå Ýíá

Üëëï óçìåßï M1 (x1; y1; z1) ôçò C èá áíôéóôïé÷åß ôï äéÜíõóìá èÝóçò

r1 = x1 i+ y1 j+ z1 k (11.1.2 - 2)

êáé ãåíéêÜ óôï ôõ÷üí óçìåßï M (x; y; z), ôï

r = x i+ y j+ z k: (11.1.2 - 3)

¸÷ïíôáò õð' üøéí êáé ôïí Ïñéóìü 11.1.1 - 2 ôá äéáíýóìáôá r0 óôçí (11:1:2−1),

r1 óôçí (11:1:2−2) êáé ãåíéêÜ r óôçí (11:1:2−3) åßíáé äõíáôüí íá èåùñçèïýí

óáí ïé ôéìÝò ìéáò êáôÜëëçëçò äéáíõóìáôéêÞò óõíÜñôçóçò, Ýóôù (Ó÷. 11.1.2

- 1)

r(t); üôáí t ∈ [á; â];

ìå ôçí Ýííïéá üôé: áí

• t = t0, ôüôå ç r (t) = r (t0) èá éóïýôáé ìå ôçí (11:1:2− 1),

• t = t1, ç r (t) = r (t1) ìå ôçí (11:1:2− 2), êáé ãåíéêÜ

• t = t, ç r (t) ìå ôçí (11:1:2− 3).

Ç áíáëõôéêÞ Ýêöñáóç ôçò äéáíõóìáôéêÞò óõíÜñôçóçò r(t) åßíáé

r(t) = x(t) i+ y(t) j+ z(t)k; üôáí t ∈ [á; â] ⊂ ℜ: (11.1.2 - 4)

Ç (11:1:2 − 4) èá ëÝãåôáé ôüôå üôé ïñßæåé ôçí ðáñáìåôñéêÞ åîßóùóç ôçò

êáìðýëçò C ìå ðáñÜìåôñï t.

Ìå üìïéïí ôñüðï ïñßæåôáé ç ðáñáìåôñéêÞ åîßóùóç ìéáò åðßðåäçò êáìðýëçò

C ùò åîÞò:

r(t) = x(t) i+ y(t) j ; üôáí t ∈ [á; â]: (11.1.2 - 5)

Ïé ðáñáìåôñéêÝò åîéóþóåéò ôùí êáìðõëþí Ý÷ïõí ìåãÜëç åöáñìïãÞ óôç ÖõóéêÞ,

êõñßùò üôáí ç ðáñÜìåôñïò t óõìâïëßæåé ôï ÷ñüíï.

Äßíïíôáé óôç óõíÝ÷åéá ïñéóìÝíåò ðáñáìåôñéêÝò ðáñáóôÜóåéò ÷ñÞóéìùí

êáìðõëþí.
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Ó÷Þìá 11.1.2 - 1: ðáñáìåôñéêÞ ðáñÜóôáóç êáìðõëþí

Åõèåßá

ÁíM åßíáé Ýíá ôõ÷üí óçìåßï ôçò åõèåßáò ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôá óçìåßáM1 (x1; y1; z1)

êáé M2 (x2; y2; z2), ôüôå, åðåéäÞ M1M2 = r2 − r1, áðïäåéêíýåôáé üôé óôçí

ðåñßðôùóç áõôÞ åßíáé3 (Ó÷. 11.1.2 - 2)

r(t) = t r2 + (1− t) r1; üôáí t ∈ ℜ: (11.1.2 - 6)

Ç (11:1:2− 6) ïñßæåé ôçí ðáñáìåôñéêÞ åîßóùóç ôçò åõèåßáò ðïõ äéÝñ÷åôáé

áðü ôá óçìåßá M1 êáé M2. ×ñçóéìïðïéþíôáò ôéò áíáëõôéêÝò åêöñÜóåéò

r1 = x1i+ y1j+ z1k êáé r2 = x2i+ y2j+ z2k;

ç (11:1:2− 6) ôåëéêÜ ãñÜöåôáé

r(t) = [tx2 + (1− t)x1] i+ [ty2 + (1− t)y1] j

+ [tz2 + (1− t)z1] k; üôáí t ∈ ℜ: (11.1.2 - 7)

Óçìåßùóç 11.1.2 - 1

Ç (11:1:2 − 7), åéäéêÜ üôáí t ∈ [0; 1], ïñßæåé ôçí ðáñáìåôñéêÞ åîßóùóç ôùí

óçìåßùí ôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò M1M2.

3ÂëÝðå âéâëéïãñáößá êáé âéâëßï Á. ÌðñÜôóïò [2] Êåö. 1.
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Ó÷Þìá 11.1.2 - 2: ÐáñÜäåéãìá 11.1.2 - 1: ðáñáìåôñéêÞ ðáñÜóôáóç ôïõ

åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò M1M2

ÐáñÜäåéãìá 11.1.2 - 1

Íá õðïëïãéóôåß ç ðáñáìåôñéêÞ åîßóùóç ôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò M1M2,

üôáí M1 = (1; 2; 0) êáé M2(2; 4; 3) (üìïéá Ó÷. 11.1.2 - 2).

Ëýóç. Óýìöùíá ìå ôçí (11:1:2− 7) êáé ôçí ÐáñáôÞñçóç 11.1.2 - 1 åßíáé

r(t) = (1 + t) i+ 2(1 + t) j+ 3t k; üôáí t ∈ [0; 1]:

ÐåñéöÝñåéá êýêëïõ

¸óôù áñ÷éêÜ üôé ôï êÝíôñï ôïõ êýêëïõ óõìðßðôåé ìå ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí.

Ôüôå ç åîßóùóç ôùí óçìåßùí ôçò ðåñéöÝñåéáò åßíáé

x2 + y2 = R2:

ÈÝôïíôáò

x = R cos t êáé y = R sin t
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Ý÷ïõìå ôçí ðáñáêÜôù ðáñáìåôñéêÞ åîßóùóç ôùí óçìåßùí ôçò ðåñéöÝñåéáò

r(t) = R cos t i+R sin t j ìå t ∈ [0; 2�): (11.1.2 - 8)

Áí ôï êÝíôñï ôïõ êýêëïõ åßíáé ôï óçìåßï (á; â), ôüôå ç åîßóùóç ôùí óçìåßùí

ôçò ðåñéöÝñåéáò åßíáé

(x− á)2 + (y − â)2 = R2;

ïðüôå óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ Ý÷ïõìå óáí ðáñáìåôñéêÞ åîßóùóç ôçí

r(t) = (á +R cos t) i+ (â +R sin t) j ìå t ∈ [0; 2�): (11.1.2 - 9)

¸ëëåéøç

¼ìïéá ãéá ôçí Ýëëåéøç ìå åîßóùóç

x2

á2
+

y2

â2
= 1

Ý÷ïõìå óáí ðáñáìåôñéêÞ åîßóùóç ôçí

r(t) = á cos ti+ â sin t j ìå t ∈ [0; 2�): (11.1.2 - 10)

ÐáñáâïëÞ

Áí ç åîßóùóç ôçò ðáñáâïëÞò åßíáé

y = áx2;

ôüôå ìßá ðáñáìåôñéêÞ åîßóùóÞ ôçò ðñïêýðôåé èÝôïíôáò x = t, ïðüôå y = á t2

êáé êáôÜ óõíÝðåéá

r(t) = t i+ á t2 j ìå t ∈ ℜ: (11.1.2 - 11)

Óçìåéþóåéò 11.1.2 - 1

i) Áí åßíáé ãíùóôÞ ç åîßóùóç ôçò êáìðýëçò óå êáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò,

ôüôå ïé óõíôåôáãìÝíåò ôçò ðáñáìåôñéêÞò åîßóùóçò ðïõ èá ðñïóäéïñéóôåß,

ðñÝðåé íá åðáëçèåýïõí ôçí áñ÷éêÞ åîßóùóç ôçò êáìðýëçò.
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ii) Áðü ôçí ðáñáìåôñéêÞ åîßóùóç ôçò êáìðýëçò åßíáé äõíáôüí íá ðñïóäéïñé-

óôåß ç áíôßóôïé÷ç åîßóùóç óå êáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò, èÝôïíôáò

x = x(t); y = y(t) êáé z = z(t)

êáé áðáëåßöïíôáò ôçí ðáñÜìåôñï t, åöüóïí áõôü åßíáé äõíáôüí.

ÐáñÜäåéãìá 11.1.2 - 2

¸óôù ç êáìðýëç ðïõ äßíåôáé ìå ðáñáìåôñéêÞ åîßóùóç ùò åîÞò:

r(t) = (1 + cos t)i+ (2 + sin t)j ìå t ∈ [0; �]:

ÈÝôïíôáò

x = 1 + cos t; y = 2 + sin t;

ïðüôå

x− 1 = cos t; y − 2 = sin t

êáé áðáëåßöïíôáò ôçí ðáñÜìåôñï t, ðñïêýðôåé üôé ç åîßóùóç óå êáñôåóéáíÝò

óõíôåôáãìÝíåò åßíáé

(x− 1)2 + (y − 2)2 = 1:

ÅðåéäÞ t ∈ [0; �] ðñüêåéôáé ãéá ôï Üíù ìÝñïò ôçò ðåñéöÝñåéáò, ðïõ Ý÷åé êÝíôñï

ôï óçìåßï (1; 2) êáé áêôßíá 1 (Ó÷. 11.1.2 - 3).

11.2 ÐáñÜãùãïò äéáíõóìáôéêÞò óõíÜñôçóçò

11.2.1 Ïñéóìüò ðáñáãþãïõ

Ï ïñéóìüò ôçò ðáñáãþãïõ ìéáò óõíÜñôçóçò ôïõ ÌáèÞìáôïò 9 åðåêôåßíåôáé

êáé óôçí ðåñßðôùóç ôùí äéáíõóìáôéêþí óõíáñôÞóåùí ùò åîÞò:

Ïñéóìüò 11.2.1 - 1 (êëßóçò). ¸óôù ç äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç F | (a; b)
êáé óçìåßï t0 ∈ (a; b). Ôüôå ãéá êÜèå t ∈ (a; b)− {t0} ìå ôïí ôýðï

Kt0(x) =
F(t)− F (t0)

t− t0
(11.2.1 - 1)

ïñßæåôáé ìßá äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç, ðïõ ëÝãåôáé ðçëßêï äéáöïñþí Þ êëßóç

ôçò F óôï óçìåßï t0.
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Ó÷Þìá 11.1.2 - 3: ÐáñÜäåéãìá 11.1.2 - 2: ç êáìðýëç ìå ðáñáìåôñéêÞ åîßóùóç

r(t) = (1 + cos t)i+ (2 + sin t) | ℜ, üôáí t ∈ [0; �]

Áí t = t0 +∆t, ïðüôå

∆t = t− t0 ãéá êÜèå t ∈ (a; b)− {t0} ; (11.2.1 - 2)

ôüôå ï ôýðïò (11:2:1− 1) ãñÜöåôáé

Kt0 =
f (t0 +∆t)− f (t0)

∆t
: (11.2.1 - 3)

Ïñéóìüò 11.2.1 - 2 (ðáñáãþãïõ). ¸óôù ç äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç F

| (a; b) êáé óçìåßï t0 ∈ (a; b). Ôüôå èá ëÝãåôáé üôé ç F ðáñáãùãßæåôáé óôï

óçìåßï t0 ∈ (a; b) ôüôå êáé ìüíïí, üôáí ç ïñéáêÞ ôéìÞ

lim
t→ t0

Kt0(x) = lim
t→ t0

F (t)− F (t0)

t− t0
: (11.2.1 - 4)

õðÜñ÷åé.

Ç (11:2:1 − 4) èá ëÝãåôáé ôüôå ç 1çò ôÜîçò äéáíõóìáôéêÞ ðáñÜãùãïò ôçò F

óôï t0 êáé èá óõìâïëßæåôáé ìå F′ (t0).

¸÷ïíôáò õð' üøéí ôçí (11:2:1− 2), ç (11:2:1− 4) éóïäýíáìá ãñÜöåôáé

F′ (t0) = lim
t→ t0

F (t)− F (t0)

t− t0

= lim
Ät→ 0

F (t0 +∆t)− F (t0)

∆t
: (11.2.1 - 5)
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Ïñéóìüò 11.2.1 - 3. ¸óôù ç óõíÜñôçóç F | (a; b) Ôüôå èá ëÝãåôáé üôé ç F

ðáñáãùãßæåôáé óôï (a; b) ôüôå êáé ìüíïí, üôáí õðÜñ÷åé ç ðáñÜãùãïò F′ (t0)

ãéá êÜèå t0 ∈ (a; b).

Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ óõìâïëéêÜ ãñÜöåôáé

F′(t) = F(1)(F) =
dF(t)

dt
D1F(t) = DF(t) (11.2.1 - 6)

üðïõ üìïéá ôï óýìâïëï (ôåëåóôÞò) D = D1 = d
dt

óõìâïëßæåé ôçí 1çò ôÜîçò

ðáñÜãùãï ôçò F ìå ìåôáâëçôÞ t.

ÐáñáôÞñçóåéò 11.2.1 - 1

Áðü ôïõò Ïñéóìïýò 11.2.1 - 2 êáé 11.2.1 - 3 ðñïêýðôïõí ôá åîÞò:

i) ç F′ (t0), åöüóïí õðÜñ÷åé, åßíáé äéÜíõóìá, åíþ

ii) ç F′ (t) åßíáé äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç.

Ïñéóìüò 11.2.1 - 4. ¸óôù üôé ôçò óõíÜñôçóçò F | (a; b) õðÜñ÷åé ç F′(t)

ãéá êÜèå t ∈ (a; b). Ôüôå èá ëÝãåôáé üôé õðÜñ÷åé ç 2çò ôÜîçò ðáñÜãùãïò ôçò

F óôï (a; b) ôüôå êáé ìüíïí, üôáí õðÜñ÷åé ç ðáñÜãùãïò ôçò F′ (t) ãéá êÜèå

t ∈ (a; b).

Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ óõìâïëéêÜ ãñÜöåôáé

F′′(t) = F(2)(t) =
d

dt

(
dF(t)

dt

)
=

d 2F(t)

dt2
= D2F(t) (11.2.1 - 7)

üðïõ üìïéá ôï D2 = d 2

dt2
óõìâïëßæåé ôïí ôåëåóôÞ ôçò 2çò ôÜîçò ðáñáãþãïõ

ôçò F ìå ìåôáâëçôÞ t.

ÁíÜëïãá ïñßæïíôáé ïé ðáñÜãùãïé:

3çò ôÜîçò:

F′′′(t) = F(3)(t) =
d

dt

(
d 2F(t)

dt2

)
=

d 3F(t)

dt3
= D3F(t) (11.2.1 - 8)

üðïõ ôï D3 = d 3

dt3
óõìâïëßæåé ôïí ôåëåóôÞ ôçò 3çò ôÜîçò ðáñáãþãïõ, êáé

ãåíéêÜ ç
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� - ôÜîçò:

F(�)(t) =
d

dt

(
d �−1F(t)

dt�−1

)
=

d �F(t)

dt�
= D�F(t) (11.2.1 - 9)

üðïõ üìïéá ï ôåëåóôÞò D� = d �

dt�
óõìâïëßæåé ôçí �-ôÜîçò ðáñÜãùãï ìéáò

óõíÜñôçóçò ìå ìåôáâëçôÞ t.

ÅéäéêÜ ïñßæåôáé üôé

F(0)(t) = F(t): (11.2.1 - 10)

Áí ôþñá Oxy, áíôßóôïé÷á Oxyz åßíáé Ýíá ïñèïãþíéï óýóôçìá áîüíùí,

ôüôå ãéá êÜèå t ∈ (a; b) óýìöùíá ìå ôçí (11:1:1− 6) åßíáé

F(t) = f1(t) i+ f2(t) j; áíôßóôïé÷á

F(t) = f1(t) i+ f2(t) j+ f3(t)k: (11.2.1 - 11)

Áðïäåéêíýåôáé üôé:

Ðñüôáóç 11.2.1 - 1. Ç F èá Ý÷åé 1çò ôÜîçò ðáñÜãùãï óôï (a; b) ôüôå êáé

ìüíï, üôáí õðÜñ÷ïõí óôï (a; b) ïé 1çò ôÜîçò ðáñÜãùãïé ôùí óõíáñôÞóåùí

f1(t), f2(t) êáé f3(t).

Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ éó÷ýåé

F′(t) = f ′
1(t) i+ f ′

2(t) j; áíôßóôïé÷á

F′(t) = f ′
1(t) i+ f ′

2(t) j+ f ′
3(t)k (11.2.1 - 12)

ãéá êÜèå t ∈ (a; b).

11.2.2 Êáíüíåò ðáñáãþãéóçò

¸óôù ïé äéáíõóìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò F, G êáé W ìå êïéíü ðåäßï ïñéóìïý D

êáé ðáñáãùãßóéìåò óôï (a; b). Ôüôå, áí ö åßíáé ìßá ðñáãìáôéêÞ óõíÜñôçóç ìå

ðåäßï ïñéóìïý üìïéá ôï (a; b), áðïäåéêíýåôáé üôé éó÷ýïõí ïé ðáñáêÜôù êáíüíåò

ðáñáãþãéóçò:



16 ÐáñÜãùãïò äéáíõóìáôéêÞò óõíÜñôçóçò Êáè. Á. ÌðñÜôóïò

i) Áí F = c óôáèåñÜ, ôüôå F′ = 0

ii) (F+G)′ = F′ +G′

iii) (kF)′ = kF′ üôáí k óôáèåñÜ

iv) (F ·G)′ = F′ ·G+ F ·G′

v) (F×G)′ = F′ ×G+ F×G′

vi) (öF)′ = ö′F+ öF′ üôáí ö âáèìùôÞ óõíÜñôçóç

vii) (F ·G×W)′ = F ·G×W′ + F ·G′ ×W + F′ ·G×W

viii) [F× (G×W)]′ = F× (G×W′) + F× (G′ ×W) + F′ × (G×W).

Ïé éäéüôçôåò (ii)-(iv) ãåíéêåýïíôáé ãéá �-ôï ðëÞèïò óõíáñôÞóåéò.

ÐáñÜäåéãìá 11.2.2 - 1

¸óôù ç äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç

F(t) = cos t i+ sin2 t j+ tk:

Ôüôå óýìöùíá ìå ôçí Ðñüôáóç 11.2.1 - 1 êáé ôïõò ãíùóôïýò ôýðïõò ðáñáãþãéóçò

óýíèåôùí óõíáñôÞóåùí åßíáé

F′(t) = (cos t)′ i+
(
sin2 t

)′
j+ t′ k = − sin t i+

sin 2t︷ ︸︸ ︷
2 sin t cos t j+ k;

F′′(t) = −(sin t)′ i+ (sin 2t)′ j+ 0k = − cos t i+ 2 cos 2t j; ê.ëð.

ÐáñÜäåéãìá 11.2.2 - 2

¼ìïéá, Ýóôù ïé äéáíõóìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò

F(t) = t i+ 2 j êáé G(t) = t3 i+ t j:

Ôüôå óýìöùíá ìå ôïí êáíüíá ðáñáãþãéóçò (iv) åßíáé

(F ·G)′ = F′ ·G+ F ·G′

= (i+ 0 · j) ·
(
t3 i+ t j

)
+ (t i+ 2 j) ·

(
3 t2 i+ j

)
=

(
1 · t3 + 0 · t

)
+
(
t · 3 t2 + 2 · 1

)
= 4 t3 + 2:
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ÁóêÞóåéò

1. Ôùí ðáñáêÜôù äéáíõóìáôéêþí óõíáñôÞóåùí íá õðïëïãéóôïýí ïé 1çò êáé

ïé 2çò ôÜîçò ðáñÜãùãïé

i) cos ti+ 2 sin tj iv) e−t (cos ti+ sin tj)

ii) ti− t2j v) ln
(
1 + t2

)
i+ sin t3j+ tk

iii) e−3ti− cos 2tj vi) tan t2i+ e−t2j+ k.

2. Äåßîôå üôé ç äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç

F(t) = âeët + áe−ët;

üôáí á, â óôáèåñÜ äéáíýóìáôá, åðáëçèåýåé ôç äéáöïñéêÞ åîßóùóç

F′′(t)− ë2F(t) = 0:

3. Áí

F(t) = t2 i− cos 2t j+ sin 2tk êáé G(t) = t i+ sin 2t j− cos 2tk;

íá õðïëïãéóôïýí ïé ðáñÜãùãïé

(F ·G)′ ; (F×G)′′ êáé (F · F)′ :

4

4Áðáãïñåýåôáé ç áíáäçìïóßåõóç Þ áíáðáñáãùãÞ ôïõ ðáñüíôïò óôï óýíïëü ôïõ Þ

ôìçìÜôùí ôïõ ÷ùñßò ôç ãñáðôÞ Üäåéá ôïõ Êáè. Á. ÌðñÜôóïõ.

E-mail: bratsos@teiath.gr URL: http://users.teiath.gr/bratsos/
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• http://eom.springer.de/
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Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα 

Τεχνολογικό Εκπαιδευτικό Ίδρυμα Αθήνας 

Τέλος Ενότητας 
 
 
 

Χρηματοδότηση 
 

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του εκπαιδευτικού 
έργου του διδάσκοντα. 

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο ΤΕΙ Αθήνας» έχει χρηματοδοτήσει 
μόνο τη αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.  

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράμματος «Εκπαίδευση 
και Δια Βίου Μάθηση» και συγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση 
(Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόρους. 
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Σημειώματα 

Σημείωμα Αναφοράς 

Copyright ΤΕΙ Αθήνας, Αθανάσιος Μπράτσος, 2014. Αθανάσιος Μπράτσος. «Ανώτερα 

Μαθηματικά Ι. Ενότητα 11: Διανυσματική Συνάρτηση». Έκδοση: 1.0. Αθήνα 2014. Διαθέσιμο 

από τη δικτυακή διεύθυνση: ocp.teiath.gr. 

 

Σημείωμα Αδειοδότησης 

Το παρόν υλικό διατίθεται με τους όρους της άδειας χρήσης Creative Commons Αναφορά, 

Μη Εμπορική Χρήση Παρόμοια Διανομή 4.0 [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση.   

Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. φωτογραφίες, διαγράμματα κ.λ.π.,  τα οποία 

εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται μαζί με τους όρους χρήσης τους στο 

«Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων». 

 

[1] http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/  

Ως Μη Εμπορική ορίζεται η χρήση: 

 που δεν περιλαμβάνει άμεσο ή έμμεσο οικονομικό όφελος από την χρήση του 

έργου, για το διανομέα του έργου και αδειοδόχο 

 που δεν περιλαμβάνει οικονομική συναλλαγή ως προϋπόθεση για τη χρήση ή 

πρόσβαση στο έργο 

 που δεν προσπορίζει στο διανομέα του έργου και αδειοδόχο έμμεσο οικονομικό 

όφελος (π.χ. διαφημίσεις) από την προβολή του έργου σε διαδικτυακό τόπο 

Ο δικαιούχος μπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να χρησιμοποιεί το έργο 

για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 

Διατήρηση Σημειωμάτων 

 Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 

συμπεριλαμβάνει: 

 Το Σημείωμα Αναφοράς 

 Το Σημείωμα Αδειοδότησης 

 Τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων  

 Το Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) μαζί με τους 

συνοδευόμενους υπερσυνδέσμους. 

 

https://ocp.teiath.gr/
file:///C:/Users/pantelis/Downloads/[1] http:/creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/

	11_mpros
	11_Διανυσματική_συνάρτηση
	11_pisw

