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ÌÜèçìá 4ÄÉÁÖÏÑÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓÁðü �çí ¢ëãåâñá åßíáé ãíùó�Þ ç Ýííïéá �çò áëãåâñéêÞò åîßóùóçò Þ êáé �ïõóõó�Þìá�ïò �ùí áëãåâñéêþí åîéóþóåùí. Ó�éò åîéóþóåéò Þ êáé �á óõó�Þìá�ááõ�Ü ïé Üãíùó�ïé, Ýó�ù x; y ê.ëð. õðïëïãßæïí�áé �ü�å ó�ï óýíïëï �ùíðñáãìá�éêþí Þ ãåíéêü�åñá �ùí ìéãáäéêþí áñéèìþí.ÕðÜñ÷ïõí üìùò ðñïâëÞìá�á êáèáñÜ ìáèçìá�éêÜ, áëëÜ êáé ãåíéêü�åñá �ùíåöáñìïóìÝíùí åðéó�çìþí, ðïõ ïäçãïýí óå åîéóþóåéò, üðïõ ïé ðáñïõóéáæüìåíåòÜãíùó�åò óõíáñ�Þóåéò �çò ìéáò Þ ðåñéóóï�Ýñùí ìå�áâëç�þí, åìöáíßæïí�áé ìå�éò ðáñáãþãïõò �ïõò äéáöüñùí �Üîåùí. Ïé åîéóþóåéò áõ�Ýò ëÝãïí�áé �ü�åäéáöïñéêÝò åîéóþóåéò. Ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ðïõ ïé Üãíùó�åò óõíáñ�Þóåéòåîáñ�þí�áé áðü ìßá ìå�áâëç�Þ, ëÝãïí�áé óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò(ODE's), åíþ åêåßíåò ðïõ åîáñ�þí�áé áðü ðåñéóóü�åñåò �çò ìéáò ìå�áâëç�Ýò,ëÝãïí�áé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò (PDE's). ÅðïìÝíùò- ç y′ + xy + sin 2x = 0, üðïõ ç Üãíùó�ç óõíÜñ�çóç y = y(x) åîáñ�Ü�áéáðü ìéá ìå�áâëç�Þ �çí x êáé åìöáíßæå�áé ìå �çí ðñþ�ç ðáñÜãùãü �çòåßíáé ìßá óõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþ�çò �Üîçò,- ç x2y′′′ + xy′ + (x2 − y2) y + ex = 0, üðïõ y = y(x), åßíáé üìïéá ìßáóõíÞèçò äéáöïñéêÞ åîßóùóç �ñß�çò �Üîçò, åíþ- ç utt − 2uxx = 0, üðïõ ç Üãíùó�ç óõíÜñ�çóç u = u(x; t) åîáñ�Ü�áéáðü �éò ìå�áâëç�Ýò x êáé t, åßíáé ìßá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ìåñéêÝòðáñáãþãïõò äåý�åñçò �Üîçò ùò ðñïò x êáé t.1



2 ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòÓ�ï ìÜèçìá áõ�ü èá åîå�áó�ïýí ìüíïí ïé óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéòêáé áðü �çí êá�çãïñßá áõ�Þ ìüíïí áõ�Ýò ðïõ Ý÷ïõí Üìåóï åíäéáöÝñïí ó�éò�å÷íïëïãéêÝò åöáñìïãÝò1.4.1 Ïñéóìïß êáé ó÷å�éêÜ èåùñÞìá�áÏñéóìüò 4.1 - 1. Ç ãåíéêÞ ìïñöÞ ìéáò äéáöïñéêÞò åîßóùóçò �- �Üîçò åßíáéF (x; y; y′; : : : ; y (�)) = 0; (4.1 - 1)üðïõ y = y(x) | (a; b) ⊆ ℜ ìßá Üãíùó�ç ðñïóäéïñéó�Ýá óõíÜñ�çóç êáé çy(k)(x) | (a; b) ãéá êÜèå k = 1; 2 ; : : : ; � óõìâïëßæåé �çí k-�Üîçò ðáñÜãùãï�çò y.Áí õðÜñ÷åé óõíÜñ�çóç y(x), ðïõ íá åðáëçèåýåé �çí (4:1 − 1), �ü�å áõ�Þ èáëÝãå�áé ãåíéêÞ ëýóç Þ êáé ïëïêëçñù�éêÞ êáìðýëç �çò (4:1− 1).Áðïäåéêíýå�áé ü�é ç ãåíéêÞ ëýóç �çò (4:1− 1) Ý÷åé ãåíéêÜ �ç ìïñöÞy(x) = ö (x; y; 1; 2; : : : ; �) (4.1 - 2)üðïõ 1, 2, : : :, � áõèáßñå�åò ó�áèåñÝò, äçëáäÞ ç ãåíéêÞ ëýóç �çò äéáöïñéêÞòåîßóùóçò (4:1 − 1) ðåñéÝ÷åé �üóåò áõèáßñå�åò ó�áèåñÝò üóåò êáé ç �Üîç �çò.Ó�ç ãåíéêÞ ëýóç (4:1−2) ïé � �ï ðëÞèïò ó�áèåñÝò 1, 2, : : :, � ðñïóäéïñßæïí�áé,ü�áí äïèïýí ó�ï x0 ∈ (a; b) ïé ðáñáêÜ�ù � - áñ÷éêÝò óõíèÞêåòy(x0) = y0; y′(x0) = y0′; : : : ; y(�−1)(x0) = y0(�−1): (4.1 - 3)Ôü�å, åðåéäÞ y(x) = ö (x; y; 1; 2; : : : ; �), áðü �çí (4:1− 2) ðáñáãùãßæïí�áò�çí y(x) ó�ï óçìåßï x0 äéáäï÷éêÜ ìÝ÷ñé êáé �çí � − 1 �Üîç êáé ëáìâÜíïí�áòõð' üøéí �éò óõíèÞêåò (4:1 − 3) ðñïêýð�åé �ï óýó�çìáy0 = ö (x0; 1; 2; : : : ; �)y′0 = öx′ (x0; 1; 2; : : : ; �): : :y(�−1)
0 = öx(�−1) (x0; 1; 2; : : : ; �) : (4.1 - 4)1Ï áíáãíþó�çò ãéá åê�åíÝó�åñç ìåëÝ�ç ðáñáðÝìðå�áé ó�ç âéâëéïãñáößá êáé ó�ï âéâëßïÁ. ÌðñÜ�óïò [2℄ Êåö. 12.



Ïñéóìïß êáé ó÷å�éêÜ èåùñÞìá�á 3Ôï óýó�çìá (4:1−4) Ý÷åé � �ï ðëÞèïò åîéóþóåéò ìå � áãíþó�ïõò �éò ó�áèåñÝò1; 2; : : : ; � . Ç áí�éêá�Üó�áóç �ùí �éìþí �ùí ó�áèåñþí ðïõ ðñïóäéïñßæïí�áéáðü �ç ëýóç �ïõ óõó�Þìá�ïò (4:1− 4) ó�çí y(x) ïñßæåé �ü�å �ç ìåñéêÞ ëýóç�çò (4:1− 1).Ïñéóìüò 4.1 - 2 (ðñüâëçìá áñ÷éêÞò �éìÞò). Ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç (4:1−
1) ìå �éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò (4:1 − 3), äçëáäÞ çy(�) = f (x; y; y′; : : : ; y(�−1)

) ìå �éòy(i) (x0) = y(i)0 ãéá êÜèå i = 0; 1; : : : ; � − 1; (4.1 - 5)ïñßæåé Ýíá ðñüâëçìá áñ÷éêÞò �éìÞò (initial value problem Þ IVP) � - �Üîçò.�áñÜäåéãìá 4.1 - 1¸ó�ù äéáöïñéêÞ åîßóùóçòy′′ + y′ − 2y = 0 üðïõ y = y(x):Ëüãù �çò ýðáñîçò �çò y′′(x) ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç åßíáé �Üîçò � = 2, ïðü�åç ãåíéêÞ �çò ëýóç óýìöùíá ìå �çí (4:1 − 2) èá åßíáé �çò ìïñöÞò y(x) =ö (x; y; 1; 2), ü�áí 1; 2 áõèáßñå�åò ó�áèåñÝò. Áðïäåéêíýå�áé ü�é ç ãåíéêÞ�çò ëýóç åßíáé y(x) = 1ex + 2e−2x:¸ó�ù �þñá ü�é æç�åß�áé ç ìåñéêÞ ëýóç, ðïõ éêáíïðïéåß �éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò:i) y(0) = 1, y′(0) = −2, áí�ßó�ïé÷áii) y(0) = 2, y′(0) = 3.Ëýóç. Óýìöùíá êáé ìå �çí (4:1 − 3) Ý÷ïõìåy(x) = 1ex + 2e−2x ïðü�å y′(x) = 1ex − 22e−2x:ÅðåéäÞ ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò äßíïí�áé ó�ï óçìåßï x0 =

0, èÝ�ïí�áò x = 0 ó�éò y(x) êáé y′(x) ðñïêýð�åé óýìöùíá ìå �éò áñ÷éêÝòóõíèÞêåò (i) êáé (ii) �ï óýó�çìá:



4 ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò
-1.0 -0.5 0.5 1.0

x

2

4

6

fHxL

Ó÷Þìá 4.1 - 1: �áñÜäåéãìá 4.1 - 1: �ï äéÜãñáììá �çò ìåñéêÞò ëýóçò y(x),ü�áí x ∈ [−1; 1] ó�çí ðåñßð�ùóç (i) ìðëå êáé (ii) êüêêéíç êáìðýëçi) 1 + 2 = 11 − 22 = −2; ïðü�å 1 = 0 êáé 2 = 1;äçëáäÞ ç ìåñéêÞ ëýóç åßíáé ç y = e−2x (Ó÷. 4.1 - 1) - ìðëå êáìðýëçêáé áí�ßó�ïé÷áii) 1 + 2 = 211 − 22 = 3; ïðü�å 1 = 7
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3 e−2x (Ó÷. 4.1 - 1) - êüêêéíç êáìðýëç.Éäéáß�åñï åíäéáöÝñïí ó�éò åöáñìïãÝò ðáñïõóéÜæåé ìéá åéäéêÞ êá�çãïñßáäéáöïñéêþí åîéóþóåùí, ðïõ åßíáé ãíùó�Þ óáí ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò.Ïé åîéóþóåéò áõ�Ýò ïñßæïí�áé ó�ç óõíÝ÷åéá.Ïñéóìüò 4.1 - 3 (ìç ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ). Ìßá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðïõãñÜöå�áé ó�ç ìïñöÞy(�) + f�−1(x)y(�−1) + : : :+ f1(x)y′ + f0(x)y = r(x) (4.1 - 6)üðïõ ç r(x) êáé ïé óõí�åëåó�Ýò f0(x), f1(x), : : :, f�−1(x) åßíáé ãíùó�Ýòóõíáñ�Þóåéò ïñéóìÝíåò êáé óõíå÷åßò ãéá êÜèå x ∈ (a; b), ëÝãå�áé ìç ïìïãåíÞòãñáììéêÞ (nonhomogeneous linear) äéáöïñéêÞ åîßóùóç � -�Üîçò.



Ïñéóìïß êáé ó÷å�éêÜ èåùñÞìá�á 5Ó�éò åöáñìïãÝò ç óõíÜñ�çóç r(x) ïñßæåé �ü�å �çí åßóïäï (soure term).Ïñéóìüò 4.1 - 4 (ìç ãñáììéêÞ). ËÝãå�áé ìç ãñáììéêÞ (nonlinear) äéáöïñéêÞåîßóùóç, êÜèå äéáöïñéêÞ åîßóùóç, ðïõ äåí åßíáé äõíá�üí íá ãñáöåß ó�ç ìïñöÞ
(4:1− 6).Ïñéóìüò 4.1 - 5 (ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ). Ïñßæå�áé óáí ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ(homogeneous linear) äéáöïñéêÞ åîßóùóç � - �Üîçò, êÜèå äéáöïñéêÞ åîßóùóç�çò ìïñöÞò (4:1 − 6) ìå r(x) = 0, äçëáäÞ çy(�) + f�−1(x)y(�−1) + : : :+ f1(x)y′ + f0(x)y = 0: (4.1 - 7)Áðïäåéêíýå�áé �ï ðáñáêÜ�ù óçìáí�éêü èåþñçìá.Èåþñçìá 4.1 - 1 Áí yh åßíáé ç ëýóç �çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîßóùóçò
(4:1 − 7) êáé yp ìßá ìåñéêÞ (partiular) ëýóç �çò ìç ïìïãåíïýò (4:1 − 6),�ü�å ç ãåíéêÞ ëýóç �çò (4:1− 6) åßíáéy = yh + yp: (4.1 - 8)Óçìåßùóç 4.1 - 1Ç ìåñéêÞ ëýóç yp, óå áí�ßèåóç ìå �ç ëýóç yh �çò ïìïãåíïýò, äåí ðåñéÝ÷åéó�áèåñÝò.Ïñéóìüò 4.1 - 6. Ïñßæå�áé óáí ìç ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç�-�Üîçò ìå ó�áèåñïýò óõí�åëåó�Ýò, êÜèå åîßóùóç �çò ìïñöÞò (4:1− 6) üðïõïé óõíáñ�Þóåéò fk(x) åßíáé ó�áèåñÝò ãéá êÜèå k = 0; 1; : : : ; � − 1, äçëáäÞ çy(�) + a�−1y(�−1) + : : :+ a1y′ + a0y = r(x); (4.1 - 9)ü�áí ak ó�áèåñÝò ãéá êÜèå k = 0; 1; : : : ; � − 1.



6 ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòÏñéóìüò 4.1 - 7. Ïñßæå�áé óáí ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç �-�Üîçò ìå ó�áèåñïýò óõí�åëåó�Ýò, êÜèå åîßóùóç �çò ìïñöÞò (4:1 − 9) üðïõr(x) = 0, äçëáäÞ çy(�) + a�−1y(�−1) + : : :+ a1y′ + a0y = 0; (4.1 - 10)ü�áí ak ó�áèåñÝò ãéá êÜèå k = 0; 1; : : : ; � − 1.Ó�çí ðåñßð�ùóç �çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîßóùóçò (4:1−10) ç ëýóç �çòðñïóäéïñßæå�áé èÝ�ïí�áò y = eëx ìå ë ó�áèåñÜ: (4.1 - 11)Ôü�å y′(x) = ë eëx, y′′(x) = ë2 eëx, : : :, y (�)(x) = ë� eëx, ïðü�å, åðåéäÞðñïöáíþò eëx 6= 0 ãéá êÜèå x ∈ ℜ, áí�éêáèéó�þí�áò ó�çí (4:1−10) ðñïêýð�åé�åëéêÜ ü�é ë� + a�−1ë�−1 + : : :+ a1ë+ a0 = 0: (4.1 - 12)Ç (4:1 − 12) åßíáé ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç (harateristi Þ auxiliaryequation) �çò (4:1 − 10) êáé áðü �ç ëýóç �çò ðñïêýð�ïõí ïé � - �ï ðëÞèïòñßæåò ë1, ë2, : : :, ë� , ðïõ ïñßæïõí �éò �éìÝò �ïõ ë ó�çí (4:1 − 11). ÅðïìÝíùòç ãåíéêÞ ëýóç �çò (4:1 − 10), óýìöùíá ìå �çí (4:1 − 2), ü�áí ïé ñßæåò åßíáéáðëÝò, áðïäåéêíýå�áé ü�é åßíáé �çò ìïñöÞòyh(x) = 1 eë1x + 2 eë2x + : : :+ � eë�x; (4.1 - 13)åíþ ü�áí ìéá ñßæá, Ýó�ù ç ë, Ý÷åé ðïëëáðëü�ç�á � ìå ñ ≤ �, �ü�åyh(x) = (1 + : : :+ �) eëx + �+1 eë�+1x + : : :+ � eë�x: (4.1 - 14)ÅöáñìïãÝò �çò ðáñáðÜíù èåùñßáò ó�éò ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò
1çò êáé 2çò �Üîçò èá äïèïýí ó�éò åðüìåíåò ðáñáãñÜöïõò.4.2 ÄéáöïñéêÝò åîéóþóåéò 1çò �ÜîçòÏñéóìüò 4.2 - 1. Ç ãåíéêÞ ìïñöÞ ìéáò äéáöïñéêÞò åîßóùóçò 1çò �Üîçò åßíáéF (x; y; y′) = 0 (4.2 - 1)üðïõ ç Üãíùó�ç óõíÜñ�çóç y = y(x) ïñßæå�áé óå Ýíá äéÜó�çìá �çò ìïñöÞò
(a; b) ⊆ ℜ êáé õðÜñ÷åé ç y′(x) ãéá êÜèå x ∈ (a; b).



ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò 1çò �Üîçò 7Ôü�å ç ëýóç y(x), åöüóïí åßíáé äõíá�üí íá ðñïóäéïñéó�åß, èá ïñßæåé �ç ëýóç�çò (4:2− 1).Ïñéóìüò 4.2 - 2. Ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç 1çò �Üîçò �çò ìïñöÞò (4:2 − 1)èá ëÝãå�áé ü�é ãñÜöå�áé óå ëõìÝíç (expliit) ìïñöÞ, ü�áíy′ = f(x; y): (4.2 - 2)Óå êÜèå Üëëç ðåñßð�ùóç ç (4:2 − 1) èá ëÝãå�áé ü�é ïñßæå�áé ìå ðåðëåãìÝíç(impliit) ìïñöÞ.Óáí åéäéêÞ ðåñßð�ùóç �ïõ Ïñéóìïý 4.1 - 2 äßíå�áé ï ðáñáêÜ�ù ïñéóìüò.Ïñéóìüò 4.2 - 3. Ìßá ëõìÝíç äéáöïñéêÞ åîßóùóç 1çò �Üîçò, ðïõ åðáëçèåýåéìßá áñ÷éêÞ �éìÞ, äçëáäÞ çy′ = f(x; y) ìå y0 = y (x0) (4.2 - 3)èá ëÝãå�áé ü�é ïñßæåé Ýíá ðñüâëçìá áñ÷éêÞò �éìÞò (initial value problem)
1çò �Üîçò.Åîå�Üæå�áé ó�ç óõíÝ÷åéá ìéá åéäéêÞ êá�çãïñßá �ùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí
1çò �Üîçò, ðïõ åßíáé áðáñáß�ç�ç ãéá �á åðüìåíá.ÄéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ÷ùñéæüìåíåò ìå�áâëç�ÝòÏñéóìüò 4.2 - 4. ÊÜèå äéáöïñéêÞ åîßóùóç �çò ìïñöÞòg(y) y′ = f(x) ìå x ∈ (a; b) ⊆ ℜ êáé y = y(x) ∈ (ã; ä) ⊆ ℜ (4.2 - 4)ëÝãå�áé ü�é ïñßæåé ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ÷ùñéæüìåíåò ìå�áâëç�Ýò.ÅðåéäÞ åßíáé Þäç ãíùó�ü áðü �ïí ïñéóìü �çò ðáñáãþãïõ óõíÜñ�çóçò ü�éy′ = y′(x) = dy(x)=dx êáé �ïõ äéáöïñéêïý ü�é dy(x) = y′(x) dx, �ï êëÜóìády(x)=dx åßíáé äõíá�üí íá èåùñçèåß óáí ðçëßêï �ùí äéáöïñéêþí dy(x) êáé dx.ÅðïìÝíùò óýìöùíá êáé ìå �çí ðáñáðÜíù ðáñá�Þñçóç, ç (4:2 − 4) ãñÜöå�áé



8 ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòg(y)dy = f(x)dx, ïðü�å ïëïêëçñþíïí�áò êáé �á äýï ìÝëç �çò ðñïêýð�åé�åëéêÜ ü�é ∫ g(y)dy =

∫ f(x)dx+  (4.2 - 5)üðïõ  áõèáßñå�ç ó�áèåñÜ. Áí õðï�åèåß ü�é ïé óõíáñ�Þóåéò f êáé g åßíáéóõíå÷åßò, �ü�å �á ïëïêëçñþìá�á �çò (4:2 − 5) õðÜñ÷ïõí, ïðü�å áðü �ïíõðïëïãéóìü �ïõò ðñïêýð�åé ç ãåíéêÞ ëýóç �çò (4:2− 4).�áñá�Þñçóåéò 4.2 - 1Áðü �çí (4:2 − 5) ðñïêýð�ïõí �á åîÞò:i) åðåéäÞ ó�ç ó�áèåñÜ  óõìðåñéëáìâÜíïí�áé êáé ïé ó�áèåñÝò ðïõ ðñïêýð�ïõíáðü �çí ïëïêëÞñùóç �ïõ áñéó�åñïý êáé �ïõ äåîéïý ìÝëïõò, äåí áðáé�åß�áéó�ïí (4:2 − 5) ç ðñüóèåóç Üëëùí ó�áèåñþí.ii) Ìå�Ü �ïí õðïëïãéóìü �ùí ïëïêëçñùìÜ�ùí, ðñÝðåé ç (4:2− 5) íá ëõèåßùò ðñïò y. Áí áõ�ü äåí åßíáé äõíá�üí, �ü�å ëÝãå�áé ü�é ç ëýóç �çò
(4:2 − 4) äßíå�áé ìå ðåðëåãìÝíç ìïñöÞ.iii) Áí êÜðïéï áðü �á ïëïêëçñþìá�á ó�çí (4:2− 5) äåí õðïëïãßæå�áé, �ü�åáíáæç�ïýí�áé ðñïóåããéó�éêÝò ëýóåéò2 �çò (4:2− 5).iv) ¸ó�ù ü�é ãéá �çí áíáãùãÞ �çò (4:2−4) ó�ç ìïñöÞ (4:2−5) áðáé�åß�áéç äéáßñåóç ìå �ï y, ïðü�å ðñÝðåé íá õðï�åèåß y 6= 0. Ôü�å, áí ó�ç ãåíéêÞëýóç ç �éìÞ y = 0 äåí óõìðåñéëáìâÜíå�áé, èá ëÝãå�áé ü�é ç y = 0 åßíáéìéá éäéÜæïõóá Þ ðñïöáíÞò ëýóç (trivial solution) �çò (4:2− 4).�áñÜäåéãìá 4.2 - 1¸ó�ù ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç y y′ + 4x = 0 (1)ðïõ äéáäï÷éêÜ ãñÜöå�áéy dydx + 4x = 0 Þ y dy = −4x dx;2ÂëÝðå âéâëéïãñáößá: ðñïóåããéó�éêÞ ëýóç óõíÞèùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí êáé âéâëßïÁ. ÌðñÜ�óïò [1℄ Êåö. 10.



ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò 1çò �Üîçò 9ïðü�å ïëïêëçñþíïí�áò y2
2 = −4 x2

2 + , ü�áí  ìéá áõèáßñå�ç ó�áèåñÜ. ¢ñáÝ÷ïõìå �çí ðáñáêÜ�ù ãåíéêÞ ëýóç �çò (1)x2 + y2
4

= : (2)Ç (2) ãéá �éò äéÜöïñåò �éìÝò �çò ó�áèåñÜò  ðáñéó�Üíåé ìßá ïéêïãÝíåéá åëëåßøåùí.�áñÜäåéãìá 4.2 - 2Íá ëõèåß �ï ðñüâëçìá áñ÷éêÞò �éìÞò
(x2 + 1

) y′ − y2 = 0 üðïõ y0 = y(0) = 1: (3)Óçìåßùóç 4.2 - 1¼�áí õðÜñ÷ïõí �éìÝò �çò ìå�áâëç�Þò ðïõ ìçäåíßæïõí �ï óõí�åëåó�Þ �çò y',ïðü�å ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ãßíå�áé ìéá åîßóùóç ìå Üãíùó�ï �ï y, �ü�å ïé�éìÝò áõ�Ýò åîå�Üæïí�áé ÷ùñéó�Ü.Ëýóç. Åßíáé 1 + x2 6= 0 ãéá êÜèå x ∈ ℜ. ÕðïèÝ�ïí�áò ü�é y 6= 0 ç (3)ãñÜöå�áédyy2 =
dx

1 + x2 ; ïðü�å ïëïêëçñþíïí�áò − 1y = tan−1 x+ ;ü�áí  áõèáßñå�ç ó�áèåñÜ. ÅðïìÝíùò ç ãåíéêÞ ëýóç �çò (3) åßíáéy = − 1

tan−1 x+  : (4)Óýìöùíá ìå �éò �áñá�çñÞóåéò 4.2 - 1 (iv), åðåéäÞ ãéá �çí åýñåóç �çò ãåíéêÞòëýóçò Ý÷åé õðï�åèåß y 6= 0, åîå�Üæå�áé áí ç y = 0 óõìðåñéëáìâÜíå�áé ó�çãåíéêÞ ëýóç (4). ÅðåéäÞ áõ�ü äåí óõìâáßíåé, ç y = 0 åßíáé ìéá éäéÜæïõóá ëýóç�çò (3).Õðïëïãéóìüò ìåñéêÞò ëýóçò . Óýìöùíá ìå �çí (3) ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç åßíáéy(0) = 1. Ôü�å áðü �çí (4) Ý÷ïõìå
1 = − 1

tan−1 0
︸ ︷︷ ︸

0

+ ; äçëáäÞ  = −1:
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Ó÷Þìá 4.2 - 1: �áñÜäåéãìá 4.2 - 2: �ï äéÜãñáììá �çò ìåñéêÞò ëýóçò y(x),ü�áí x ∈ [−2; 5]¢ñá ç ìåñéêÞ ëýóç �çò (3) åßíáé (Ó÷. 4.2 - 1)y =
1

1− tan−1 x (5)ìå 1− tan−1 x 6= 0, äçëáäÞ x 6≈ 1:5574 - êÜèå�ç áóýìð�ù�ç ó�ï Ó÷. 4.2 - 1.Ç åýñåóç �çò ãåíéêÞò ëýóçò �ïõ �áñáäåßãìá�ïò 4.2 - 2 ìå �ï MATHE-MATICA ãßíå�áé ìå �çí åí�ïëÞ:DSolve[(x^2+1)y'[x℄-(y[x℄)^2==0,y[x℄,x℄åíþ �çò ìåñéêÞò ëýóçò êáé �ïõ Ó÷. 4.2 - 1 ìå �éò åí�ïëÝò:DSolve[{(x^2+1)y'[x℄-(y[x℄)^2==0,y[0℄==1},y[x℄,x℄Plot[1/(1-ArTan[x℄), {x,-2,5},PlotStyle -> Thik,ColorFuntion -> Funtion[Blue℄, AxesLabel -> {x, "y(x)"},BaseStyle -> {FontFamily -> "Arial", FontSize -> 14}℄�áñá�Þñçóç 4.2 - 1�ïëëÝò öïñÝò ãéá íá áðëïõó�åýóïõìå �çí Ýêöñáóç �çò ãåíéêÞò ëýóçò ìéáòäéáöïñéêÞò åîßóùóçò 1çò �Üîçò, ç áõèáßñå�ç ó�áèåñÜ  áí�éêáèßó�á�áé áðü �çíåðßóçò áõèáßñå�ç ó�áèåñÜ ln  ìå  > 0. Ç áí�éêá�Üó�áóç áõ�Þ äåí ðåñéïñßæåé�ç ãåíéêü�ç�á �çò ëýóçò, åðåéäÞ ln  ∈ ℜ.



ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò 1çò �Üîçò 11�áñÜäåéãìá 4.2 - 3Íá ëõèåß ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç
(1− cos x)y′ = y sin x: (6)Ëýóç. Óýìöùíá êáé ìå �çí �áñá�Þñçóç 4.2 - 1 ðñÝðåé 1− cos x 6= 1, äçëáäÞx 6= k� ìå k ∈ Z, äéáöïñå�éêÜ ç (6) åßíáé �áõ�ü�ç�á. ¸ó�ù y 6= 0. Ôü�åäéáäï÷éêÜ Ý÷ïõìådydx =

y sin x
1− cos x Þ dyy =

sin x dx
1− cos x äçëáäÞdyy =

(1− cos x)′ dx
1− cos x :¢ñá ïëïêëçñþíïí�áò ðñïêýð�åé

∫ dyy =

∫
(1− cosx)′ dx

1− cos x + ; äçëáäÞ ln |y| = ln |1− cos x|+ ;ïðü�å óýìöùíá êáé ìå �çí �áñá�Þñçóç 4.2 - 1
ln |y| = ln |1− cos x|+ ln  = ln | (1 − cosx)| ìå  > 0;äçëáäÞ |y| = | (1 − cos x)| Þ éóïäýíáìá y = ±  (1 − cos x) ìå  > 0, ðïõãñÜöå�áé ãåíéêü�åñá êáéy =  (1− cos x) ìå  6= 0:ÅðåéäÞ 2 sin2 x

2 = 1− cos x, ç ãåíéêÞ ëýóç �çò (6) �åëéêÜ ãñÜöå�áéy =  sin2 (x
2

) ; ü�áí  6= 0: (7)Ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò (7) ãéá �éò �éìÝò  = 1; 3 äßíå�áé ó�ï Ó÷. 4.2 - 2.ÅðåéäÞ ãéá �çí åýñåóç �çò ãåíéêÞò ëýóçò (7) Ý÷åé õðï�åèåß y 6= 0 êáé ç�éìÞ y = 0, åöüóïí ó�çí (7) åßíáé  6= 0, äåí óõìðåñéëáìâÜíå�áé ó�ç ãåíéêÞëýóç, ç y = 0 åßíáé ìéá éäéÜæïõóá ëýóç �çò (6).
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Ó÷Þìá 4.2 - 2: �áñÜäåéãìá 4.2 - 3: �ï äéÜãñáììá �çò ìåñéêÞò ëýóçò y(x) = sin2 (x2 ) ìå x ∈ [−2�; 5�], ü�áí  = 1 ìðëå êáé  = 3 êüêêéíç êáìðýëç�áñÜäåéãìá 4.2 - 4¼ìïéá ç x ln x y′ − y = 0; ü�áí y(e) = 1: (8)Ëýóç. Ëüãù �ïõ ðáñÜãïí�á ln x ðñÝðåé x > 0. ¸ó�ù y 6= 0. Ôü�å áðü �çí(8) õðïèÝ�ïí�áò ü�é êáé ln x 6= 0, äçëáäÞ x 6= 1, äéáöïñå�éêÜ ðñÝðåé y = 0,Ü�ïðï, Ý÷ïõìå dyy =
dxx ln x =

d ln x
ln x :Ïëïêëçñþíïí�áò �çí ðáñáðÜíù ó÷Ýóç üìïéá óýìöùíá ìå �çí �áñá�Þñçóç4.2 - 1 êáé �ï �áñÜäåéãìá 4.2 - 3 ðñïêýð�åé

ln |y| = ln | ln x|+ ln  = ln | lnx| ìå  > 0:¢ñá y = ±  ln x, äçëáäÞ ç ãåíéêÞ ëýóç �çò (8) �åëéêÜ ãñÜöå�áéy =  ln x; ü�áí  6= 0 êáé x > 0 ìå x 6= 1: (9)ÅðåéäÞ y(e) = 1, áðü �çí (9) ðñïêýð�åé  = 1, ïðü�å ç ìåñéêÞ ëýóç �çò (8)åßíáé y = lnx. �ñïöáíþò ç �éìÞ y = 0 åßíáé ìéá éäéÜæïõóá ëýóç �çò (8).



ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò 1çò �Üîçò 13ÅöáñìïãÞ 4.2 - 1 (ïñèïãþíéåò �ñï÷éÝò)¸ó�ù ü�é ìßá ïéêïãÝíåéá êáìðýëùí �ïõ åðéðÝäïõ xy åðáëçèåýåé �çí åîßóùóçF (x; y; ) = 0 (4.2 - 6)üðïõ y = y(x) êáé  ìßá ðáñÜìå�ñïò. Æç�åß�áé íá ðñïóäéïñéó�åß ìéá ÜëëçïéêïãÝíåéá êáìðýëùí, Ýó�ù ç G (x; y; ) = 0, ðïõ íá �Ýìíåé êÜèå�á êÜèåêáìðýëç �çò (4:2−6). Ç G ïñßæåé �ü�å �éò ïñèïãþíéåò �ñï÷éÝò �çò (4:2−6).�áñáãùãßæïí�áò �çí (4:2− 6) êáé áðáëåßöïí�áò �çí ðáñÜìå�ñï  ìå�áîý �çò
(4:2 − 6) êáé �çò åîßóùóçò ðïõ ðñïêýð�åé ìå�Ü �çí ðáñáãþãéóÞ �çò, Ý÷ïõìåìßá äéáöïñéêÞ åîßóùóç �çò ìïñöÞòdydx = f(x; y):¢ñá ïé ïñèïãþíéåò �ñï÷éÝò �çò (4:2 − 6) èá åßíáé ïé ëýóåéò �çò äéáöïñéêÞòåîßóùóçò dydx = − 1f(x; y) : (4.2 - 7)�áñÜäåéãìá 4.2 - 5Áí ç ïéêïãÝíåéá êáìðýëùí åßíáé ç x2 + y2 = , �ü�å 2x + yy′ = 0, äçëáäÞy′ = −x=y. ¢ñá ç æç�ïýìåíç ïéêïãÝíåéá êáìðýëùí èá ðñïêýøåé áðü �ç ëýóç�çò äéáöïñéêÞò åîßóùóçò dydx =

yx ;äçëáäÞ åßíáé ç y = kx üðïõ k ó�áèåñÜ. Ç åîßóùóç áõ�Þ ðáñéó�Üíåé åõèåßåò,ðïõ äéÝñ÷ïí�áé áðü �çí áñ÷Þ �ùí áîüíùí.ÁóêÞóåéò1. Íá ëõèïýí ïé ðáñáêÜ�ù äéáöïñéêÝò åîéóþóåéòi) x√1 + y2 + y√1 + x2y′ = 0 iii) xy (1 + x2) y′ = 1 + y2ii) xyy′ − (1 + y2)1=2 = 0 iv) sin x cos y + y′ cos x tan y = 0.2. Íá õðïëïãéó�ïýí ïé ïñèïãþíéåò �ñï÷éÝò �ùí ïéêïãåíåéþí �ùí êáìðýëùíy = e−x êáé x2 − y2 = x.



14 ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò�ñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç 1çò �ÜîçòÓýìöùíá ìå �ïí Ïñéóìü 4.1 - 3 ç ãåíéêÞ ìïñöÞ �çò ìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞòäéáöïñéêÞò åîßóùóçò 1çò �Üîçò åßíáéy′ + f(x)y = r(x) (4.2 - 8)üðïõ y = y(x) êáé f(x), r(x) óõíå÷åßò óõíáñ�Þóåéò ìå r(x) 6= 0 ãéá êÜèåx ∈ (a; b) ⊆ ℜ. Ç áí�ßó�ïé÷ç ïìïãåíÞò �çò (4:2 − 8) óýìöùíá êáé ìå �ïíÏñéóìü 4.1 - 5 åßíáé y′ + f(x)y = 0; ü�áí x ∈ (a; b): (4.2 - 9)Ëýóç ïìïãåíïýòÇ (4:2 − 9), ðïõ åßíáé ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç ìå ÷ùñéæüìåíåò ìå�áâëç�Ýò,õðïèÝ�ïí�áò ü�é y 6= 0 ãñÜöå�áédyy = −f(x)dx; ïðü�å ln |y| = −
∫ f(x) dx + ∗;üðïõ ∗ áõèáßñå�ç ó�áèåñÜ. ¢ñá

|y| = e− ∫ f(x) dx + ∗
= e− ∫ f(x) dx e∗

︸︷︷︸6=0ó�áèåñÜ; äçëáäÞy = ±  e− ∫ f(x) dx;ïðü�å ç ãåíéêÞ ëýóç yh �çò ïìïãåíïýò åîßóùóçò (4:2− 9) èá åßíáéyh(x) =  e−∫ f(x) dx ìå  6= 0 (4.2 - 10)üðïõ ðñïöáíþò åßíáé y > 0, ü�áí  > 0 êáé y < 0, ü�áí  < 0. Ôü�å, åðåéäÞç �éìÞ y = 0 äåí ðåñéëáìâÜíå�áé ó�ç ëýóç (4:2 − 10), èá åßíáé ìéá éäéÜæïõóáëýóç �çò (4:2− 9).



ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò 1çò �Üîçò 15Ëýóç ìç ïìïãåíïýò - ÌÝèïäïò �ïõ Lagrange�éá �ïí ðñïóäéïñéóìü �çò ìåñéêÞò ëýóçò yp(x) �çò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞòåîßóùóçò (4:2− 8), äçëáäÞ �çòy′ + f(x)y = r(x)åöáñìüæå�áé ç ìÝèïäïò �ïõ Lagrange. Óýìöùíá ìå �ç ìÝèïäï áõ�Þ ç ó�áèåñÜ ó�ç ãåíéêÞ ëýóç (4:2− 10) �çò ïìïãåíïýò, äçëáäÞ ó�çíyh(x) =  e− ∫ f(x) dxèåùñåß�áé óáí óõíÜñ�çóç �ïõ x. ¸ó�ù ü�é åßíáé  = k(x), ïðü�å ç ëýóç �çòïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîßóùóçò ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ ãñÜöå�áéyh(x) = y(x) = k(x) e− q(x)
︷ ︸︸ ︷∫ f(x) dx

= k(x) e−q(x):äçëáäÞ y(x) = k(x) e−q(x); ü�áí (4.2 - 11)q(x) =

∫ f(x) dx êáé q ′(x) = f(x):�áñáãùãßæïí�áò êáé �á äýï ìÝëç �çò (4:2 − 11) Ý÷ïõìåy′ = y′(x) = k′(x) e−q(x) + k(x) [−q(x)]′ e−q(x)
= k′(x) e−q(x) − k(x) f(x) e−q(x) : (4.2 - 12)Áí�éêáèéó�þí�áò �éò (4:2− 11) êáé (4:2 − 12) ó�çí y′ + f(x)y = r(x) �åëéêÜðñïêýð�åé ü�ék′(x) = r(x) eq(x) Þ d k(x)dx = r(x) eq(x); äçëáäÞd k(x) = r(x) eq(x) dx;



16 ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòïðü�å ïëïêëçñþíïí�áò k(x) = ∫ r(x) eq(x) dx: (4.2 - 13)Áí�éêáèéó�þí�áò �çí (4:2− 13) ó�çí (4:2− 11) ðñïêýð�åé ü�é ç ìåñéêÞ ëýóç�çò ìç ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞò åîßóùóçò (4:2−8), äçëáäÞ �çò y′+f(x)y = r(x),åßíáé3 yp(x) = e−q(x) ∫ r(x) eq(x) dx: (4.2 - 14)ÅðåéäÞ óýìöùíá ìå �çí (4:2 − 11) åßíáé q(x) =
∫ f(x) dx, áðü �ï Èåþñçìá4.1 - 1, �çí (4:2−14) êáé �çí (4:2−10) ðñïêýð�åé ü�é ç ãåíéêÞ ëýóç y(x) �çòìç ïìïãåíïýò ãñáììéêÞò äéáöïñéêÞò åîßóùóçò 1çò �Üîçò (4:2 − 8), äçëáäÞ�çò y′ + f(x)y = r(x), åßíáéy(x) = yh + yp (4.2 - 15)

=  e−∫ f(x) dx + e− ∫ f(x) dx ∫ r(x) e∫ f(x) dx dx
= e−∫ f(x) dx [∫ r(x) e∫ f(x) dx dx + ]
= e−q(x) [∫ r(x) eq(x) dx + ]ãéá êÜèå x ∈ (a; b) êáé  áõèáßñå�ç ó�áèåñÜ ìå  6= 0.�áñÜäåéãìá 4.2 - 6Íá ëõèåß ç äéáöïñéêÞ åîßóùóçy′ + 2x y = e−x2 ; ü�áí y(0) = 1: (1)

3Õðåíèõìßæå�áé ü�é ç ìåñéêÞ ëýóç äåí ðåñéÝ÷åé ó�áèåñÜ - Óçìåßùóç 4.1 - 1.



ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò 1çò �Üîçò 17Ëýóç.ÏìïãåíÞò . ¸ó�ù y 6= 0. Ôü�å ç ïìïãåíÞò äéáäï÷éêÜ ãñÜöå�áéy′ = −2xy Þ dydx = −2xy Þ dy = −2xy dx;ïðü�å ïëïêëçñþíïí�áò
ln |y| = −x2 + ∗ Þ y = ± e−x2+∗ =  e−x2 ; ü�áí  6= 0;äçëáäÞ ç ëýóç �çò ïìïãåíïýò �çò (1) åßíáé:yh(x) =  e−x2 ; ü�áí  6= 0:�ñïöáíþò ç �éìÞ y = 0 åßíáé ìéá éäéÜæïõóá ëýóç �çò (1).Ìç ïìïãåíÞò . Óýìöùíá ìå �çí (1) åßíáé f(x) = 2x, ïðü�å áðü �çí (4:2−11)ðñïêýð�åé ü�é q(x) = ∫ f(x) dx =

∫

2x dx = x2:ÅðåéäÞ r(x) = e−x2 , áðü �çí (4:2 − 14) Ý÷ïõìåyp(x) = e−q(x) [∫ r(x) eq(x) dx ]
= e−x2

[∫ e−x2 ex2 dx] = x e−x2 :¢ñá óýìöùíá ìå �çí (4:2 − 15) ç ãåíéêÞ ëýóç �çò (1) èá åßíáéy(x) = yh(x) + yp(x) = e−x2
(x+ ) (2)ãéá êÜèå x ∈ ℜ êáé  áõèáßñå�ç ó�áèåñÜ ìå  6= 0.ÅðåéäÞ áðü �çí (1) Ý÷ïõìå ü�é ç áñ÷éêÞ �éìÞ åßíáé y(0) = 1, ç ìåñéêÞ ëýóçèá ðñïêýøåé áðü �ç (2) èÝ�ïí�áò x = 0. ¢ñá 1 = y(0) = 1(0 + ), ïðü�å = 1 êáé ç ìåñéêÞ ëýóç �çò (1) èá åßíáé (Ó÷. 4.2 - 3)y(x) = e−x2

(x+ 1):
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Ó÷Þìá 4.2 - 3: �áñÜäåéãìá 4.2 - 6: �ï äéÜãñáììá �çò ìåñéêÞò ëýóçò y(x) =e−x2
(x+ 1), ü�áí x ∈ [−10; 10]�áñÜäåéãìá 4.2 - 7¼ìïéá ç x y′ − y = x2; ü�áí y(1) = 0: (3)Ëýóç.ÏìïãåíÞò . Áí x = 0, �ü�å ðñïöáíþò åßíáé êáé y = 0. ¸ó�ù x 6= 0 êáéy 6= 0. Ôü�å ç ïìïãåíÞò äéáäï÷éêÜ ãñÜöå�áéy′ − yx = 0 Þ dydx =

yx Þ dyy =
dxx ;ïðü�å ïëïêëçñþíïí�áò4

ln |y| = ln |x| +  Þ ln |y| = ln |x|+ ln  = ln | x|; ü�áí  > 0;¢ñá y = ± x, äçëáäÞ ç ëýóç �çò ïìïãåíïýò �çò (3) åßíáé:yh(x) =  x; ü�áí  6= 0:�ñïöáíþò ç �éìÞ y = 0 åßíáé ìéá éäéÜæïõóá ëýóç �çò (3).4ÂëÝðå �áñÜäåéãìá 4.2 - 6.



ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò 1çò �Üîçò 19Ìç ïìïãåíÞò . Áðü �çí (3), ü�áí x 6= 0, ðñïêýð�åé5y′ − 1x y = x: (4)¢ñá óýìöùíá ìå �çí (4) åßíáéf(x) = − 1x ïðü�å q(x) = ∫ f(x) dx = −
∫

1x dx = − ln |x|:ÅðåéäÞ r(x) = x, áðü �çí (4:2 − 14) Ý÷ïõìå ãéá �ç ìåñéêÞ ëýóç �çò ìçïìïãåíïýòyp(x) = e−q(x) [∫ r(x) eq(x) dx] = e−(− ln |x|) [∫ x e− ln |x| dx]
= |x| ∫ x 1

|x| dx =







x ∫ x 1x dx = x2 áí x > 0;
−x ∫ x 1

−x dx = x2 áí x < 0;äçëáäÞ yp(x) = x2.¢ñá óýìöùíá ìå �çí (4:2 − 15) ç ãåíéêÞ ëýóç �çò (3) åßíáéy(x) = yh(x) + yp(x) = x(x + ) (5)ãéá êÜèå x ∈ ℜ êáé  áõèáßñå�ç ó�áèåñÜ ìå  6= 0.ÅðåéäÞ áðü �çí (3) Ý÷ïõìå ü�é ç áñ÷éêÞ �éìÞ åßíáé y(1) = 0, ç ìåñéêÞ ëýóçèá ðñïêýøåé áðü �ç (3) èÝ�ïí�áò x = 1. ¢ñá 0 = y(1) = 1+ , ïðü�å  = −1êáé ç ìåñéêÞ ëýóç �çò (3) èá åßíáé (Ó÷. 4.2 - 4)y(x) = −x+ x2:�áñÜäåéãìá 4.2 - 8¼ìïéá ç y′ − y cos x = cos x; ü�áí y(0) = 1: (6)5�ñÝðåé ç (3) íá ìå�áó÷çìá�éó�åß ó�ç ìïñöÞ y′ + f(x)y = r(x).
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Ó÷Þìá 4.2 - 4: �áñÜäåéãìá 4.2 - 7: �ï äéÜãñáììá �çò ìåñéêÞò ëýóçò y(x) =
−x+ x2, ü�áí x ∈ [−1; 2]Ëýóç.ÏìïãåíÞò . ¸ó�ù y 6= 0. Ôü�å ç ïìïãåíÞò äéáäï÷éêÜ ãñÜöå�áéy′ − y cos x = 0 Þ dydx = y cosx Þ dyy = cos x dx;ïðü�å ïëïêëçñþíïí�áò6

ln |y| = sinx+  Þ |y| = esinx+ = esinx e =  esinx; ü�áí  > 0;¢ñá y = ± esinx, äçëáäÞ ç ëýóç �çò ïìïãåíïýò �çò (6) åßíáé:yh(x) =  esinx; ü�áí  6= 0:�ñïöáíþò ç �éìÞ y = 0 åßíáé ìéá éäéÜæïõóá ëýóç �çò (3).Ìç ïìïãåíÞò . Áðü �çí (6) ðñïêýð�åéf(x) = − cos x; ïðü�å q(x) = ∫ f(x) dx = −
∫

cos x dx = − sinx:ÅðåéäÞ r(x) = cos x, áðü �çí (4:2 − 14) Ý÷ïõìå ãéá �ç ìåñéêÞ ëýóç �çò ìçïìïãåíïýòyp(x) = e−q(x) [∫ r(x) eq(x) dx] = e−(− sinx) [∫ cos x e− sinx dx]6ÂëÝðå �áñÜäåéãìá 4.2 - 7.
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Ó÷Þìá 4.2 - 5: �áñÜäåéãìá 4.2 - 8: �ï äéÜãñáììá �çò ìåñéêÞò ëýóçò y(x) =
−1 + 2 esinx, ü�áí x ∈ [−3�; 4�]

= esinx ∫ e− sinx d sin x = − esinx [∫ e− sinx d(− sin x)]
= −esinx [e− sinx] = −e0 = −1:¢ñá óýìöùíá ìå �çí (4:2 − 15) ç ãåíéêÞ ëýóç �çò (3) åßíáéy(x) = yh(x) + yp(x) = −1 +  esinx; ü�áí  6= 0: (7)ÅðåéäÞ áðü �çí (6) Ý÷ïõìå ü�é ç áñ÷éêÞ �éìÞ åßíáé y(0) = 1, ç ìåñéêÞ ëýóçèá ðñïêýøåé áðü �çí (7) èÝ�ïí�áò x = 0. ¢ñá 1 = y(0) = −1 +  e0, ïðü�å = 2 êáé ç ìåñéêÞ ëýóç �çò (6) èá åßíáé (Ó÷. 4.2 - 5)y(x) = −1 + 2 esinx:Ç ìåëÝ�ç �çò ðåñéïäéêü�ç�áò Þ ìç �çò ìåñéêÞò ëýóçò áöÞíå�áé óáí Üóêçóç.¢óêçóçÍá ëõèïýí ïé ðáñáêÜ�ù ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò7i) y′ + 2xy = −x3 + x; y(0) = −1 iii) y′ + y

1 + x2 =
1

1 + x2 ; y(0) = 0ii) y′ cos x− y sin x = sinx; y(0) = 0 iv) xy′ − y = x2 cos x; y (�=2) = 0.7(i) y(x) = 1=2 (2− x2
)
+  e−x2 , ìåñéêÞ:  = −1=2, (ii) y(x) = −1 + 1= cos x, ìåñéêÞ: = 1, (iii) y(x) = 1+  exp
(
− tan−1 x), ìåñéêÞ:  = −1, (iv) y(x) =  x+ x sin x, ìåñéêÞ: = −1.



22 ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò�ñáììéêÞ 1çò �Üîçò ìå ó�áèåñïýò óõí�åëåó�ÝòÁðü �ïí Ïñéóìü 4.1 - 6 ðñïêýð�åé ü�é ç ìç ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞåîßóùóçò 1çò �Üîçò ìå ó�áèåñïýò óõí�åëåó�Ýò Ý÷åé �ç ìïñöÞy′ + ay = r(x); (4.2 - 16)ü�áí á ó�áèåñÜ, y = y(x) ìå x ∈ (á; â) ⊆ ℜ êáé áí�ßó�ïé÷ç ïìïãåíÞ �çíy′ + ay = 0: (4.2 - 17)ÊëáóéêÞ ìÝèïäïò ëýóçò¸ó�ù y 6= 0. Óýìöùíá ìå �çí (4:1 − 11) áí�éêáèéó�þí�áò ó�çí (4:2 − 17)y = eëx ìå ë ó�áèåñÜ ðñïêýð�åé ü�é ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç �çò ïìïãåíïýòåßíáé ë+ a = 0 ìå ñßæá ë = −a: (4.2 - 18)ÅðïìÝíùò ç ãåíéêÞ ëýóç �çò ïìïãåíïýò åßíáé:yh =  e−ax; ü�áí  6= 0: (4.2 - 19)�ñïöáíþò ç �éìÞ y = 0 åßíáé ìéá éäéÜæïõóá ëýóç �çò (4:2 − 17).ÅðåéäÞ f(x) = a, ïðü�å q(x) = ∫ f(x) dx = ax, óýìöùíá ìå �çí (4:2−11)ç ìåñéêÞ ëýóç yp �çò ìç ïìïãåíïýò èá åßíáéyp(x) = e−ax [∫ eax r(x)dx] : (4.2 - 20)ÅðïìÝíùò áðü �ï Èåþñçìá 4.1 - 1 ðñïêýð�åé ü�é ç ãåíéêÞ ëýóç �çò (4:2−16)åßíáé y(x) = yh(x) + yp(x) (4.2 - 21)
= e−áx [∫ eax r(x) dx+ ]ãéá êÜèå x ∈ (a; b) êáé  áõèáßñå�ç ó�áèåñÜ ìå  6= 0.



ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò 1çò �Üîçò 23ÌÝèïäïò ìå�áó÷çìá�éóìïý Laplae¸ó�ù ü�é ïé óõíáñ�Þóåéò y; r ∈ DL êáé ïñßæïí�áé ãéá êÜèå x ≥ 0. Èåùñþí�áò�ï ìå�áó÷çìá�éóìü Laplae �çò ìç ïìïãåíïýò åîßóùóçò (4:2 − 16) Ý÷ïõìå
L (y′ + ay) = L[r(x)], ðïõ óýìöùíá ìå ãíùó�Ýò éäéü�ç�åò �ïõ ìå�áó÷çìá�éóìïýLaplae8 ãñÜöå�áé sL(y)− y(0) + áL(y) = L[r(x)]:ÈÝ�ïí�áò Y (s) = L(y) ìå y(0) = y0 áñ÷éêÞ óõíèÞêç êáé ëýíïí�áò áëãåâñéêÜùò ðñïò Y (s), �åëéêÜ Ý÷ïõìå �ïí ðáñáêÜ�ù �ýðï õðïëïãéóìïý �çò ìå�áó÷çìá�éóìÝíçòóõíÜñ�çóçò Y (s) �çò ìåñéêÞò ëýóçò �çò (4:2− 16)Y(s) = L[r(x)]s+ a +

y0s+ a ìå s+ a > 0: (4.2 - 22)Ôü�å áðü áðü �çí (4:2− 22) ðñïêýð�åé ç ìåñéêÞ ëýóç �çò (4:2− 16) ùò åîÞò:y(x) = yh(x) + yp(x) = L−1[Y (s)]:�áñá�Þñçóåéò 4.2 - 2Ç ìÝèïäïò �ïõ ìå�áó÷çìá�éóìïý Laplae:i) åöáñìüæå�áé êõñßùò, ü�áí æç�åß�áé ç ìåñéêÞ ëýóç �çò (4:2−16), äçëáäÞÝ÷ïõí äïèåß êáé ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò Þ ü�áí ç åßóïäïòr(x) åßíáé ðåñéïäéêÞ, ìïíáäéáßá êñïýóç, ê.ëð.9,8ÂëÝðå ÌÜèçìá 2: Ìå�áó÷çìá�éóìüò LaplaeÈåþñçìá 2.2-1 (ãñáììéêÞ éäéü�ç�á). ¸ó�ù f; g ∈ DL. Ôü�å áí ê; ë ∈ ℜ éó÷ýåé
L[�f(t) + �g(t)] = �L[f(t)] + �L[g(t)]:Èåþñçìá 2.2-6 (ðáñáãþãïõ 1çò �Üîçò). Áí f ∈ DL êáé õðÜñ÷åé ç ðñþ�çò �ÜîçòðáñÜãùãïò �çò f êáé åßíáé óõíå÷Þò óõíÜñ�çóç Þ êá�Ü �ìÞìá�á óõíå÷Þò ãéá êÜèå t ≥ 0,�ü�å õðÜñ÷åé ï ìå�áó÷çìá�éóìüò Laplae �çò ðáñáãþãïõ f ′ êáé éó÷ýåé

L
[f ′(t)] = sL[f(t)]− f(0) ìå s > a > 0:9ÂëÝðå âéâëéïãñáößá êáé âéâëßï Á. ÌðñÜ�óïò [1℄ Êåö. 1.



24 ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòii) äåí åöáñìüæå�áé óõíÞèùò, ü�áí ç f(x) äåí åßíáé ó�áèåñÜ êáé ãåíéêü�åñáäåí åöáñìüæå�áé óå ìç ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò.Ôï êýñéï ðëåïíÝê�çìá �çò ìåèüäïõ óå ó÷Ýóç ìå �çí áí�ßó�ïé÷ç êëáóéêÞìÝèïäï åßíáé ü�é ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç ëýíå�áé ìå áëãåâñéêü �ñüðï êáé åéóÜãïí�áéó�ç ëýóç Üìåóá, ÷ùñßò íá ÷ñåéÜæå�áé åðß ðëÝïí õðïëïãéóìüò, ïé áñ÷éêÝòóõíèÞêåò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò.�áñÜäåéãìá 4.2 - 9Íá ëõèåß äéáöïñéêÞ åîßóùóçy′ + 2y = e−3x ü�áí y(0) = 0: (1)Ëýóç.ÊëáóéêÞ ìÝèïäïòÇ áí�ßó�ïé÷ç ïìïãåíÞò �çò (1) åßíáé y′ + 2y = 0, ïðü�å óýìöùíá ìå �çí
(4:2 − 18) ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç èá åßíáé ë+ 2 = 0 ìå ñßæá �çí ë = −2.¢ñá áðü �çí (4:2 − 19) ðñïêýð�åé ü�é ç ëýóç �çò ïìïãåíïýò åßíáéyh =  e−2x; ü�áí  6= 0: (2)�ñïöáíþò ç �éìÞ y = 0 åßíáé ìéá éäéÜæïõóá ëýóç �çò (1).Åßíáé f(x) = a = 2 êáé r(x) = e−3x, ïðü�å óýìöùíá ìå �çí (4:2 − 20) çìåñéêÞ ëýóç yp �çò (1) åßíáéyp(x) = e−2x ∫ e2x e−3x dx = e−2x −e−x

︷ ︸︸ ︷∫ e−x dx = −e−3x: (3)ÅðïìÝíùò áðü �çí (4:2− 21) êáé �éò (2), (3) ç ãåíéêÞ ëýóç �çò (1) åßíáéy(x) = yh(x) + yp(x) = −e−3x +  e−2x (4)ãéá êÜèå x ∈ ℜ êáé  áõèáßñå�ç ó�áèåñÜ ìå  6= 0.ÅðåéäÞ áðü �çí (1) Ý÷ïõìå ü�é ç áñ÷éêÞ �éìÞ åßíáé y(0) = 0, ç ìåñéêÞ ëýóçèá ðñïêýøåé áðü �ç (4) èÝ�ïí�áò x = 0. ¢ñá 0 = y(0) = −1+ , ïðü�å  = 1êáé ç ìåñéêÞ ëýóç �çò (1) èá åßíáé (Ó÷. 4.2 - 6)y(x) = e−3x (−1 + ex) :
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Ó÷Þìá 4.2 - 6: �áñÜäåéãìá 4.2 - 9: �ï äéÜãñáììá �çò ìåñéêÞò ëýóçò y(x) =e−3x (−1 + ex), ü�áí x ∈ [0; 3]ÌÝèïäïò ìå�áó÷çìá�éóìïý Laplae¸ó�ù ü�é ç (1) ïñßæå�áé ãéá êÜèå x ≥ 0. Åßíáé r(x) = e−3x, ïðü�å óýìöùíáìå �ï ÌÜèçìá 3 �ýðïò 2 �ïõ �ßíáêá 3.2-1 èá åßíáé
L
[e−3x] = 1s+ 3

; ü�áí s+ 3 > 0:¸ó�ù y(x) ç ìåñéêÞ ëýóç �çò (1). ÅðåéäÞ óýìöùíá ìå �çí (1) åßíáé a = 2,èÝ�ïí�áò Y (s) = L(y) ìå y(0) = y0 = 0 ó�çí (4:2−22) êáé ìå�Ü �çí áíÜëõóçóå áðëÜ êëÜóìá�á �ïõ äåîéïý ìÝëïõò, ðñïêýð�åéY (s) =
1s+3s+ 2

+
0s+ 2

=
1

(s+ 2)(s + 3)

=
1s+ 2

− 1s+ 3
; ü�áí s+ 2 > 0:¢ñá y(x) = L−1[Y (s)] = e−2x − e−3x = e−3x (−1 + ex) ;äçëáäÞ ç ìåñéêÞ ëýóç ðïõ Ý÷åé ðñïêýøåé ìå �çí êëáóéêÞ ìÝèïäï.



26 ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò�áñÜäåéãìá 4.2 - 10Íá ëõèåß äéáöïñéêÞ åîßóùóçy′ + y = e−x ü�áí y(0) = −1: (5)Ëýóç.ÊëáóéêÞ ìÝèïäïòÇ áí�ßó�ïé÷ç ïìïãåíÞò �çò (5) åßíáé y′ + y = 0, ïðü�å óýìöùíá ìå �çí
(4:2 − 18) ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç èá åßíáé ë+ 1 = 0 ìå ñßæá �çí ë = −1.¢ñá üìïéá ç ëýóç �çò ïìïãåíïýò åßíáéyh =  e−x; ü�áí  6= 0: (6)�ñïöáíþò ç �éìÞ y = 0 åßíáé ìéá éäéÜæïõóá ëýóç �çò (5).Åßíáé f(x) = a = 1 êáé r(x) = e−x, ïðü�å óýìöùíá ìå �çí (4:2 − 20) çìåñéêÞ ëýóç yp �çò (5) åßíáéyp(x) = e−x ∫ ex e−x dx = e−x ∫ dx = x e−x: (7)ÅðïìÝíùò áðü �çí (4:2− 21) êáé �éò (6), (7) ðñïêýð�åé ü�é ç ãåíéêÞ ëýóç�çò (5) èá åßíáé y(x) = yh(x) + yp(x) = e−x (x+ ) (8)ãéá êÜèå x ∈ ℜ êáé  áõèáßñå�ç ó�áèåñÜ ìå  6= 0.ÅðåéäÞ óýìöùíá ìå �çí (5) ç áñ÷éêÞ �éìÞ åßíáé y(0) = −1, ç ìåñéêÞ ëýóçèá ðñïêýøåé áðü �ç (8) èÝ�ïí�áò x = 0. ¢ñá −1 = y(0) = 1(0 + ), ïðü�å = −1 êáé ç ìåñéêÞ ëýóç (Ó÷. 4.2 - 7) �çò (5) èá åßíáé y(x) = e−x (−1 + x).ÌÝèïäïò ìå�áó÷çìá�éóìïý Laplae¸ó�ù ü�é ç (5) ïñßæå�áé ãéá êÜèå x ≥ 0. Åßíáé r(x) = e−x, ïðü�å óýìöùíá ìå�ï ÌÜèçìá 3 �ýðïò 2 �ïõ �ßíáêá 3.2-1 èá åßíáé L [e−x] = 1s+1 , ü�áí s+1 > 0.
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Ó÷Þìá 4.2 - 7: �áñÜäåéãìá 4.2 - 10: �ï äéÜãñáììá �çò ìåñéêÞò ëýóçò y(x) =e−x (−1 + x), ü�áí x ∈ [−0:2; 3]¸ó�ù y(x) ç ìåñéêÞ ëýóç �çò (5). ÅðåéäÞ óýìöùíá ìå �çí (5) åßíáé a = 1,èÝ�ïí�áò Y (s) = L(y) ìå y(0) = y0 = −1 ó�çí (4:2 − 22) ðñïêýð�åéY (s) = 1s+1s+ 1
+

−1s+ 1
=

1

(s+ 1)2
− 1s+ 1

; ü�áí s+ 1 > 0:¢ñá y(x) = L−1[Y (s)] = x e−x − e−x = e−x (−1 + x) ;äçëáäÞ ç ìåñéêÞ ëýóç ðïõ Ý÷åé ðñïêýøåé ìå �çí êëáóéêÞ ìÝèïäï.�áñÜäåéãìá 4.2 - 11¼ìïéá íá ëõèåß äéáöïñéêÞ åîßóùóçy′ + y = sin 2x; ü�áí y(0) = 0: (9)Ëýóç.ÊëáóéêÞ ìÝèïäïòÇ áí�ßó�ïé÷ç ïìïãåíÞò �çò (9) åßíáé y′+y = 0, ïðü�å üìïéá ìå �çí (4:2−18)ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç èá åßíáé ë+1 = 0 ìå ñßæá �çí ë = −1. ¢ñá ç ëýóç�çò ïìïãåíïýò åßíáé yh =  e−x; ü�áí  6= 0: (10)�ñïöáíþò ç �éìÞ y = 0 åßíáé ìéá éäéÜæïõóá ëýóç �çò (9).



28 ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòÅßíáé f(x) = a = 1 êáé r(x) = sin 2x, ïðü�å óýìöùíá ìå �çí (4:2− 20) çìåñéêÞ ëýóç yp �çò (9) åßíáé10yp(x) = e−x [∫ ex sin 2x dx] = e−x [ex
5

(−2 cos 2x+ sin 2x)]
=

1

5
(−2 cos 2x+ sin 2x) : (11)ÅðïìÝíùò áðü �çí (4:2 − 21) êáé �éò (10), (11) ç ãåíéêÞ ëýóç �çò (9)ðñïêýð�åé ü�é åßíáéy(x) = yh(x) + yp(x) =  e−x + 1

5
(−2 cos 2x+ sin 2x) (12)ãéá êÜèå x ∈ ℜ êáé  áõèáßñå�ç ó�áèåñÜ ìå  6= 0.ÅðåéäÞ áðü �çí (9) Ý÷ïõìå ü�é ç áñ÷éêÞ �éìÞ åßíáé y(0) = 0, ç ìåñéêÞ ëýóçèá ðñïêýøåé áðü �ç (12) èÝ�ïí�áò x = 0. ¢ñá 0 = y(0) =  + 1

5(−2 + 0),ïðü�å  = 2
5 êáé ç ìåñéêÞ ëýóç �çò (9) èá åßíáé (Ó÷. 4.2 - 8)y(x) = 2

5
e−x + 1

5
(−2 cos 2x+ sin 2x) : (13)Áðü �ç ëýóç (13) ðñïêýð�ïõí �á åîÞò:i) lim x→−∞ y(x) = +∞,ii) ü�áí x ≥ � ï üñïò e−x ðñáê�éêÜ ìçäåíßæå�áé, ïðü�å ç ëýóç ãñÜöå�áé11y(x) ≈ 1

5
(−2 cos 2x− sin 2x) = √

22 + 12

5
sin(2x+ �)

≈ 0:45 sin(2x + �); ü�áí � = arctan(−2) ≈ −1:107 rad;äçëáäÞ åê�åëåß ìéá áìåßù�ç ðåñéïäéêÞ �áëÜí�ùóç ðëÜ�ïõò 0:45.10�áñáãïí�éêÞ ïëïêëÞñùóç: ãéíüìåíï åêèå�éêÞò ìå �ñéãùíïìå�ñéêÞ óõíÜñ�çóç, ïðü�ååöáñìüæå�áé äýï öïñÝò ç ðáñáãïí�éêÞ ïëïêëÞñùóç (âëÝðå âéâëéïãñáößá êáé âéâëßï Á.ÌðñÜ�óïò [2℄ Êåö. 7).11ÂëÝðå ÌÜèçìá 1: �ñáììéêÜ öÜóìá�á.
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Ó÷Þìá 4.2 - 8: �áñÜäåéãìá 4.2 - 11: �ï äéÜãñáììá �çò ìåñéêÞò ëýóçò y(x) =
2
5 e−x + 1

5 (−2 cos 2x+ sin 2x), ü�áí x ∈ [−�=3; 10�]ÌÝèïäïò ìå�áó÷çìá�éóìïý Laplae¸ó�ù ü�é ç (9) ïñßæå�áé ãéá êÜèå x ≥ 0. Åßíáé r(x) = sin 2x, ïðü�å óýìöùíáìå �ï ÌÜèçìá 3 �ýðïò 4 �ïõ �ßíáêá 3.2-1 èá åßíáé L [sin 2x] = 2s2+4 . ¸ó�ùy(x) ç ìåñéêÞ ëýóç �çò (9). ÅðåéäÞ óýìöùíá ìå �çí (9) åßíáé a = 1, èÝ�ïí�áòY (s) = L(y) ìå y(0) = y0 = 0 ó�çí (4:2 − 22) ðñïêýð�åéY (s) =
1s+1
2s2+4

=
2

(s+ 1) (s2 + 4)
=

2

5

1s+ 1
− 2

5

s− 1s2 + 4

=
2

5

1s+ 1
− 2

5

ss2 + 22
+

1

5

2s2 + 22
; ü�áí s+ 1 > 0:¢ñá y(x) = L−1[Y (s)] = 2

5
e−x + 1

5
(−2 cos 2x+ sin 2x) ;äçëáäÞ ç ìåñéêÞ ëýóç ðïõ Ý÷åé ðñïêýøåé ìå �çí êëáóéêÞ ìÝèïäï.ÅöáñìïãÝò áðü �ïí Çëåê�ñéóìüÅöáñìïãÞ 4.2 - 2 (öüñ�éóç ðõêíù�Þ)¸ó�ù ðõêíù�Þò ÷ùñç�éêü�ç�áò C ðïõ ðñüêåé�áé íá öïñ�éó�åß ìå �ç âïÞèåéáðçãÞò ó�áèåñÞò ÇÅÄ E äéá ìÝóïõ ùìéêÞò áí�ßó�áóçò R. ¼�áí ï äéáêüð�çòåßíáé áíïéê�üò, äå÷üìáó�å ü�é ï ðõêíù�Þò åßíáé êåíüò, äçëáäÞ q0 = q(0) =

0 (áñ÷éêÞ óõíèÞêç). Êëåßíïí�áò �ï äéáêüð�ç ó�ï êýêëùìá õðÜñ÷ïõí äýï



30 ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòÇÅÄ, ðïõ åßíáé ç �çò ðçãÞò E êáé áõ�Þò ðïõ åðéêñá�åß ó�ïõò ïðëéóìïýò �ïõðõêíù�Þ. Åöáñìüæïí�áò �ï 2ï êáíüíá �ïõ Kirhho� Ý÷ïõìå E − q=C = iR,ðïõ åðåéäÞ i = dq=dt = q′(t), �åëéêÜ ãñÜöå�áéq′ + 1RC q = ER : (4.2 - 23)Ç (4:2−23) åßíáé ìßá ìç ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç ðñþ�çò �Üîçòìå ó�áèåñïýò óõí�åëåó�Ýò ìå áí�ßó�ïé÷ç ïìïãåíÞ �çíq′ + 1RC q = 0: (4.2 - 24)Ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç �çò (4:2 − 24) åßíáé ç ë+ 1=RC = 0 ìå ñßæá �çíë = −1=RC. Ôü�å ç ãåíéêÞ ëýóç �çò (4:2 − 23) óýìöùíá ìå �çí (4:2 − 19)åßíáé q(t) = E + ke− tRC :ÁëëÜ q0 = 0, ïðü�å k = −CE. ¢ñá ç ìåñéêÞ ëýóç �çò (4:2− 23) åßíáéq(t) = CE (1 − e− tRC ) : (4.2 - 25)ÅöáñìïãÞ 4.2 - 3 (êýêëùìá RL)¼ìïéá åöáñìüæïí�áò �ï 2ï êáíüíá �ïõ Kirhho� Ý÷ïõìåd idt + RL i = EL ; (4.2 - 26)ïðü�å ç ãåíéêÞ �çò ëýóç õðïëïãßæå�áé ü�é åßíáéi = ER +  e−RL t:Áí i(0) = i0, ç ìåñéêÞ ëýóç �çò (4:2 − 26) èá åßíáéi = ER +

(i0 − ER) e−RL t: (4.2 - 27)Ï �åëåõ�áßïò üñïò ó�çí (4:2 − 27) ìçäåíßæå�áé, ü�áí ï ÷ñüíïò t áðåéñßæå�áé,ïðü�å ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ åýêïëá ðñïêýð�åé ü�é imax = E=R.



ÄéáöïñéêÝò åîéóþóåéò 2çò �Üîçò 31¢óêçóçÍá ëõèïýí ïé ðáñáêÜ�ù ãñáììéêÝò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò12i) y′ + y = x; y(0) = −1 v) y′ + 3y = e−x sin 2x; y(0) = 0ii) y′ + 4y = e−3x; y(0) = 0 vi) y′ + y = sin2 x; y(0) = −1iii) y′ + y = x e−x; y(0) = 0 vii) y′ + 4y = 1− sinhx; y(0) = 0iv) y′ + y = sin 2x; y(0) = 0 viii) y′ + y = sin x cos 2x; y(0) = 0.4.3 ÄéáöïñéêÝò åîéóþóåéò 2çò �ÜîçòÇ ãåíéêÞ ìïñöÞ åßíáé F (x; y; y′; y′′) = 0 (4.3 - 1)üðïõ ç Üãíùó�ç óõíÜñ�çóç y = y(x) ïñßæå�áé óå Ýíá äéÜó�çìá �çò ìïñöÞò
(a; b) ⊆ ℜ êáé õðÜñ÷ïõí ïé y′(x) êáé y′′(x) ãéá êÜèå x ∈ (a; b). Ôü�å ç y,åöüóïí õðÜñ÷åé, èá ïñßæåé �ç ëýóç �çò (4:3− 1).Óçìáí�éêü åíäéáöÝñïí ó�éò åöáñìïãÝò áðü �ï óýíïëï �ùí åîéóþóåùí �çòìïñöÞò (4:3−1) ðáñïõóéÜæåé ç ìç ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ äéáöïñéêÞ åîßóùóç 2çò�Üîçò, ðïõ óýìöùíá ìå �çí (4:1 − 6) ãñÜöå�áéy′′ + f(x)y′ + g(x)y = r(x); (4.3 - 2)ü�áí f , g êáé r óõíå÷åßò óõíáñ�Þóåéò ìå r(x) 6= 0 ãéá êÜèå x ∈ (a; b) ìåáí�ßó�ïé÷ç ïìïãåíÞ óýìöùíá ìå �çí (4:1− 7) �çíy′′ + f(x)y′ + g(x)y = 0: (4.3 - 3)Ó�ç óõíÝ÷åéá åîå�Üæïí�áé áíáëõ�éêÜ ïé êõñéü�åñåò ìïñöÝò �ùí (4:3 − 2)êáé (4:3−3) ìå ó�áèåñïýò óõí�åëåó�Ýò, äçëáäÞ áõ�þí ðïõ êýñéá åìöáíßæïí�áéó�éò åöáñìïãÝò.12(i) y(x) = −1 + x +  e−x, ìåñéêÞ:  = 0, (ii) y(x) = e−3x +  e−4x, ìåñéêÞ: = −1, (iii) y(x) = 1

2
x2e−x +  e−x, ìåñéêÞ:  = 0, (iv) y(x) =  e−x +

1
2
(−2 cos 2x+ sin 2x), ìåñéêÞ:  = 2

5
, (v) y(x) =  e−3x + e−x

13
(−3 cos 3x+ 2 sin 3x),ìåñéêÞ:  = − 1

13
, (vi) y(x) =  e−x + 1

10
(5− cos 2x− sin 2x), ìåñéêÞ:  = − 14

10
,

(vii) y(x) =  e−4x − 1
60

(
10− 15ex + 6e2x), ìåñéêÞ:  = − 19

60
, (viii) y(x) =  e−x +

1
20

(5 cos x− 3 cos 3x− 5 sin x+ sin 3x), ìåñéêÞ:  = − 1
10

.



32 ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòÏìïãåíÞò ãñáììéêÞ åîßóùóç 2çò �Üîçò ìå ó�áèåñïýò óõí�åëåó�ÝòÁðü �ïí Ïñéóìü 4.1 - 6 ðñïêýð�åé ü�é ç ãåíéêÞ ìïñöÞ �çò ïìïãåíïýò äéáöïñéêÞòåîßóùóçò 2çò �Üîçò ìå ó�áèåñïýò óõí�åëåó�Ýò åßíáéy′′ + ay′ + by = 0; (4.3 - 4)ü�áí a; b ó�áèåñÝò, y = y(x) ìå x ∈ (á; â) ⊆ ℜ êáé õðÜñ÷ïõí ïé y′(x) êáéy′′(x) ãéá êÜèå x ∈ (á; â).ÊëáóéêÞ ìÝèïäïò¸ó�ù y 6= 0, äéáöïñå�éêÜ ç �éìÞ y = 0 åßíáé ìéá éäéÜæïõóá ëýóç �çò (4:1−12).Óýìöùíá ìå �çí (4:1 − 11) áí�éêáèéó�þí�áò ó�çí (4:3 − 4) y = eëx ìå ëó�áèåñÜ ðñïêýð�åé ü�é ç áí�ßó�ïé÷ç �çò (4:1 − 12) ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóçó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ åßíáéF (ë) = ë2 + aë+ b = 0: (4.3 - 5)¸ó�ù Ä = a2 − 4b ç äéáêñßíïõóá �çò (4:3 − 5). Ôü�å:i) áí Ä > 0, Ý÷ïõìå äýï ðñáãìá�éêÝò äéáöïñå�éêÝò ñßæåò ë1, ë2, ïðü�å çãåíéêÞ ëýóç �çò (4:3− 4) óýìöùíá ìå �çí (4:1 − 13) èá åßíáéyh(x) = 1eë1x + 2eë2x; (4.3 - 6)ü�áí 1; 2 áõèáßñå�åò ó�áèåñÝò.ii) Áí Ä = 0, Ý÷ïõìå ìßá äéðëÞ ðñáãìá�éêÞ ñßæá �çí ë = −a=2. Ó�çíðåñßð�ùóç áõ�Þ óýìöùíá ìå �çí (4:1−14) ç ãåíéêÞ ëýóç Ý÷åé �ç ìïñöÞyh(x) = (1 + x2) eëx; (4.3 - 7)ü�áí üìïéá 1; 2 áõèáßñå�åò ó�áèåñÝò.iii) Áí Ä < 0, Ý÷ïõìå äýï óõæõãåßò ìéãáäéêÝò ñßæåò, Ýó�ù �éò ë1 = p + i ùêáé ë2 = p− i ù üðïõ i = √
−1 êáé ù =

(√
−Ä) =2. Ôü�å13yh(x) = ∗1eë1x + ∗2eë2x = ∗1e(p+i ù)x + ∗2e(p−i ù)x

= epx [(∗1 + ∗2) cos(ùx) + i (∗1 + ∗2) sin(ùx)] ;13Éó÷ýåé ei ù = cosù + i sinù.



ÄéáöïñéêÝò åîéóþóåéò 2çò �Üîçò 33äçëáäÞ yh(x) = epx [1 cos(ùx) + 2 sin(ùx)]; (4.3 - 8)ü�áí üìïéá 1; 2 áõèáßñå�åò ó�áèåñÝò.Ç (4:3−8) ÷ñçóéìïðïéþí�áò ãíùó�Ýò �ñéãùíïìå�ñéêÝò ó÷Ýóåéò14 ìå�áó÷çìá�ßæå�áé�åëéêÜ ó�çí yh(x) = Cepx sin(ùx+ �) (4.3 - 9)üðïõ C =
(21 + 22)1=2 êáé tan � = 1=2, ü�áí 2 6= 0 ìå −� ≤ � < �.ÌÝèïäïò ìå�áó÷çìá�éóìïý LaplaeÁí y ∈ DL, �ü�å áðü �çí (4:3− 4) Ý÷ïõìå L [y′′ + ay′ + b] = 0, ðïõ óýìöùíáìå ãíùó�Ýò éäéü�ç�åò15 �ïõ ìå�áó÷çìá�éóìïý Laplae ãñÜöå�áés2L(y)− sy(0) − y0′(0) + a[sL(y)− y(0)] + bL(y) = 0ÈÝ�ïí�áò L(y) = Y (s) êáé y(0) = y0, y′(0) = y′0 (áñ÷éêÝò óõíèÞêåò), çðáñáðÜíù ó÷Ýóç, áí ëõèåß ùò ðñïò Y (s), �åëéêÜ äßíåéY(s) = (s+ a)y0 + y0′s2 + as+ b (4.3 - 10)Ôü�å ç ãåíéêÞ ëýóç �çò (4:3 − 4) èá äßíå�áé áðü �ç ó÷Ýóçyh(x) = L−1[Y(s)]: (4.3 - 11)14ÂëÝðå ÌÜèçìá 1: ÓåéñÜ Fourier - �ñáììéêü ÖÜóìá.15ÂëÝðå ÌÜèçìá 2: Ìå�áó÷çìá�éóìüò LaplaeÈåþñçìá 4.3 - 1 (ãñáììéêÞ éäéü�ç�á). ¸ó�ù f; g ∈ DL. Ôü�å áí ê; ë ∈ ℜ éó÷ýåé

L[�f(t) + �g(t)] = �L[f(t)] + �L[g(t)]:Èåþñçìá 4.3 - 2 (ðáñáãþãïõ 1çò êáé 2çò �Üîçò). Áí f ∈ DL êáé õðÜñ÷åé ç ðñþ�çòêáé ç äåý�åñçò �Üîçò ðáñÜãùãïé �çò f êáé åßíáé óõíå÷åßò Þ êá�Ü �ìÞìá�á óõíå÷åßòóõíáñ�Þóåéò ãéá êÜèå t ≥ 0, �ü�å õðÜñ÷åé ï ìå�áó÷çìá�éóìüò Laplae �ùí ðáñáãþãùíf ′; f ′′ êáé éó÷ýåé
L
[f ′(t)] = sL[f(t)]− f(0);

L
[f ′′(t)] = s2L[f(t)]− sf(0) − f ′(0); ü�áí s > a > 0:



34 ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòÅßíáé öáíåñü ü�é ç ãåíéêÞ ëýóç (4:3 − 11) åîáñ�Ü�áé áðü �ï åßäïò �ùí ñéæþí�ïõ ðáñïíïìáó�Þ s2 + ás+ â ó�çí (4:3− 10), üðùò áêñéâþò êáé ìå �éò ñßæåò�ïõ ÷áñáê�çñéó�éêïý ðïëõùíýìïõ F (ë) = ë2 + aë + b �çò (4:3 − 5). Ïé�áñá�çñÞóåéò 4.2 - 2 éó÷ýïõí áíÜëïãá êáé ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ.�áñÜäåéãìá 4.3 - 1Íá ëõèåß ç äéáöïñéêÞ åîßóùóçy′′ + 5y′ + 6y = 0; ü�áí y0 = 0 êáé y′0 = 1: (1)Ëýóç.ÊëáóéêÞ ìÝèïäïòÓýìöùíá ìå �çí (4:1 − 11) áí�éêáèéó�þí�áò ó�çí (1) y = eëx ìå ë ó�áèåñÜðñïêýð�åé ü�é ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóÞ �çò åßíáé ë2 + 5ë + 6 = 0 ìå ñßæåòë1 = −3 êáé ë2 = −2. Ôü�å áðü �çí (4:3− 6) Ý÷ïõìå ü�é ç ç ãåíéêÞ ëýóç �çò(1) åßíáé yh(x) = 1 e−3x + 2 e−2x; (2)ü�áí 1; 2 áõèáßñå�åò ó�áèåñÝò.Ïé ó�áèåñÝò ðñïóäéïñßæïí�áé áðü �çí (2) êáé �éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ùòåîÞò: yh(0) = 1 + 2 = 0y′h(0) = −31 − 22 = 1; ïðü�å 1 = −12 = 1 :¢ñá ç ìåñéêÞ ëýóç �çò (1) åßíáé (Ó÷. 4.3 - 1)y(x) = yh(x) = −e−3x + e−2x:Ç ëýóç ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ åßíáé ãíùó�Þ óáí åëåýèåñç áñìïíéêÞ �áëÜí�ùóçìå éó÷õñÞ áðüóâåóç.
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Ó÷Þìá 4.3 - 1: �áñÜäåéãìá 4.3 - 1: �ï äéÜãñáììá �çò ìåñéêÞò ëýóçò yh(x) =
−e−3x + e−2x, ü�áí x ∈ [−0:1; 2].ÌÝèïäïò ìå�áó÷çìá�éóìïý LaplaeÓýìöùíá ìå �çí (4:3 − 10) åßíáéY (s) =

(s+ 5) · 0 + 1s2 + 5s+ 6
=

1s2 + 5s+ 6
=

1

(s+ 3)(s + 2)

=
As+ 3

+
Bs+ 2

= − 1s+ 3
+

1s+ 2ìå�Ü �çí áíÜëõóç óå áðëÜ êëÜóìá�á. ¢ñáy(x) = yh(x) = L−1[Y (s)] = −e−3x + e−2x;äçëáäÞ ç ìåñéêÞ ëýóç ðïõ Ý÷åé ðñïêýøåé ìå �çí êëáóéêÞ ìÝèïäï.�áñÜäåéãìá 4.3 - 2¼ìïéá ç åîßóùóçy′′ − 4y′ + 4y = 0; ü�áí y0 = 1 êáé y′0 = 1: (3)Ëýóç.ÊëáóéêÞ ìÝèïäïò¼ìïéá ç ÷áñáê�çñéó�éêÞ �çò åîßóùóç �çò (3) åßíáé ë2 − 4ë+ 4 = 0 ìå äéðëÞñßæá �çí ë = 2. Ôü�å óýìöùíá ìå �çí (4:3 − 7) ç ãåíéêÞ �çò ëýóç åßíáéyh(x) = (1 + 2 x) e2x; (4)
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Ó÷Þìá 4.3 - 2: �áñÜäåéãìá 4.3 - 2: �ï äéÜãñáììá �çò ìåñéêÞò ëýóçò yh(x) =e−2x(1− x), ü�áí x ∈ [−0:2; 1:2]ü�áí 1; 2 áõèáßñå�åò ó�áèåñÝò.Ïé ó�áèåñÝò ðñïóäéïñßæïí�áé áðü �çí (4) êáé �éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ùòåîÞò: yh(0) = 1 + = 1y′h(0) = 21 + 2 = 1; ïðü�å 1 = 12 = −1:¢ñá ç ìåñéêÞ ëýóç �çò (3) åßíáé (Ó÷. 4.3 - 2)yh(x) = e−2x(1− x):Ç ëýóç ðåñéãñÜöåé �çí êñßóéìç áðüóâåóç. ÅðåéäÞ e−2x 6= 0 ãéá êÜèå x ∈ ℜ,ç yh(x) = 0, ü�áí x0 = 1. Ôü�å �ï x0 åßíáé �ï óçìåßï ó�á�éêÞò éóïññïðßáò.ÌÝèïäïò ìå�áó÷çìá�éóìïý LaplaeÓýìöùíá ìå �çí (4:3− 10) åßíáéY (s) =
(s− 4) · 1 + 1s2 − 4s+ 4

=
s− 3

(s− 2)2
=

As− 2
+

B
(s− 2)2

=
1s− 2

− 1

(s− 2)2
=

1s− 2
+

(
1s− 2

)′

=
1s− 2

− (−1)1
(

1s− 2

)′ :



ÄéáöïñéêÝò åîéóþóåéò 2çò �Üîçò 37ÅðåéäÞ óýìöùíá ìå ãíùó�Þ éäéü�ç�á �ïõ ìå�áó÷çìá�éóìïý Laplae éó÷ýåéü�é, áí F (s) = L[f(x)], �ü�å L[x f(x)] = (−1)1 F ′(s), áðü �çí ðáñáðÜíùó÷Ýóç ðñïêýð�åé �åëéêÜ ü�éyh(x) = L−1[Y (s)] = e2x(1− x);äçëáäÞ üìïéá ç ìåñéêÞ ëýóç �çò êëáóéêÞò ìåèüäïõ.�áñÜäåéãìá 4.3 - 3¼ìïéá ç åîßóùóç
16y′′ + 8y′ + 17y = 0; ü�áí y0 = 1 êáé y′0 = 0: (5)Ëýóç.ÊëáóéêÞ ìÝèïäïòÇ ÷áñáê�çñéó�éêÞ �çò åîßóùóç �çò (5) åßíáé 16ë2 + 8ë + 17 = 0 ìå ñßæåòë1 = −1

4 + i êáé ë2 = −1
4 − i. Ôü�å óýìöùíá ìå �çí (4:3 − 8) Ý÷ïõìå �çãåíéêÞ ëýóç yh(x) = e−x

4 (1 cosx+ 2 sinx) ; (6)ü�áí 1; 2 áõèáßñå�åò ó�áèåñÝò.Ïé ó�áèåñÝò ðñïóäéïñßæïí�áé áðü �çí (6) êáé �éò áñ÷éêÝò óõíèÞêåò ùòåîÞò: yh(0) = 1 + = 1y′h(0) = −1
4 1 + 2 = 0; ïðü�å 1 = 12 = 1

4 :¢ñá ç ìåñéêÞ ëýóç �çò (5) åßíáé (Ó÷. 4.3 - 3)yh(x) = 1

4
e−x=4 (4 cos x+ sinx):Ç ëýóç ðåñéãñÜöåé ìéá åëåýèåñç áñìïíéêÞ �áëÜí�ùóç ìå áóèåíÞ áðüóâåóç.
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(b)Ó÷Þìá 4.3 - 3: �áñÜäåéãìá 4.3 - 2, ü�áí x ∈ [−�=10; 4�]:(a) �ï äéÜãñáììá�çò 1
4 e−x=4 ìðëå (áðüóâåóç) êáé �çò 4 cosx + sin x êüêêéíç êáìðýëç(áìåßù�ç �áëÜí�ùóç), åíþ ó�ï äéÜãñáììá (b) �çò ìåñéêÞò ëýóçò yh(x) =

1
4 e−x=4(4 cos x + sin x). Ç áðüóâåóç ðñïêáëåß �åëéêÜ �ï ìçäåíéóìü �çòìåñéêÞò ëýóçòÌÝèïäïò ìå�áó÷çìá�éóìïý LaplaeÇ (5) ãñÜöå�áé y′′ + 1

2y′ + 17
16y = 0, ïðü�å óýìöùíá ìå �çí (4:3− 10) åßíáéY (s) =

(s+ 1
2) · 1 + 0s2 + 1
2s+ 17

16

=
s+ 1

2s2 + 2 1
4s+ 16+1

16

=
s+ 1

2s2 + 2 1
4s+ 1

16 + 1

=
s+ 1

2
(s+ 1

4

)2
+ 1

=
s+ 1

4 +
1
4

(s+ 1
4

)2
+ 1

=
s+ 1

4
(s+ 1

4

)2
+ 12

+
1

4

1
(s+ 1

4

)2
+ 12

:¢ñá16 yh(x) = L−1[Y (s)] = e−x=4 cos x+
1

4
e−x=4 sinx;äçëáäÞ üìïéá ç ìåñéêÞ ëýóç �çò êëáóéêÞò ìåèüäïõ.16ÌÜèçìá 3: Áí�ßó�ñïöïò Ìå�áó÷çìá�éóìüò Laplae, �ýðïé 5 êáé 7 �ïõ �ßíáêá 3.2-1.



ÄéáöïñéêÝò åîéóþóåéò 2çò �Üîçò 39¢óêçóçÍá ëõèïýí ïé ðáñáêÜ�ù äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò17i) y′′ + 4y′ + 5y = 0; y′0 = y0 = 1 iv) y′′ + 25y = 0; y′0 = y0 = 1ii) y′′ − y′ − 12y = 0; y′0 = 1; y0 = 0 v) y′′ + 2y′ + 4y = 0;y′0 = 1; y0 = 0iii) y′′ + 2y′ + 10y = 0; y′0 = 1; y0 = 0 vi) y′′ − 2y′ + y = 0;y′0 = −1; y0 = 1.Ìç ïìïãåíÞò ãñáììéêÞ åîßóùóç 2çò �Üîçò ìå ó�áèåñïýò óõí�åëåó�ÝòÁðü �ïí Ïñéóìü 4.1 - 6 ðñïêýð�åé ü�é ç ãåíéêÞ ìïñöÞ �çò ìç ïìïãåíïýòäéáöïñéêÞò åîßóùóçò 2çò �Üîçò ìå ó�áèåñïýò óõí�åëåó�Ýò åßíáéy′′ + ay′ + by = r(x) (4.3 - 12)ü�áí a; b ∈ ℜ, y = y(x), r(x) 6= 0 ìå x ∈ (á; â) ⊆ ℜ êáé õðÜñ÷ïõí ïé y′(x)êáé y′′(x) ãéá êÜèå x ∈ (á; â).Óýìöùíá ìå �ï Èåþñçìá 4.1 - 1 ç ãåíéêÞ ëýóç �çò (4:3 − 12) åßíáé y =yh + yp, üðïõ yh åßíáé ç ãåíéêÞ ëýóç �çò áí�ßó�ïé÷çò ïìïãåíïýò, äçëáäÞ �çò
(4:3− 4) êáé yp ìßá ìåñéêÞ ëýóç �çò ìç ïìïãåíïýò (4:3− 12). Ïé êõñéü�åñåòìÝèïäïé ðñïóäéïñéóìïý �çò ëýóçò yp äßíïí�áé ó�ç óõíÝ÷åéá.ÊëáóéêÞ ìÝèïäïò ëýóçò - ÌÝèïäïò �ïõ LagrangeÓýìöùíá ìå �ç ìÝèïäï �ïõ Lagrange ãéá �ïí ðñïóäéïñéóìü �çò ìåñéêÞò ëýóçòyp èåùñåß�áé ó�ç ãåíéêÞ ëýóç yh(x) = 1y1(x) + 2y2(x) �çò áí�ßó�ïé÷çòïìïãåíïýò �çò (4:3 − 12), äçëáäÞ �çò (4:3 − 4), ïé ó�áèåñÝò 1 êáé 2 åßíáéóõíáñ�Þóåéò �ïõ x, ðïõ ðñÝðåé íá ðñïóäéïñéó�ïýí, Ý�óé þó�å íá åðáëçèåýå�áéç (4:3 − 12). ÅðïìÝíùòyp(x) = k1(x)y1(x) + k2(x)y2(x):17(i) e−2x (cos x+ 3 sin x), (ii) 1

7

(
−e−3x + e4x), (iii) 1

3
e−x sin 3x,

(iv) 1
5
(5 cos 5x+ sin 5x), (v) 1√

3
e−x sin

(√
3x), (vi) − ex (−1 + 2x).



40 ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòÔü�å yp(x)′ = k′1(x)y1(x) + k1(x)y′1(x) + k′2(x)y2(x) + k2(x)y′2(x): (1)Ó�çí (1) ïé óõíáñ�Þóåéò k1(x) êáé k2(x) åêëÝãïí�áé, Ý�óé þó�åk′1(x)y1(x) + k′2(x)y2(x) = 0; (2)ïðü�å áðü �çí (1) ðñïêýð�åé ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ ü�éyp(x)′′ = k1(x)y′′1 (x) + k′1(x)y′1(x) + k2(x)y′′2 (x) + k′2(x)y′2(x): (3)Áí�éêáèéó�þí�áò �éò (1), (2) êáé (3) ó�çí (4:3 − 12), ëáìâÜíïí�áò õð' üøéíü�é ïé y1 êáé y2 åßíáé ëýóåéò �çò (4:3 − 4), ðñïêýð�åér(x) = k1y′′1
︸ ︷︷ ︸

+k′1y′1 + ︷ ︸︸ ︷k2y′′2 +k′2y′2 + a(k1y′1
︸︷︷︸

+
︷︸︸︷k2y′2)+ b(y1k1

︸︷︷︸
+
︷︸︸︷y2k2)

= k1 (y′′1 + á y′1 + â y1)+ k2 (y′′2 + á y′2 + â y2)+ k′1y′1 + k′2y′2
= k′1y′1 + k′2y′2:¢ñá �åëéêÜ k′1(x)y′1(x) + k′2(x)y′2(x) = r(x): (5)Ïé åîéóþóåéò (2) êáé (5) ïñßæïõí Ýíá óýó�çìá äýï åîéóþóåùí ìå äýï áãíþó�ïõò�éò óõíáñ�Þóåéò k′1(x) êáé k′2(x), áðü �ç ëýóç �ïõ ïðïßïõ ðñïêýð�åék1(x) = −

∫ r(x) y2(x)u(x) dx êáé k2(x) = ∫ r(x) y1(x)u(x) dx ; ü�áíu(x) = y1(x) y′2(x)− y′1(x) y2(x): (4.3 - 12)Ôü�å óýìöùíá êáé ìå �çí (4:3 − 12) ç ãåíéêÞ ëýóç �çò (4:3 − 12) åßíáéy(x) = yh(x) + yp(x) (4.3 - 13)
= 1y1(x) + 2y2(x) + k1(x)y1(x) + k2(x)y2(x):



ÄéáöïñéêÝò åîéóþóåéò 2çò �Üîçò 41ÌÝèïäïò ìå�áó÷çìá�éóìïý Laplae¸ó�ù y; r ∈ DL. Ôü�å, áíÜëïãá ìå �çí áí�ßó�ïé÷ç ëýóç �çò ïìïãåíïýò,èåùñþí�áò �ï ìå�áó÷çìá�éóìü Laplae �çò (4:3− 12), �åëéêÜ ðñïêýð�åéY(s) = L[r(x)]s2 + as+ b +
(s+ a)y0 + y0′s2 + as+ b ; (4.3 - 14)ïðü�å ç ãåíéêÞ ëýóç �çò ìç ïìïãåíïýò èá äßíå�áé áðü �ç ó÷Ýóçy(x) = yh(x) + yp(x) = L−1[Y(s)]: (4.3 - 15)�áñÜäåéãìá 4.3 - 4Íá ëõèåß ç äéáöïñéêÞ åîßóùóçy′′ − 3y′ + 2y = x; ü�áí y0 = y′0 = 0: (1)Ëýóç.ÊëáóéêÞ ìÝèïäïòÇ ïìïãåíÞò åîßóùóç �çò (1) åßíáé y′′−3y′+2y = 0 ìå ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç�çí F (ë) = ë2 − 3ë + 2 = 0 êáé ñßæåò �éò ë1 = 1, ë2 = 2. ¢ñá óýìöùíá ìå�çí (4:3 − 6) ç ãåíéêÞ ëýóç �çò ïìïãåíïýò èá åßíáéyh(x) = 1 ex + 2 e2x; (2)ü�áí 1, 2 áõèáßñå�åò ó�áèåñÝò.Óýìöùíá ìå �çí (4:3− 12) ðñïêýð�åé ü�éu(x) = y1(x) y′2(x)− y′1(x) y2(x) = ex(2e2x)− ex e2x = e3x;k1(x) = −

∫ r(x) y2(x)u(x) dx = −
∫ x e2xe3x dx = −

∫ x e−x dx
= x e−x + e−x;k2(x) =

∫ r(x) y1(x)u(x) dx =

∫ x exe3x dx =

∫ x e−2x dx
= −1

2
x e−2x − 1

4
e−2x:



42 ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò¢ñá áðü �çí (2) êáé �çí (4:3 − 13) Ý÷ïõìå ü�é ç ãåíéêÞ ëýóç �çò (1) åßíáéy(x) = 1 ex + 2 e2x + ex (x e−x + e−x)+ e2x (−1

2
x e−2x − 1

4
e−2x)

= 1 ex + 2 e2x + 3

4
+

1

2
x:Ç ìåñéêÞ ëýóç áöÞíå�áé óáí Üóêçóç.ÌÝèïäïò ìå�áó÷çìá�éóìïý LaplaeÓ�çí (4:3−14) åßíáé a = −3, b = 2 êáé L[r(x)] = L(x) = 1=s2. Áí�éêáèéó�þí�áòó�ïí �ýðï (4:3 − 14) ìå�Ü êáé �çí áíÜëõóç óå áðëÜ êëÜóìá�á Ý÷ïõìåY (s) =

1s2 (s2 − 3s+ 2)
=

1s2(s− 1)(s − 2)

=
As +

Bs2 +
Γs− 1

+
∆s− 2

=
3

4s +
1

2s2 − 1s− 1
+

1

4(s − 2)
:¢ñá óýìöùíá ìå �çí (4:3 − 15) ç ìåñéêÞ ëýóç �çò (1) åßíáéy(x) = L−1[Y (s)] = 3

4
+

x
2
− ex + e2x

4
:�áñÜäåéãìá 4.3 - 5¼ìïéá �çò y′′ + 2y′ + y = e−2x; ü�áí y0 = y′0 = 0: (3)Ëýóç.ÊëáóéêÞ ìÝèïäïòÇ ïìïãåíÞò åîßóùóç �çò (3) åßíáé y′′+2y′+y = 0 ìå ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç�çí F (ë) = ë2 + 2ë + 1 = 0 êáé ñßæá ë = −1 äéðëÞ. ¢ñá óýìöùíá ìå �çí

(4:3 − 7) ç ãåíéêÞ ëýóç �çò ïìïãåíïýò èá åßíáéyh(x) = 1 e−x + 2 x e−x; (4)



ÄéáöïñéêÝò åîéóþóåéò 2çò �Üîçò 43ü�áí 1, 2 áõèáßñå�åò ó�áèåñÝò.Ôü�å üìïéá áðü �çí (4:3 − 12) ðñïêýð�åéu(x) = y1(x) y′2(x)− y′1(x) y2(x) = e−x (xe−x)′ − (e−x)′ x e−x = e−2x;k1(x) = −
∫ r(x) y2(x)u(x) dx = −

∫ e−2x x e−xe−2x dx = −
∫ x e−x dx

= x e−x + e−x;k2(x) =

∫ r(x) y1(x)u(x) dx =

∫ e−2x e−xe−2x dx =

∫ e−x dx = −e−x:¢ñá áðü �çí (4) êáé �çí (4:3 − 13) Ý÷ïõìå ü�é ç ãåíéêÞ ëýóç �çò (3) åßíáéy(x) = 1 e−x + 2 x e−x + e−x (x e−x + e−x)+ x e−x (−e−x)
= 1 e−x + 2 x e−x + e−2x:¼ìïéá ç ìåñéêÞ ëýóç áöÞíå�áé óáí Üóêçóç.ÌÝèïäïò ìå�áó÷çìá�éóìïý Laplae¼ìïéá åßíáé a = 2, b = 1 êáé L[r(x)] = L(e−2x) = 1=(s + 2). Ôü�å áðü �ïí�ýðï (4:3 − 14) Ý÷ïõìåY (s) =

1

(s+ 2) (s2 + 2s+ 1)
=

1

(s+ 2)(s + 1)2

=
As+ 2

+
B

(s+ 1)2
+

Γs+ 1

=
1s+ 2

+
1

(s+ 1)2
− 1s+ 1

:¢ñá óýìöùíá êáé �çí (4:3− 15) ç ìåñéêÞ ëýóç �çò (3) åßíáéy(x) = L−1[Y (s)] = e−2x + x e−x − e−x = e−2x (1 + x ex − ex) :



44 ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò�áñÜäåéãìá 4.3 - 6¼ìïéá ç y′′ + 4y = x; ü�áí y0 = y′0 = 0: (5)Ëýóç.ÊëáóéêÞ ìÝèïäïòÇ ïìïãåíÞò åîßóùóç �çò (5) åßíáé y′′ + 4y = 0 ìå ÷áñáê�çñéó�éêÞ åîßóùóç�çí F (ë) = ë2 + 4 = 0 êáé ñßæåò ë = 2 i, ë = −2 i. ¢ñá óýìöùíá ìå �çí
(4:3 − 8) ç ãåíéêÞ ëýóç �çò ïìïãåíïýò èá åßíáéyh(x) = 1 cos 2x+ 2 sin 2x; (6)ü�áí 1, 2 áõèáßñå�åò ó�áèåñÝò.Ôü�å üìïéá áðü �çí (4:3− 12) åßíáéu(x) = y1(x) y′2(x) − y′1(x) y2(x) = cos 2x (sin 2x)′ − (cos 2x)′ sin 2x

= 2
(

sin2 2x+ cos2 2x) = 2k1(x) = −
∫ r(x) y2(x)u(x) dx = −

∫ x sin 2x
2

dx = −1

2

∫ x sin 2x dx
= − 1

2

∫ x [−cos 2x
2

]′ dx =
x
4
cos 2x− 1

8
sin 2x;k2(x) =

∫ r(x) y1(x)u(x) dx =

∫ x cos 2x
2

dx =
1

2

∫ x cos 2x dx
=

1

2

∫ x [−sin 2x
2

]′ dx =
x
4
sin 2x+

1

8
cos 2x:¢ñá áðü �çí (6) êáé �çí (4:3 − 13) Ý÷ïõìå ü�é ç ãåíéêÞ ëýóç �çò (5) åßíáéy(x) = 1 cos 2x+ 2 sin 2x+ cos 2x (x

4
cos 2x− 1

8
sin 2x
︸ ︷︷ ︸

)

+sin 2x (x
4
sin 2x+

1

8
cos 2x
︸ ︷︷ ︸

)

= 1 cos 2x+ 2 sin 2x+
x
4
:



ÄéáöïñéêÝò åîéóþóåéò 2çò �Üîçò 45¼ìïéá ç ìåñéêÞ ëýóç áöÞíå�áé óáí Üóêçóç.ÌÝèïäïò ìå�áó÷çìá�éóìïý Laplae¼ìïéá åßíáé a = 0, b = 4 êáé L[r(x)] = L(x) = 1=s2. Ôü�å áðü �ïí �ýðï
(4:3− 14) Ý÷ïõìåY (s) =

1s2 (s2 + 4)

=
As2 +

Bs +
Γs+∆s2 + 4

=
1

4

1s2 − 1

4

1s2 + 4

=
1

4

1s2 − 1

4 · 2
2s2 + 22ìå�Ü �çí êá�Üëëçëç �ñïðïðïßçóç �ïõ �åëåõ�áßïõ üñïõ ó�ï äåîéü ìÝëïò ó�çíðáñáðÜíù éóü�ç�á. ¢ñá óýìöùíá ìå �çí (4:3 − 15) ç ìåñéêÞ ëýóç �çò (5)åßíáé y(x) = L−1[Y (s)] = 1

4
x − 1

8
sin 2x:�áñÜäåéãìá 4.3 - 7¼ìïéá ç y′′ + 2y′ + 10y = 1; ü�áí y0 = y′0 = 0: (7)Ëýóç.ÊëáóéêÞ ìÝèïäïòÇ ïìïãåíÞò åîßóùóç �çò (7) åßíáé y′′ + 2y′ + 10y = 0 ìå ÷áñáê�çñéó�éêÞåîßóùóç �çí F (ë) = ë2 + 2ë + 10 = 0 êáé ñßæåò ë = −1 + 3 i, ë = −1 − 3 i.¢ñá óýìöùíá ìå �çí (4:3 − 8) ç ãåíéêÞ ëýóç �çò ïìïãåíïýò èá åßíáéyh(x)e−x (1 cos 3x+ 2 sin 3x) ; (8)ü�áí 1, 2 áõèáßñå�åò ó�áèåñÝò.



46 ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòÔü�å üìïéá áðü �çí (4:3− 12) åßíáéu(x) = y1(x) y′2(x)− y′1(x) y2(x) = e−x cos 3x (−e−x sin 3x+ 3 e−x cos 3x)
−e−x sin 3x (−e−x cos 3x− 3 e−x sin 3x)

= 3 e−x (cos2 3x+ sin2 3x) = 3 e−2x;k1(x) = −
∫ r(x) y2(x)u(x) dx = −

∫
1 · e−2x sin 3x

3 e−x dx = −1

3

∫ ex sin 3x dx
= − ex

10
(−3 cos 3x+ sin 3x) ;k2(x) =

∫ r(x) y1(x)u(x) dx =

∫
1 · e−x cos 3x

3 e−2x dx =
1

3

∫ ex cos 3x dx
=

ex
10

(cos 3x+ 3 sin 3x) :¢ñá áðü �çí (8) êáé �çí (4:3 − 13) Ý÷ïõìå ü�é ç ãåíéêÞ ëýóç �çò (7) åßíáéy(x) = e−x (1 cos 3x+ 2 sin 3x)
+e−x cos 3x [− ex

3 · 10
(

−3 cos 3x+ sin 3x
︸ ︷︷ ︸

)]

+e−x sin 3x [ ex
3 · 10

(

cos 3x
︸ ︷︷ ︸

+3 sin 3x)]
= e−x (1 cos 3x+ 2 sin 3x) + 3

3 · 10
(

cos2 3x+ sin2 3x)
= e−x (1 cos 3x+ 2 sin 3x) + 1

10
:¼ìïéá ç ìåñéêÞ ëýóç áöÞíå�áé óáí Üóêçóç.ÌÝèïäïò ìå�áó÷çìá�éóìïý Laplae¼ìïéá åßíáé a = 2, b = 10 êáé L[r(x)] = L(1) = 1=s. Ôü�å áðü �ïí �ýðï

(4:3 − 14) ðñïêýð�åé ü�éY (s) =
1s (s2 + 2s+ 10)



ÄéáöïñéêÝò åîéóþóåéò 2çò �Üîçò 47(åðåéäÞ �ï s2 + 2s+ 2 Ý÷åé ñßæåò ìéãáäéêÝò äåí áíáëýå�áé)
=

As +
Bs+ Γs2 + 2s+ 10

=
1

10

1s − 1

10

s+ 2s2 + 2s + 10

=
1

10

1s − 1

10

s+ 2

(s+ 1)2 + 32

=
1

10

1s − 1

10

[ s+ 1

(s+ 1)2 + 32
+

1

3

3

(s+ 1)2 + 32

]ìå�Ü �çí �ñïðïðïßçóç �ïõ ðáñáíïìáó�Þ s2+2s+10 óå Üèñïéóìá �å�ñáãþíùí.¢ñá óýìöùíá ìå �çí (4:3 − 15) ç ìåñéêÞ ëýóç �çò (7) åßíáéy(x) = L−1[Y (s)] = 1

10
− 1

10

(e−x cos 3x+
1

3
e−x sin 3x) :Äßíå�áé ó�ç óõíÝ÷åéá Ýíá ðáñÜäåéãìá, üðïõ ç ëýóç ðñïêýð�åé åõêïëü�åñáìå �ï ìå�áó÷çìá�éóìü Laplae.�áñÜäåéãìá 4.3 - 8¸ó�ù ü�é ç êßíçóç åíüò óõó�Þìá�ïò ðåñéãñÜöå�áé áðü �ç äéáöïñéêÞ åîßóùóçy′′ + 6y′ + 8y = r(t) (9)üðïõ y = y(t) êáé ç óõíÜñ�çóç r(t) ðåñéãñÜöåé ìßá êñïýóç 4 ìïíÜäùí �ç÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ t = 5, åíþ ïé áñ÷éêÝò óõíèÞêåò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò åßíáé y(0) =

0 êáé y′(0) = 3. Ôü�å r(t) = ä(t− 5), ïðü�å, èåùñþí�áò �ï ìå�áó÷çìá�éóìüLaplae êáé �ùí äýï ìåëþí �çò (9) óýìöùíá êáé ìå �ïí �ýðï (4:3 − 14) êáé�ïí �ýðï 17 �ïõ �ßíáêá 3.2 - 1 ÌÜèçìá: Áí�ßó�ñïöïò Ìå�áó÷çìá�éóìüòLaplae, Ý÷ïõìå
(s2 Y (s) − sy0 − y0′)+ 6 (5Y (s)− y0) + 8Y (s) = 4e−5s; (10)ü�áí Y (s) = L[y(t)]. Ç (10), ü�áí ëõèåß ùò ðñïò Y (s), äßíåéY (s) = (

3 + 4e−5s) 1

(s+ 2)(s + 4)



48 ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòÞ ìå�Ü �çí áíÜëõóç óå áðëÜ êëÜóìá�áY (s) = 3

2

(
1s+ 2

− 1s+ 4

)

+

( e−5ss+ 2
− e−5ss+ 4

) : (11)Ôü�å áðü �çí (11) óýìöùíá êáé ìå �ïí �ýðï 3 �ïõ �ßíáêá 3.2 - 1 ðñïêýð�åéü�é y(t) = L−1Y (s) = 3

2

(e−2t − e−4t)
+2u(t− 5)

[e−2(t−5) − e−4(t−5)
] ;äçëáäÞ y(t) = e−2t [3

2
+ 2e10u(t− 5)

]

− e−4t [3
2
+ 2e20u(t− 5)

] :ÔÝëïò ðñÝðåé íá áíáöåñèåß ó�ï óçìåßï áõ�ü ü�é åßíáé ðïëëÝò ïé ðåñéð�þóåéò,ðïõ êáé ïé äýï ìÝèïäïé óå ðïëëÝò åöáñìïãÝò áäõíá�ïýí íá äþóïõí ëýóç. Ó�éòðåñéð�þóåéò áõ�Ýò ÷ñçóéìïðïéïýí�áé êõñßùò áñéèìç�éêÝò ìÝèïäïé.ÁóêÞóåéò1. Íá ëõèïýí ïé ðáñáêÜ�ù äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò, ü�áí y = y(x) êáé y0 =y′0 = 018i) y′′ + 4y′ + 13y = e−x iv) y′′ + 2y′ + y = sin xii) y′′ + y = sin x v) y′′ + y′ = e−x sin xiii) y′′ + 3y′ + 2y = x vi) y′′ + 4y′ + 3y = 4 e−x.2. Äåßî�å ü�é ç äéáöïñéêÞ åîßóùóç y′′ +4y′ +13y = 2Æ(t), üðïõ y = y(x) êáéy0 = y′0 = 0, Ý÷åé ëýóç �çíy(x) = 2e−2x (cos 3x+ sin 3x) :1918(i) 1
30

e−2x (3ex − 3 cos 3x− sin 3x), (ii) 1
2
(−x cos x+ sin x), (iii) − 3

4
− e−2x

4
+e−x + x

2
, (iv) − 1

2
e−x (1 + x− ex cos ), (v) 1

2
e−x (−2 + ex + cos x− sin x),

(vi) e−3x (1− e2x + 2x e2x).19Áðáãïñåýå�áé ç áíáäçìïóßåõóç Þ áíáðáñáãùãÞ �ïõ ðáñüí�ïò ó�ï óýíïëü �ïõ Þ�ìçìÜ�ùí �ïõ ÷ùñßò �ç ãñáð�Þ Üäåéá �ïõ Êáè. Á. ÌðñÜ�óïõ.E-mail: bratsos�teiath.gr URL: http://users.teiath.gr/bratsos/
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