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Κεφάλαιο 1

Προσεγγιστικές Μέθοδοι και
Σφάλµατα

1.1 Εισαγωγή

Στην σύγχρονη εποχή µας καλούµαστε να κατανοήσουµε πολλά ϕυσικά ϕαινόµενα
αλλά και να λύσουµε τεχνολογικά ή άλλα επιστηµονικά προβλήµατα. Η µελέτη και
ερµηνεία αυτών εξηγείται µέσω πάγιων ϑεωριών που ϑεµελιώνονται µε την εξέλιξη της
κάθε επιστήµης που τα µελετά. Πολλές ϕορές είναι απαραίτητο το να γνωρίσουµε
την εξέλιξη του ϕαινοµένου ή να δώσουµε λύση στο τεχνολογικό πρόβληµα. Για αυτό
το λόγο χρησιµοποιούνται τα Μαθηµατικά ως γλώσσα έκφρασης και περιγραφής των
ϕαινοµένων και των προβληµάτων.

Το σύνολο µαθηµατικών εργαλείων (π.χ. των εξισώσεων) αλλά της σχετικής ϑε-
ωρίας που τα συνδέει µε το ϕυσικό πρόβληµα, αποτελούν το µαθηµατικό µοντέλο
που το περιγράφει. Τα µαθηµατικά µοντέλα δεν είναι όµως τέλειες αναπαραστάσεις
της ϕύσης. Υπάρχουν απλοποιητικές παραδοχές ή άγνωστοι παράγοντες που δεν
µπορούµε να ερµηνεύσουµε µέσω των εξισώσεων. ΄Οµως αυτά αποτελούν το µόνο
εργαλείο που έχουµε στη διάθεσή µας για να λύσουµε το ϕυσικό πρόβληµα.

Είναι γνωστό ότι µόνο ένα µικρό µέρος των Μαθηµατικών προβληµάτων µπορούν
να επιλυθούν αναλυτικά, δηλαδή να ϐρεθούν ακριβείς µαθηµατικές εκφρά-
σεις των λύσεών τους. Στην εποχή µας, µε την χρήση υπολογιστικών συστηµάτων,
το µεγαλύτερο µέρος αυτών των προβληµάτων επιλύεται προσεγγιστικά από ταχύ-
τατες και ιδιαίτερα ακριβείς µεθόδους. Αυτές τις µεθόδους τις ονοµάζουµε Αριθ-
µητικές Μεθόδους και το πεδίο της επιστήµης των Μαθηµατικών που τις µελετά
ονοµάζεται Αριθµητική Ανάλυση ή και µερικές ϕορές Υπολογιστικά Μαθηµατικά (αν
και δεν είναι ταυτόσηµες αυτές οι έννοιες).

Ορισµός 1.1.1 Η Αριθµητική Ανάλυση είναι ο κλάδος των Μαθηµατικών που µελετά
και αναπτύσσει διακριτά (και όχι συνεχή) µαθηµατικά µοντέλα τα οποία παράγουν
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προσεγγιστικές λύσεις στα διάφορα Μαθηµατικά προβλήµατα. �

Οι µέθοδοι της Αριθµητικής Ανάλυσης είναι αλγοριθµικές.

Ορισµός 1.1.2 Αλγόριθµος είναι ένα σύνολο ϐηµάτων (ή διαδικασιών) οι οποίες χρη-
σιµοποιούνται για την επίλυση ενός προβλήµατος. �

Μερικές από τις αριθµητικές (προσεγγιστικές) µεθόδους και τους αντίστοι-
χους αλγορίθµους τους που ϑα µελετήσουµε είχαν αναπτυχθεί πριν την έλευση
των ηλεκτρονικών υπολογιστών στη Ϲωή µας. Οι µέθοδοι όµως αυτές, αλλά και άλ-
λες, ϐρήκαν πρόσφορο έδαφος για την εφαρµογή τους µέσω των υπολογιστών. Η
επιτακτική ανάγκη για προσεγγιστικές λύσεις όλο και περισσότερων ϕυσικών προ-
ϐληµάτων υπήρξε η εφαλτήρια δύναµη εξέλιξης των υπολογιστών δύναµη κατά τις
πρώτες δεκαετίες της ύπαρξής τους.

Η υλοποίηση των αλγορίθµων γίνεται από τους ηλεκτρονικούς υπολογιστές, προ-
γραµµατίζοντας τις µεθόδους µε µία κατάλληλη γλώσσα προγραµµατισµού (π.χ.Fortran,
Matlab, C). Στις σηµειώσεις αυτές ϑα ασχοληθούµε µε µεθόδους των Μαθηµατικών
οι οποίες χρησιµοποιούνται για την (προσεγγιστική) επίλυση µαθηµατικών προβλη-
µάτων που αντιµετωπίζουν συνήθως οι µηχανικοί.

1.2 Σφάλµατα και προσεγγίσεις

Η έννοια του σφάλµατος είναι άµεσα συνδεδεµένη µε τις προσεγγιστικές µεθόδους
µίας και, από την ϕύση τους, οι µέθοδοι αυτές παράγουν (διακριτά ή αριθµητικά
συνήθως) αποτελέσµατα που είναι ¨κοντά¨ αλλά όχι ίσα µε τα αναλυτικά. Επίσης, η
χρήση του ίδιου του υπολογιστή και οι χειρισµός αριθµητικών ποσοτήτων µε αυτόν
παράγει νέα σφάλµατα. Ας δούµε ένα παράδειγµα.

Παράδειγµα 1.2.1 Από τις Σηµειώσεις Αριθµητικής Ανάλυσης του καθ. Χ. Τσίτουρα
(ΤΕΙ Στερεάς Ελλάδος) και από το διαδίκτυο δανειζόµαστε το ακόλουθο παράδειγµα.
Στις 25/2/1991, στην πόλη Νταχράν της Σ. Αραβίας, κατά την διάρκεια του πόλεµου
στον κόλπο, µία Αµερικάνικη συστοιχία πυραύλων τύπου Patriot, απέτυχε να εντοπίσει
και να εξουδετερώσει έναν Ιρακινό πύραυλο τύπου Scud. Ο Scud χτύπησε ένα στόχο
του Αµερικάνικου στρατού, σκοτώνοντας 28 στρατιώτες και τραυµατίζοντας 100. Αίτιο
της αποτυχίας ήταν τα λάθη στρογγυλοποιήσεων στον υπολογισµό του χρόνου. Ειδικό-
τερα ο χρόνος χωριζόταν σε δέκατα του second και χρησιµοποιούσε ένα καταχωρητή
24 δυαδικών ϑέσεων για αποθήκευση. Ο αριθµός

1/10 = 1/24 + 1/25 + 1/28 + 1/29 + 1/212 + 1/213 + ........

∆ηλαδή η δυαδική αναπαράσταση του1/10 είναι

0.000110011001100110011001100....
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Ο καταχωρητής των Patriot αποθήκευε µόνο το

0.0001100110011001100110

παράγοντας ένα λάθος

0.000000000000000000000001100...

στο δυαδικό σύστηµα, ή περίπου 0.000000095 στο δεκαδικό.
∆ηλαδή ακόµα και ο απλός αριθµός 0.1 αναπαριστάνεται λάθος στους Η/Υ. ΄Επειτα
από 100 ώρες σε λειτουργία η συστοιχία µέτρησε 100 × 3600 × 10 = 3600000 δέκατα
του second παράγοντας λάθος 0.000000095 × 3600000 = 0.342sec. Ο Scud ταξίδευε
µε ταχύτητα 1, 676m/sec και σε 0.342s ήταν 573m µακρύτερα από το αναµενόµενο.
Ο ακόλουθος πίνακας αφορά το συγκεκριµένο πρόβληµα:

Hours Secs Calc. Time (s) Range Gate (s) Appr.Inacc. Shift (m)
0 0 0 0 0
1 3600 3599.9966 .0034 7
8 28800 28799.9725 .0025 55

20(a) 72000 71999.9313 .0687 137
48 172800 172799.8352 .1648 330
72 259200 259199.7528 .2472 494

100(b) 360000 359999.6667 .3433 687
a. Continuous operation exceeding about 20 hours–target outside range gate
b. Alpha Battery ran continuously for about 100 hours
Πηγή ίντερνετ: GAO/IMTEC-92-26 Patriot Missile Software Problem

΄Ενα άλλο παράδειγµα από τη ϕυσική ϑα µας αναδείξει άλλα είδη σφαλµάτων.

Παράδειγµα 1.2.2 ΄Εστω ότι ϑέλουµε να παρατηρήσουµε την πτώση ενός αντικειµέ-
νου και να υπολογίσουµε την ταχύτητά του σε κάθε στιγµή της πτώσης.
Το µαθηµατικό µοντέλο.
Οι δυνάµεις που ασκούνται είναι η ϐαρυτική δύναµη FB = m · g και η αντίσταση του
αέρα FA = −c · v (ή −c · v2) και c µία σταθερά µε µονάδες Kgr/sec, η οποία εξαρτάται
από το σχήµα του αντικειµένου. Από τη Φυσική γνωρίζουµε ότι ισχύει F = FA + FB
και αφού

F = m
dv

dt

η διαφορική εξίσωση που κυβερνά την πτώση είναι η

m
dv

dt
= m · g − c · v ⇔ dv

dt
= g − c

m
.v
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Σχήµα 1.1: Οι δυνάµεις που ασκούνται κατά την πτώση του σώµατος.

Η αναλυτική λύση.
Από την ϑεωρία των διαφορικών εξισώσεων µπορούµε να υπολογίσουµε την ακριβή
λύση του προβλήµατος που είναι η :

v(t) =
g ·m
c

(
1− e−

c
m
t
)
.

Πράγµατι, ισχύει
dv

dt
= −g ·m

c
(− c

m
)e−

c
m
t = g · e−

c
m
t.

Αν αντικαταστήσουµε στην διαφορική εξίσωση την λύση ϐλέπουµε ότι την ικανοποιεί.

dv

dt
= g − c

m
v(t)⇔ dv

dt
= g − c

m

g ·m
c

(
1− e−

c
m
t
)
⇔ dv

dt
= g · e−

c
m
t

Μία προσεγγιστική λύση.
Γνωρίζουµε από το γυµνάσιο ότι

dv

dt
= lim∆t→0

∆v

∆t

Οπότε µπορούµε να προσεγγίσουµε την παράγωγο από τον τύπο :

dv

dt
≈ ∆v

∆t
=
v(ti+1)− v(ti)

ti+1 − ti

και όταν αντικαταστήσουµε στην διαφορική εξίσωση έχουµε έναν διακριτό τύπο

v(ti+1)− v(ti)

ti+1 − ti
= g − c

m
v(ti)⇔ v(ti+1) = v(ti) +

(
g − c

m
v(ti)

)
(ti+1 − ti)
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Σχήµα 1.2: Προσέγγιση της παραγώγου

ο οποίος προσεγγίζει την ταχύτητα στο σηµείο χρόνου ti+1 από την τιµή στο ti.

Μία εφαρµογή και τα σφάλµατα.

΄Εστω ότι c = 12.5Kgr/sec, g = 9.8m/sec2 και την αρχική στιγµή t = 0 έχουµε
v(0) = 0 για την πτώση ενός σώµατος µε µάζα m = 68.2Kgr/sec. Η ακριβής λύση
ισούται µε

v(t) = 53.39
(
1− e−0.18355t

)
.

Για µεγάλο t ο όρος e−0.18355t γίνεται µικρός (άρα αµελητέος) οπότε η συνολική δύναµη
που ασκείται στο σώµα είναι F = 0 και το σώµα έχει µηδενική επιτάχυνση, οπότε το
σώµα κινείται µε σταθερή ταχύτητα. Για την χρονική στιγµή t = 2 ο προσεγγιστικός
τύπος υπολογίζει την προσέγγιση του u(2) ως εξής :

v(2) = v(0) +
(
g − c

m
v(0)

)
(2− 0) = 0 + g · 2 = 19.6

Στον πίνακα που ακολουθεί παρουσιάζουµε την τιµή της ταχύτητας και της προσέγγισής
της σε διάφορες χρονικές στιγµές.
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t v(t) προσέγγιση
0 0 0
2 16.40 19.60
4 27.77 32.00
6 35.64 39.85
8 41.10 44.82
10 44.87 47.97
12 47.49 49.96
∞ 53.59

∆ύο είναι οι πηγές των σφαλµάτων.

α Το σφάλµα διακριτοποίησης (προσέγγισης) της παραγώγου.

ϐ Τα σφάλµατα στρογγυλοποίησης από τον χειρισµό των αριθµητικών πράξεων στον
Η/Υ.

�

Η επιλογή της µεθόδου προσέγγισης µπορεί να επηρεάσει το αποτέλεσµα των υπο-
λογισµών.

Παράδειγµα 1.2.3 ΄Εστω ότι ϑέλουµε να υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα

I =

∫ 1

0

ex
2

dx.

Είναι γνωστό, από την Μαθηµατική Ανάλυση , ότι το ανάπτυγµα Taylor µε κέντρο το 0
της ex είναι :

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+
x4

4!
+
x5

5!
+
x6

6!
+ · · · .

Οπότε το ανάπτυγµα Taylor της προς ολοκλήρωσης συνάρτησης είναι :

ex
2

= 1 + x2 +
x4

2!
+
x6

3!
+
x8

4!
+
x10

5!
+
x12

6!
+ · · ·

Εµείς ϑα προσεγγίσουµε το ολοκλήρωµα αντικαθιστώντας την προς ολοκλήρωση πο-
σότητα µε την προσέγγισή της µε ένα πολυώνυµο Taylor ϐαθµού 4 αρχικά και ϐαθµού
6 στη συνέχεια. ∆ηλαδή ϑα υπολογίσουµε τις προσεγγίσεις :

I1 =

∫ 1

0

1 + x2 +
x4

2!
dx και I2 =

∫ 1

0

1 + x2 +
x4

2!
+
x6

3!
dx
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Σχήµα 1.3: Προσέγγιση του ολοκληρώµατος

Στο σχήµα (1.3)φαίνονται οι τρεις καµπύλες που χρησιµοποιήσαµε και το κάθε ολο-
κλήρωµα είναι ίσο µε το εµβαδόν µεταξύ της κάθε καµπύλης και του άξονα των x.
Το µέγεθος των αναµενόµενων σφαλµάτων µπορούµε να το υπολογίσουµε από τους
τύπους :

I − I1 =

∫ 1

0

(
x6

3!
+
x8

4!
+
x10

5!
+
x12

6!
+ · · ·

)
dx =

=

[
x7

7 · 3!
+

x9

9 · 4!
+

x11

11 · 5!
+

x13

13 · 6!
+ · · ·

]1

0

≈

≈
[
x7

7 · 3!
+

x9

9 · 4!
+

x11

11 · 5!
+

x13

13 · 6!

]1

0

≈ 0.0293.

I − I2 =

∫ 1

0

(
x8

4!
+
x10

5!
+
x12

6!
+ · · ·

)
dx =

=

[
x9

9 · 4!
+

x11

11 · 5!
+

x13

13 · 6!
+ · · ·

]1

0

≈

≈
[
x9

9 · 4!
+

x11

11 · 5!
+

x13

13 · 6!

]1

0

≈ 0.0055.
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�

΄Οπως είδαµε οι προσεγγίσεις εµπεριέχουν σφάλµατα και για αυτό το λόγο παρα-
ϑέτουµε τον ακόλουθο ορισµό.

Ορισµός 1.2.1 ΄Εστω ότι το xeval είναι µία προσέγγιση µίας ποσότητας xtrue. Ως από-
λυτο σφάλµα ορίζουµε την ποσότητα

err = ‖xeval − xtrue‖.

Ως σχετικό σφάλµα ορίζουµε την ποσότητα

relerr =
‖xeval − xtrue‖
‖xtrue‖

δεδοµένου ότι ‖xtrue‖ 6= 0. �

Για ϐαθµωτές ποσότητες (αριθµητικές) ως ‖ · ‖ νοείται η απόλυτη τιµή, ενώ στην
περίπτωση που οι ποσότητες είναι διανυσµατικές νοείται κάποια νόρµα. Η σηµασία
της τιµής του απόλυτου σφάλµατος εξαρτάται από τη ϕύση της ποσότητας που προ-
σεγγίζουµε. Για παράδειγµα, αν η προς προσέγγιση ποσότητα είναι της τάξης του
10−2, ένα σφάλµα 0.008 ϑεωρείται πολύ µεγάλο. Στην περίπτωση όµως που η προς
προσέγγιση ποσότητα είναι της τάξης του 105, ένα σφάλµα 0.008 µπορεί να ϑεωρηθεί
αµελητέο. Για αυτόν τον λόγο, πολλές ϕορές προτιµάµε να εξετάζουµε το σχετικό
σφάλµα.

Πολλές από τις προσεγγιστικές διαδικασίες είναι επαναληπτικές. Ξεκινώντας από
µία αρχική τιµή x0, µία διαδικασία της µορφής

xk+1 = F (xk), k = 0, 1, 2, ...

υλοποιείται για να υπολογίσει µία ακολουθία τιµών, η οποία ευελπιστούµε να προ-
σεγγίζει την ακριβή τιµή. Εάν τελικά η διαδικασία προσεγγίζει τη λύση που ϑέλουµε
τότε λέµε ότι αυτή συγκλίνει, ενώ σε αντίθετη περίπτωση η διαδικασία αποκλίνει.
Η επιλογή της αρχικής τιµής µπορεί να επηρεάσει το αποτέλεσµα, όσο αφορά την
σύγκλιση ή µη της επαναληπτικής διαδικασίας. Επειδή, συνήθως, δεν γνωρίζουµε
την ακριβή λύση η επαναληπτική διαδικασία διακόπτεται όταν η διαφορά δύο δια-
δοχικών προσεγγίσεων είναι µικρότερη από µία τιµή ανοχής που ορίζουµε ή όταν
ξεπεράσουµε έναν αριθµό επαναλήψεων που έχουµε ορίσει.

Ορισµός 1.2.2 Ορίζουµε ως ακρίβεια (accuracy) µίας επαναληπτικής (αλλά και
οποιασδήποτε άλλης προσεγγιστικής) διαδικασίας τον αριθµό των σηµαντικών ψηφίων
στα οποία η ακριβής ποσότητα προσεγγίζεται από την προσεγγιστική. �
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Η ακρίβεια είναι ένα µέτρο του πόσο κοντά στην ακριβή λύση ϐρίσκεται η προσέγγισή
µας και µπορεί να καταγραφεί υπολογίζοντας την ποσότητα:

accuracy = − log10 (err) ή accuracy = − log10 (relerr) .

Παίρνοντας τον µείον δεκαδικό λογάριθµο ενός σφάλµατος (απόλυτου ή σχετικού)
έχουµε µία προσέγγιση των δεκαδικών του ψηφίων. Οι ποσότητες αυτές συνήθως
στρογγυλοποιούνται στον πλησιέστερο ακέραιο αριθµό δεκαδικών ψηφίων.

Στην περίπτωση που δε γνωρίζουµε την ακριβή τιµή, ένα µέτρο του πόσο επιτυχής
είναι µία επαναληπτική διαδικασία είναι η precision (επακρίβεια).

Ορισµός 1.2.3 Ως επακρίβεια ή προσεγγιστική ακρίβεια (precision) ορίζουµε την
ποσότητα µετρά πόσο κοντά είναι µεταξύ τους είναι οι διαδοχικές προσεγγίσεις που
υπολογίζουµε. �

Η επακρίβεια µπορεί να καθοριστεί και µαθηµατικά από τους τύπους :

precision = − log10 (‖xk+1 − xk‖) ή precision = − log10

(
‖xk+1 − xk‖
‖xk+1‖

)
.

Αν και δεν είναι απαραίτητο, τα αποτελέσµατα των παραπάνω τύπων µπορούν να
στρογγυλοποιούνται στον πλησιέστερο ακέραιο αριθµό δεκαδικών ψηφίων. Οι έννοιες
αυτές παρουσιάζονται σχηµατικά στο Σχήµα 1.2.

um��
��
&%
'$
&%
'$

××
×××

Μεγάλη Accuracy

um��
��
&%
'$
&%
'$
×××
××

Μεγάλη Precision

um��
��
&%
'$
&%
'$

×
××××

Μεγάλη Accuracy και Precision

Σχήµα 1.4: Σχηµατικά η Accuracy και η Precision

Μία επαναληπτική προσεγγιστική διαδικασία τερµατίζεται στην πράξη όταν ικα-
νοποιηθεί κάποιο κριτήριο διακοπής. Τα κριτήρια αυτά µπορεί να αφορούν κάποια
µέτρα του σφάλµατος ή έναν µέγιστο αριθµό των επαναλήψεων της διαδικασίας.

Εφόσον συνήθως δεν γνωρίζουµε την ακριβή τιµή της λύσης, τα ϐασικά µέτρα
σφάλµατος ϐασίζονται στην επακρίβεια. ∆ηλαδή, κριτήρια τερµατισµού της επανα-
ληπτικής διαδικασίας µπορεί να είναι είναι
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‖xk+1 − xk‖ < tol ή
‖xk+1 − xk‖
‖xk+1‖

< tol (‖xk+1‖ 6= 0)

όπου tol µία ανοχή η οποία καθορίζεται από αυτόν που λύνει το πρόβληµα.

Παράδειγµα 1.2.4 ΄Εστω ότι ϑέλουµε να λύσουµε στην εξίσωση f(x) = x2 − a όπου
a > 0. ∆ηλαδή αναζητούµε µία προσεγγιστική διαδικασία για την εύρεση της τετραγω-
νικής ϱίζας του a. Θεωρούµε ότι x 6= 0 και εκτελούµε τις ισοδύναµες πράξεις :

x2 − a = 0⇔ 2x2 = x2 + a⇔ x =
1

2

x2 + a

x
⇔ x =

1

2
(x+

a

x
)

Ορίζουµε την επαναληπτική διαδικασία :

xk+1 =
1

2
(xk +

a

xk
) για x0 = a > 0. (1.1)

Αποδεικνύεται ότι, η διαδικασία αυτή συγκλίνει στο µοναδικό (για διαστήµατα στον
ϑετικό ηµιάξονα των x) σταθερό σηµείο το οποίο είναι η

√
a.

Θα εφαρµόσουµε την επαναληπτική διαδικασία (1.1) για a = 5 και ϑα αναζητήσουµε
µία προσέγγιση του

√
5 = 2.2360679 . . .. Ως κριτήριο διακοπής Ϲητάµε η επακρίβεια (α-

πόλυτη διαφορά δύο διαδοχικών επαναλήψεων) να είναι µικρότερη από την παράµετρο
ανοχής tol = 0.003.

Βήµα 1 Υπολογίζουµε,

x1 =
1

2
(x0 +

5

x0

) =
1

2
(5 +

5

5
) = 3

Εφόσον |x1 − x0| = |3− 5| = 2 > tol = 0.003 η διαδικασία συνεχίζεται.

Βήµα 2 Υπολογίζουµε,

x2 =
1

2
(x1 +

5

x1

) =
1

2
(3 +

5

3
) =

14

6
= 2.333333

Εφόσον |x2 − x1| = |2.333333 − 3| = 0.666667 > tol = 0.003 η διαδικασία
συνεχίζεται.

Βήµα 3 Υπολογίζουµε,

x3 =
1

2
(x2 +

5

x2

) =
1

2
(2.33333 +

5

2.33333
) = 2.238095

Εφόσον |x3−x2| = |2.238095−2.333333| = 0.095238 > tol = 0.003 η διαδικασία
συνεχίζεται.
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Βήµα 4 Υπολογίζουµε,

x4 =
1

2
(x3 +

5

x3

) =
1

2
(2.238095 +

5

2.238095
) = 2.236069

Εφόσον |x4−x3| = |2.236069−2.238095| = 0.002026 < tol = 0.003 η διαδικασία
τερµατίζεται.

Η προσεγγιστική τιµή
√

5 ≈ 2.236069 επιτεύχθηκε σε µόλις τέσσερις επαναλήψεις µε
ϐάση την παράµετρο ανοχής που έχουµε ϑεωρήσει. �

1.3 Αναπαράσταση αριθµών και στρογγυλοποίηση.

΄Εστω ότι προσεγγίζουµε µία τιµή xtrue µε µία προσεγγιστική xeval, τότε λέµε ότι η
προσέγγιση είναι σε k σηµαντικά (significant) δεκαδικά ψηφία όταν για το απόλυτο
σφάλµα ισχύει :

|xeval − xtrue| ≤
1

2
× 10−k.

Παράδειγµα 1.3.1 Ας δούµε ένα παράδειγµα, έστω xtrue = 0.89431 τότε το xeval =
0.8943 είναι µία προσέγγιση σε τέσσερα σηµαντικά ψηφία διότι

|xeval − xtrue| = |0.8943− 0.89431| = 0.00001 ≤ 1

2
× 10−4 = 0.00005.

Επίσης έστω xtrue = 0.00369 τότε το xeval = 0.0037 είναι µία προσέγγιση σε τέσσερα
σηµαντικά ψηφία διότι

|xeval − xtrue| = |0.00369− 0.0037| = 0.00001 ≤ 1

2
× 10−4 = 0.00005.

�
Τέτοιες προσεγγίσεις είναι ισοδύναµες όταν αυτές αποτελούν τελικές προσεγγίσεις

µετά από µία σειρά υπολογισµούς οπότε και µας ενδιαφέρει το απόλυτο σφάλµα. Μπο-
ϱεί όµως αυτές οι προσεγγίσεις αποτελούν ενδιάµεσες προσεγγίσεις και επακολουθούν
άλλες πράξεις. Για παράδειγµα εάν ϑέλουµε να υπολογίσουµε το 1/xtrueκαι το προ-
σεγγίσουµε µε το 1/xeval έχουµε για την πρώτη περίπτωση:
1/xtrue = 1/0.89431 = 1.118180496695777 τότε το 1/xeval = 1/0.8943 = 1.118193000111819
οπότε διατηρούνται τα 4 σηµαντικά ψηφία στην προσέγγιση διότι :

|1/xeval − 1/xtrue| = 0.0000125034 ≤ 1

2
× 10−4 = 0.00005.

Για την δεύτερη περίπτωση έχουµε :



20

1/xtrue = 1/0.00369 = 271.0027100 τότε το 1/xeval = 1/0.0037 = 270.27027 όπου
παρατηρούµε ότι δεν διατηρείται ούτε ένα σηµαντικό ψηφίο στην προσέγγιση διότι :

|1/xeval − 1/xtrue| = 0.7324399.

�

Αυτό µας οδηγεί στο συµπέρασµα ότι προσεγγίσεις µικρών αριθµών (οι οποίοι µπο-
ϱούν να προκύψουν ακόµη και από µία απλή αφαίρεση) όταν χρησιµοποιούνται σε
παρονοµαστές πράξεων οδηγούν σε µεγέθυνση των σφαλµάτων των αριθµητικών υπο-
λογισµών. Αυτό το ϕαινόµενο είναι συνηθισµένο στους αριθµητικούς υπολογισµούς
στον υπολογιστή και ϑα πρέπει να το προσέχουµε.

Παράδειγµα 1.3.2 Θεωρούµε τη δευτεροβάθµια εξίσωση:

ax2 + bx+ c = 0

για την οποία έχουµε 2 ϑετικές ϱίζες, δηλαδή ισχύει a 6= 0 και ∆ = b2− 4ac > 0. Είναι
γνωστό ότι οι ϱίζες της εξίσωσης αυτής δίνονται από τους τύπους :

x1 =
−b+

√
∆

2a
(1) και x2 =

−b−
√

∆

2a
(2)

Εάν πολλαπλασιάσουµε τον αριθµητή και τον παρανοµαστή καθεµίας από αυτές τις
εκφράσεις µε τη συζυγή παράσταση του αριθµητή της (b+

√
∆ και b−

√
∆ αντίστοιχα)

καταλήγουµε σε ισοδύναµες εκφράσεις για τις ϱίζες :

x1 =
−b+

√
∆

2a
=

(
−b+

√
∆
)(

b+
√

∆
)

2a
(
b+
√

∆
) =

=
(b2 − 4ac)− b2

2a
(
b+
√

∆
) =

−4ac

2a
(
b+
√

∆
) =

−2c(
b+
√

∆
) (3)

και

x2 =
−b−

√
∆

2a
=

(
−b−

√
∆
)(

b−
√

∆
)

2a
(
b−
√

∆
) =

=
(b2 − 4ac)− b2

2a
(
b−
√

∆
) =

−4ac

2a
(
b−
√

∆
) =

−2c(
b−
√

∆
) (4).
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Θα ανάµενε κάποιος ότι τα δύο αυτά Ϲεύγη ϱιζών ϑα έδιναν τα ίδια αποτελέσµατα,
και σε κάθε περίπτωση στον υπολογιστή ϑα υπολογίζαµε τις ίδιες ϱίζες. Ωστόσο, στην
περίπτωση όπου |b| ≈

√
∆ δεν ισχύει κάτι τέτοιο.

Χρησιµοποιώντας τους παραπάνω τύπους, υπολογίσαµε στον υπολογιστή τις ϱίζες
για τις ακόλουθες δευτεροβάθµιες :

1) x2 − 1000.001x+ 1 = 0
2) x2 + 1000.001x+ 1 = 0
3) x2 − 10000.0001x+ 1 = 0
4) x2 + 10000.0001x+ 1 = 0
5) x2 − 100000.00001x+ 1 = 0
6) x2 + 100000.00001x+ 1 = 0
7) x2 − 1000000.000001x+ 1 = 0
8) x2 + 1000000.000001x+ 1 = 0

Ως µέτρο του σφάλµατος για κάθε µία από τις ϱίζες καταγράψαµε στον επόµενο πίνακα,
για κάθε πρόβληµα, το πόσο αποτυγχάνει να ικανοποιήσει την δευτεροβάθµια

x2 + bx+ c = 0.

Σφάλµα τύπου
1 2 3 4

1 0.000000e+ 000 2.364686e− 011 2.364686e− 005 1.110223e− 016
2 2.364686e− 011 0.000000e+ 000 1.110223e− 016 2.364686e− 005
3 0.000000e+ 000 −2.022716e− 009 −2.022716e− 001 1.110223e− 016
4 −2.022716e− 009 0.000000e+ 000 1.110223e− 016 −2.022716e− 001
5 0.000000e+ 000 −3.385358e− 007 −3.385358e+ 003 0.000000e+ 000
6 −3.385358e− 007 0.000000e+ 000 0.000000e+ 000 −3.385358e+ 003
7 0.000000e+ 000 −7.614493e− 006 −7.614493e+ 006 1.110223e− 016
8 −7.614493e− 006 0.000000e+ 000 1.110223e− 016 −7.614493e+ 006

Με ϐάση τα παραπάνω αποτελέσµατα µπορούµε να διατυπώσουµε έναν κανόνα για τον
ποιο τύπο ϑα χρησιµοποιούµε για τον υπολογισµό κάθε ϱίζας, ανάλογα µε το πρόσηµο
του συντελεστή του πρωτοβάθµιου b, στην περίπτωση όπου |b| ≈

√
∆.

΄Οταν b < 0, οι τύποι που πρέπει να επιλέξουµε είναι οι (1) και (4).

΄Οταν b > 0, οι τύποι που πρέπει να επιλέξουµε είναι οι (2) και (3).

Παρατηρούµε ότι τα σφάλµατα µπορεί να είναι τόσο σηµαντικά ώστε να αξίζει η συγκε-
κριµένη µελέτη.

�
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Στον παραπάνω πίνακα τα αποτελέσµατα εµφανίζονται στην εκθετική µορφή ανα-
παράστασής τους όπως συνήθως γίνεται στους υπολογιστές. Η εκθετική µορφή
αναπαράστασης αριθµού έχει τη µορφή:

α.βe± c

όπου το α είναι το ακέραιο µέρος, το β το δεκαδικό και ± το εκθετικό µέρος της
αναπαράστασης του αριθµού. Για καθένα από τα α, β και c µπορεί να διατίθενται
ένα ένας συγκεκριµένος αριθµός ψηφίων (ανάλογα µε το περιβάλλον που εµφανίζεται
ο αριθµός).
΄Ενας τέτοιος αριθµός διαβάζεται ως

α.β × 10±c

Για παράδειγµα το 2.1423e+ 02 είναι η εκθετική αναπαράσταση του 2.1423× 10+2 =
214.23 , ενώ το 2.1423e − 003 είναι η εκθετική αναπαράσταση του 2.1423 × 10−3 =
0.0021423.

΄Εστω x ∈ IR, ο οποίος γενικά αναπαρίσταται µε άπειρα δεκαδικά ψηφία. Θα
λέµε ότι ο αριθµός αυτός στρογγυλοποιείται σε ένα αριθµό µε k δεκαδικά ψηφία
(τον οποίο συµβολίζουµε µε x(k) όταν το σφάλµα στρογγυλοποίησης είναι :∣∣x− x(k)

∣∣ ≤ 1

2
× 10−k.

Παράδειγµα 1.3.3 Για παράδειγµα, έστω x = 8.9549966666...., τότε x(3) = 8.955 διότι∣∣x− x(3)
∣∣ = |8.9549966666....− 8.955| = 0.00000334.. ≤ 1

2
× 10−3 = 0.0005

αλλά δεν ισχύει x(3) = 8.954 διότι∣∣x− x(3)
∣∣ = |8.9549966666....− 8.954| = 0.00099667.. ≥ 1

2
× 10−3 = 0.0005.

Επίσης ισχύει x(7) = 8.9549967 διότι∣∣x− x(7)
∣∣ = |8.9549966666....− 8.9549967| = 0.0000000334.. ≤ 1

2
× 10−7 =

= 0.00000005.

΄Οµως δεν ισχύει x(7) = 8.95499667 διότι∣∣x− x(7)
∣∣ = |8.9549966666....− 8.9549966| = 0.0000000666.. ≥ 1

2
× 10−7 =

= 0.00000005
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Ενώ για αριθµούς όπως ο x = 3.544550 ισχύει ότι x(4) = 3.5446 διότι

∣∣x− x(4)
∣∣ = |3.544550− 3.5446| = 0.00005.. ≤ 1

2
× 10−4 = 0.00005

αλλά και x(4) = 3.5445 διότι∣∣x− x(4)
∣∣ = |3.544550− 3.5445| = 0.00005.. ≤ 1

2
× 10−4 = 0.00005.

Επίσης, x(2) = 3.54 διότι

∣∣x− x(2)
∣∣ = |3.544550− 3.54| = 0.004550 ≤ 1

2
× 10−2 = 0.005.

�

Η στρογγυλοποίηση αριθµών, είτε γίνεται από τον άνθρωπο είτε από υπολογιστή,
ενέχει την έννοια του σφάλµατος στους υπολογισµούς που γίνονται µε στρογγυλοποι-
ηµένες ποσότητες. Στους υπολογιστές, αριθµοί µε πολλά ή άπειρα δεκαδικά ψηφία
στρογγυλοποιούνται λόγω του τρόπου αναπαράστασης και αποθήκευσης των αριθµών
κινητής υποδιαστολής στην µνήµη και τα µέσα αποθήκευσης.

Στην Αριθµητική Ανάλυση και στους υπολογιστές χειριζόµαστε κυρίως αριθµητι-
κές ποσότητες κινητής υποδιαστολής (floating point). Ο αριθµός των δεκαδικών
ψηφίων στην στρογγυλοποίηση ενός αριθµού εξαρτάται από τον τύπο του αριθµού
κινητής υποδιαστολής στον οποίο στρογγυλοποιούµε αλλά και τις διάφορες τεχνικές
στρογγυλοποίησης (προς τα πάνω, προς τα κάτω, αποκοπή ψηφίων ή στρογγυλοποί-
ηση στο κοντινότερο αριθµό).

Εµείς, σε όλη στους υπολογισµούς των παραδειγµάτων του µαθήµατος µας
ϑα χρησιµοποιούµε προς τα πάνω στρογγυλοποίηση, η οποία είναι και η συνήθης
στον υπολογιστή. ∆ηλαδή, όταν ϑέλουµε να κάνουµε πράξεις και να εµφανίζουµε
τα αποτελέσµατά µας µε 3 δεκαδικά ψηφία την ποσότητα 3.4556 ϑα την στρογγυλο-
ποιούµε στην 3.456, την 3.4554 ϑα την στρογγυλοποιούµε στην 3.455 και την 3.4555
στην 3.456.

1.4 Ερωτήσεις

Ερώτηση 1.4.1 Τι ονοµάζεται αναλυτική και τι αριθµητική (προσεγγιστική) λύση ενός
Μαθηµατικού προβλήµατος. Τι εµπεριέχει µία αριθµητική λύση ;

Ερώτηση 1.4.2 Τι ορίζουµε ως απόλυτο και τι ως σχετικό σφάλµα µιας προσέγγισης
µίας αριθµητικής ποσότητας;
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Ερώτηση 1.4.3 Ποια είναι η γενική µορφή µίας επαναληπτικής διαδικασίας; Τι εννο-
ούµε όταν λέµε ότι η επαναληπτική διαδικασία αποκλίνει; Τι µπορεί να επηρεάσει τη
σύγκλιση ή ή µίας επαναληπτικής διαδικασίας;

Ερώτηση 1.4.4 Τι ορίζουµε ως ακρίβεια (accuracy) και τι επακρίβεια ή προσεγγιστική
ακρίβεια (precision) µίας επαναληπτικής διαδικασίας; Πότε επιλέγουµε να καταγρά-
ψουµε την προσεγγιστική ακρίβεια µίας επαναληπτικής διαδικασίας και πότε µπορούµε
να υπολογίσουµε την ακρίβεια;

Ερώτηση 1.4.5 Ποια κριτήρια µπορούν να επιλεγούν για τον τερµατισµό µίας επανα-
ληπτικής προσεγγιστικής διαδικασίας ;

Ερώτηση 1.4.6 Σε µία προσέγγιση µίας ακριβής τιµής xtrue από µία προσεγγιστική
xeval, πότε λέµε ότι το k-οστό δεκαδικό ψηφίο της προσεγγιστικής τιµής είναι σηµαντικό
(significant);

Ερώτηση 1.4.7 ΄Εστω x ∈ IR, ο οποίος γενικά αναπαρίσταται µε άπειρα δεκαδικά
ψηφία. Πότε λέµε ότι ο αριθµός αυτός στρογγυλοποιείται σε ένα αριθµό (τον οποίο
συµβολίζουµε µε x(k) ) µε k δεκαδικά ψηφία;



Κεφάλαιο 2

Αριθµητική Επίλυση Μη Γραµµικών
Εξισώσεων

2.1 Εισαγωγή

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα ασχοληθούµε µε µεθόδους για την εύρεση ϱιζών εξισώσεων
της µορφής:

f (x) = 0 (2.1)
όπου f ∈ C [α, β] . Μία τέτοια εξίσωση µπορεί να έχει καµία, µία ή πολλές (πραγµα-
τικές ή µιγαδικές) ϱίζες. Υποθέτουµε ότι έχουµε εξασφαλίσει την ύπαρξη τουλάχιστον
µίας ϱίζας και µε κάποιον τρόπο (γραφικά ή διαφορετικά) έχουµε ϐρει µία περιοχή
του πεδίου ορισµού της συνάρτησης στο οποίο υπάρχει τουλάχιστον µία ϱίζα. Οι
περισσότερες εξισώσεις της µορφής (2.1) δεν µπορούν να λυθούν µε αναλυτικές (α-
κριβείς) µαθηµατικές διαδικασίες. ΄Ετσι, προσεγγιστικές µέθοδοι χρησιµοποιούνται
για την εύρεση των ϱιζών.

2.2 Μέθοδοι Εγκλεισµού

Στις ακόλουθες παραγράφους ϑα µας απασχολήσουν µέθοδοι εύρεσης ϱιζών οι οποί-
ες µε επαναληπτικό τρόπο, ξεκινώντας από ένα διάστηµα στο οποίο γνωρίζουµε ότι
υπάρχει µία ϱίζα, δηµιουργούν διαστήµατα µικρότερου πλάτους από το αρχικό στα
οποία περιέχεται η ϱίζα.

Υποθέτουµε ότι έχουµε εντοπίσει ένα διάστηµα [α, β] στο οποίο υπάρχει τουλάχι-
στο µία ϱίζα. Σύµφωνα µε τα όσα γνωρίζουµε από την Μαθηµατική Ανάλυση (Θεώρη-
µα Θεώρηµα Bolzano, Σχήµα 2.1), για συνεχείς συναρτήσεις, µία ικανή συνθήκη για
να ισχύει αυτό είναι η σχέση f (α) · f (β) < 0. Θεωρούµε ότι αυτή η συνθήκη ισχύει
και χωρίς ϐλάβη της γενικότητας ϑεωρούµε ότι η εξίσωση έχει µία µόνο πραγµατική
ϱίζα r στο [α, β].
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Σχήµα 2.1: Θεώρηµα Bolzano

2.2.1 Μέθοδος διχοτόµησης

Η πιο απλή αντιπρόσωπος αυτής της κατηγορίας προσεγγιστικών διαδικασιών, είναι
η µέθοδος της ∆ιχοτόµησης. Η µέθοδος αυτή στο k ϐήµα της (k = 1, 2, 3, . . .) ϑεωρεί
ένα διάστηµα [αk, βk] και υπολογίζει το µέσο του xk = αk+βk

2
. Εάν f(xk) = 0 το µέσο

είναι η ϱίζα. Εάν δεν ισχύει αυτή και ισχύει ότι f(αk) ·f(xk) < 0, η ϱίζα ϑα ϐρίσκεται
στο διάστηµα [αk, xk] διαφορετικά η ϱίζα ϑα ϐρίσκεται στο διάστηµα [xk, βk]. Το
ακόλουθο ϑεώρηµα µας εξασφαλίζει τη σύγκλιση της µεθόδου.

Θεώρηµα 2.2.1 (Θεώρηµα ∆ιχοτόµησης) Θεωρούµε µία συνάρτηση f ∈ C [α, β]
για την οποία υπάρχει αριθµός r ∈ (α, β) τέτοιος ώστε f(r) = 0. Εάν f (α) · f (β) < 0
και συµβολίσουµε {xk}∞k=1 την ακολουθία των µέσων των διαστηµάτων που παράγει η
µέθοδος της ∆ιχοτόµησης τότε ισχύει

|r − xk| ≤
β − α

2k

για k = 1, 2, 3, . . . και η ακολουθία συγκλίνει στη ϱίζα

lim
k→∞

xk = r.

�

Σχηµατικά η διαδικασία παρουσιάζεται στο Σχήµα 2.2
Η επαναληπτική διαδικασία που ορίζεται από τα παραπάνω τερµατίζεται στην

πράξη όταν ικανοποιηθεί κάποιο κριτήριο διακοπής. Τα κριτήρια αυτά µπορεί να
αφορούν κάποια µέτρα του σφάλµατος ή έναν µέγιστο αριθµό των επαναλήψεων
της διαδικασίας.
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Σχήµα 2.2: Μέθοδος ∆ιχοτόµισης

Εφόσον συνήθως δεν γνωρίζουµε την ϱίζα, όπως έχουµε αναφέρει, τα ϐασικά µέ-
τρα σφάλµατος ϐασίζονται στην επακρίβεια ή στο πόσο αποτυγχάνει η µέθοδος να
ικανοποιήσει το Ϲητούµενο f(x) = 0. ΄Ετσι τέτοια κριτήρια τερµατισµού της επανα-
ληπτικής διαδικασίας είναι

|xk − xk−1| < tol ή
|xk − xk−1|
|xk|

< tol (xk 6= 0) ή |f (xk) | < tol

όπου tol µία ανοχή η οποία καθορίζεται από αυτόν που λύνει το πρόβληµα. Για
την επιτάχυνση της διαδικασίας µπορεί να συνδυαστούν και ένα από τα δύο πρώτα
κριτήρια (συνήθως το δεύτερο) µε το τρίτο. Τα ϐήµατα της µεθόδου περιγράφονται
στον ακόλουθο αλγόριθµο.

Αλγόριθµος 2.2.1 Εφαρµογή µεθόδου ∆ιχοτόµησης

a = α, b = β
x = (a+ b)/2
while ΄Οσο δεν ικανοποιείται κάποιο από τα κριτήρια διακοπής do

if f(x) = 0 then
Η ϱίζα είναι το x

else if f(a) · f(x) < 0 then
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b = x
x = (a+ b)/2

else
a = x
x = (a+ b)/2

end if
end while
if ΄Εχει ξεπεραστεί ο µέγιστος αριθµός επαναλήψεων, then

η διαδικασία αποκλίνει.
else

το x αποτελεί την προσέγγισης της ϱίζας.
end if

�

Παράδειγµα 2.2.1 Θα εφαρµόσουµε την µέθοδο διχοτόµησης για την εύρεση της ϱίζας
της εξίσωσης f(x) = x2 − 3 = 0 όταν το x ∈ [1, 2] µε τιµή της παραµέτρου ανοχής
tol = 0.03 και κριτήριο διακοπής αυτό της επακρίβειας να γίνει µικρότερη από την
παράµετρο ανοχής. Είναι ϕανερό ότι η ϱίζα είναι η

√
3.

Βήµα 1 , Θέτουµε α1 = 1 και β1 = 2 για τα οποία ισχύει f(1) = −2 < 0 και
f(2) = 1 > 0.
Υπολογίζουµε το x1 = (1 + 2)/2 = 1.5 και f(x1) = −0.75.

Βήµα 2 Αφού f(x1) · f(β1) < 0 ϑέτουµε α2 = x1 = 1.5 και β2 = 2 .
Υπολογίζουµε x2 = (1.5 + 2)/2 = 1.75 και f(x2) = 0.625.
Εφόσον |x2 − x1| = 0.25 > tol = 0.03 η διαδικασία συνεχίζεται.

Βήµα 3 Αφού f(x2) · f(α2) < 0 ϑέτουµε α3 = 1.5 και β3 = x2 = 1.75 .
Υπολογίζουµε x3 = (1.5 + 1.75)/2 = 1.625 και f(x3) = −0.3594.
Εφόσον |x3 − x2| = 0.125 > tol η διαδικασία συνεχίζεται.

Βήµα 4 Αφού f(x3) · f(β3) < 0 ϑέτουµε α4 = x3 = 1.625 και β3 = 1.75 .
Υπολογίζουµε x4 = (1.625 + 1.75)/2 = 1.6875 και f(x4) = −0.1523.
Εφόσον |x4 − x3| = 0.0625 > tol η διαδικασία συνεχίζεται.

Βήµα 5 Αφού f(x4) · f(β4) < 0 ϑέτουµε α5 = x4 = 1.6875 και β5 = 1.75.
Υπολογίζουµε x5 = (1.6875 + 1.75)/2 = 1.71875 και f(x5) = −0.0459.
Εφόσον |x5 − x4| = 0.0313 > tol η διαδικασία συνεχίζεται.

Βήµα 6 Αφού f(x5) · f(β5) < 0 ϑέτουµε α6 = x5 = 1.71875 και β5 = 1.75.
Υπολογίζουµε x6 = (1.71875 + 1.75)/2 = 1.7344 και f(x6) = 0.0081.
Εφόσον |x6 − x5| = 0.0157 < tol = 0.03 η διαδικασία διακόπτεται.
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Η προσεγγιστική τιµή της ϱίζας 1.7344 είναι µία ικανοποιητική (µε ϐάση τα κριτήριο δια-
κοπής) προσέγγιση της άγνωστης τιµής

√
3 ≈ 1.73205. Την όλη διαδικασία µπορούµε

να την δούµε πιο παραστατικά στο ακόλουθο πίνακα.

k ak bk f(ak) f(bk) xk = ak+bk
2

f(xk) |xk − xk−1| tol f(xk) · f(ak)

1 1 2 −2 1 1.5 −0.75 0.03 +
2 1.5 2 −0.75 1 1.75 0.625 0.25 0.03 −
3 1.5 1.75 −0.75 0.625 1.625 −0.3594 0.125 0.03 +
4 1.625 1.75 −0.3594 0.625 1.6875 −0.1523 0.0625 0.03 +
5 1.6875 1.75 −0.1523 0.625 1.71875 −0.0459 0.0313 0.03 +
6 1.71875 1.75 −0.0459 0.625 1.7344 0.0081 0.0157 0.03

�

2.2.2 Μέθοδος Εσφαλµένης Θέσης (Regula-Falsi)

Η µέθοδος Regula-Falsi µπορεί να ϑεωρηθεί ως παραλλαγή της µεθόδου ∆ιχοτόµη-
σης. Στην µέθοδο της ∆ιχοτόµησης, χωρίζοντας το διάστηµα της ϱίζας [αk , βk] σε ίσα
υποδιαστήµατα, δεν λαµβάνεται καθόλου υπ΄ όψη το µέγεθος των ποσοτήτων f (αk),
f (βk). ΄Ετσι, αν η ποσότητα f (αk) είναι πολύ πιο κοντά στο µηδέν από την ποσότητα
f (βk), είναι πολύ πιθανόν η ϱίζα να είναι πλησιέστερα στο αk από ότι το βk. Μία
εναλλακτική µέθοδος η οποία λαµβάνει υπ΄ όψη της αυτό το δεδοµένο, είναι να ενώ-
σουµε τα σηµεία (αk , f (αk)) και (βk , f (βk)) µε µία ευθεία γραµµή (δείτε το Σχήµα
2.3).

Η τοµή της ευθείας αυτής µε τον άξονα Ox, ορίζει µία ϐελτιωµένη τιµή xkτης υπό
προσέγγιση ϱίζας. Η αφετηρία για το όνοµα της µεθόδου έγκειται στο γεγονός ότι η
αντικατάσταση της καµπύλης µε µία ευθεία γραµµή δίνει µία ¨εσφαλµένη ϑέση¨ της
ϱίζας. Από τα όµοια τρίγωνα που ορίζονται έχουµε την αναλογία :

f (αk)

xk − αk
=

f (βk)

xk − βk
,

από την οποία εύκολα προκύπτει η σχέση

xk = βk −
f (βk) (βk − αk)

f (βk) − f (αk)
.

Η τιµή xk η οποία ορίζεται από τον παραπάνω τύπο, (ανάλογα µε τον τρόπο που
γίνεται στην µέθοδο διχοτόµησης), αντικαθιστά µία από τις τιµές αk ή βk, ανάλογα
µε το αν ισχύει η σχέση εγκλεισµού
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Σχήµα 2.3: k ϐήµα µεθόδου Regula-Falsi

f (xk) · f (βk) < 0 ή f (xk) · f (αk) < 0

αντίστοιχα. Μπορεί να αποδειχθεί ότι µέθοδος αυτή συγκλίνει. Τα κριτήρια διακοπής
της επαναληπτικής διαδικασίας είναι τα ίδια µε αυτά που εφαρµόζονται στην µέθοδο
της ∆ιχοτόµησης. Τα ϐήµατα της µεθόδου περιγράφονται στον ακόλουθο αλγόριθµο.

Αλγόριθµος 2.2.2 Εφαρµογή µεθόδου Regula-Falsi

a = α, b = β
x = b− f(b)(b−a)

f(b)−f(a)

while ΄Οσο δεν ικανοποιείται κάποιο από τα κριτήρια διακοπής do
if f(x) = 0 then

Η ϱίζα είναι το x
else if f(a) · f(x) < 0 then

b = x
x = b− f(b)(b−a)

f(b)−f(a)

else
a = x
x = b− f(b)(b−a)

f(b)−f(a)

end if
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end while
if ΄Εχει ξεπεραστεί ο µέγιστος αριθµός επαναλήψεων, then

η διαδικασία αποκλίνει.
else

το x αποτελεί την προσέγγισης της ϱίζας.
end if

�

Παράδειγµα 2.2.2 Θα εφαρµόσουµε την µέθοδο Regula-Falsi για την εύρεση της ϱί-
Ϲας της εξίσωσης f(x) = x2 − 3 = 0 όταν το x ∈ [1, 2] µε τιµή της παραµέτρου ανοχής
tol = 0.03 και κριτήριο διακοπής αυτό του απόλυτου σφάλµατος. Είναι ϕανερό ότι η
ϱίζα είναι η

√
3.

Βήµα 1 Θέτουµε α1 = 1 και β1 = 2 για τα οποία ισχύει f(1) = −2 < 0 και f(2) = 1 >
0.
Υπολογίζουµε

x1 = β1− f(β1)(β1−α1)/(f(β1)− f(α1)) = 2− 1 · (2− 1)/(1− (−2)) = 1.6667

και f(x1) = −0.2222.

Βήµα 2 Αφού f(x1) · f(β1) < 0 ϑέτουµε α2 = x1 = 1.6667 και β2 = 2 .
Υπολογίζουµε

x2 = 2− 1 · (2− 1.6667)/(−0.2222− (−2)) = 1.7273

και f(x2) = −0.0165.
Εφόσον |x2 − x1| = 0.0606 > tol = 0.03 η διαδικασία συνεχίζεται.

Βήµα 3 Αφού f(x2) · f(β2) < 0 ϑέτουµε α3 = x2 = 1.7273 και β3 = 2 .
Υπολογίζουµε

x3 = 2− 1 · (2− 1.7273)/(−0.0165− (−2)) = 1.7317

και f(x3) = −0.0012.
Εφόσον |x3 − x2| = 0.0044 < tol = 0.03 η διαδικασία διακόπτεται.

Η προσεγγιστική τιµή της ϱίζας 1.7317 επιτεύχθηκε σε µόνο τρία ϐήµατα (ουσιαστικά
δύο επαναλήψεις). Την όλη διαδικασία µπορούµε να την δούµε πιο παραστατικά στο
ακόλουθο πίνακα.

k ak bk f(ak) f(bk) xk f(xk) |xk − xk−1| tol f(xk) · f(ak)

1 1 2 −2 1 1.667 −0.2222 0.03 +

2 1.667 2 −0.2222 1 1.7273 −0.0165 0.0606 0.03 +

3 1.7273 2 −0.0165 1 1.7317 −0.0012 0.0044 0.03

�
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2.3 Μέθοδος Newton και οι παραλλαγές της

Η µέθοδος Newton είναι µία από τις πιο ικανές και δηµοφιλείς επαναληπτικές
µεθόδους για την προσέγγιση µιας ϱίζας της εξίσωσης f (x) = 0. Γενικά, αν xn είναι
η τρέχουσα προσέγγιση, τότε η επόµενη προσέγγιση δίνεται από τον επαναληπτικό
τύπο:

xk+1 = xk −
f (xk)

f ′ (xk)
, όπου x0 δοθέν , k = 0, 1 , 2 , . . .

Η σύγκλιση της επαναληπτικής αυτής διαδικασίας µας εξασφαλίζεται από το α-
κόλουθο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 2.3.1 Εάν f ∈ C2 [α, β] και υπάρχει p ∈ [α, β] έτσι ώστε f(p) = 0 και
f ′(p) 6= 0, τότε υπάρχει δ ≥ 0 ώστε η µέθοδος Newton να συγκλίνει για κάθε αρχική
προσέγγιση x0 ∈ [p− δ, p+ δ]. �

Η Newton προκύπτει από το το ανάπτυγµα Taylor 1ης τάξης µε κέντρο ένα σηµείο
x̂ το οποίο ισούται µε

f(x) = f(x̂) +
f
′
(x̂)

1!
(x− x̂) +

f
′′
(ξ(x))

2!
(x− x̂)2

όπου ξ(x) ∈ [x, x̂]. Εάν το x̂ είναι µία προσέγγιση της ϱίζας p κοντά σε αυτή για
το οποίο f ′(x̂) 6= 0, τότε

0 = f(p) = f(x̂) +
f
′
(x̂)

1!
(p− x̂) +

f
′′
(ξ(p))

2!
(p− x̂)2 .

Αποκόπτοντας τον όρο του σφάλµατος έχουµε την προσέγγιση

0 ≈ f(x̂) +
f
′
(x̂)

1!
(p− x̂)

και λύνοντας ως προς p έχουµε

p ≈ x̂− f(x̂)

f ′(x̂)
.

Το Σχήµα 2.4 δείχνει µία γεωµετρική εικόνα της επαναληπτικής διαδικασίας την
οποία ορίζει η µέθοδος.

Τα κριτήρια διακοπής της επαναληπτικής διαδικασίας είναι τα ίδια µε αυτά που
εφαρµόζονται στην µέθοδο της ∆ιχοτόµησης.

Παράδειγµα 2.3.1 Θα εφαρµόσουµε τη µέθοδο Newton για την εύρεση της ϱίζας της
εξίσωσης f(x) = 4x2 − 3 = 0 παίρνοντας ως αρχική τιµή x0 = 0.5 και έχοντας
ως κριτήριο διακοπής η επακρίβεια να είναι µικρότερη από την παράµετρο ανοχής
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Σχήµα 2.4: Σύγκλιση επαναληπτικής µεθόδου Newton.

tol = 10−4. Είναι ϕανερό ότι η ϱίζα είναι η
√

3/2 = 0.8660254 . . .. Η επαναληπτική
διαδικασία είναι η ακόλουθη:

xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(xk)
= xk −

4x2
k − 3

8xk
=

4x2
k + 3

8xk
.

Βήµα 1 Υπολογίζουµε

x1 =
4 · x2

0 + 3

8 · x0

=
4 · 0.52 + 3

8 · 0.5
= 1

Εφόσον |x1 − x0| = |1− 0.5| = 0.5 > tol = 0.0001 η διαδικασία συνεχίζεται.

Βήµα 2 Υπολογίζουµε

x2 =
4 · x2

1 + 3

8 · x1

=
4 · 12 + 3

8 · 1
= 0.875

Εφόσον |x2−x1| = |0.875−1| = 0.125 > tol = 0.0001 η διαδικασία συνεχίζεται.
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Βήµα 3 Υπολογίζουµε

x3 =
4 · x2

2 + 3

8 · x2

=
4 · 0.8752 + 3

8 · 0.875
= 0.866071

Εφόσον |x3 − x2| = |0.866071− 0.875| = 0.008928 > tol = 0.0001 η διαδικασία
συνεχίζεται.

Βήµα 4 Υπολογίζουµε

x4 =
4 · x2

3 + 3

8 · x3

=
4 · 0.8660712 + 3

8 · 0.866071
= 0.866025

Εφόσον |x4 − x3| = |0.866025 − 0.866071| = 0.000046 < tol = 0.0001 η διαδι-
κασία διακόπτεται.

Η προσεγγιστική τιµή της ϱίζας 0.866025 επιτεύχθηκε σε µόλις τέσσερις επαναλήψεις
µε ϐάση την παράµετρο ανοχής που έχουµε ϑεωρήσει.Την όλη διαδικασία µπορούµε
να την δούµε πιο παραστατικά στο ακόλουθο πίνακα.

k xk |xk − xk−1| tol

0 0.5 0.0001
1 1 0.5 0.0001
2 0.875 0.125 0.0001
3 0.866071 0.008928 0.0001
4 0.866025 0.000046 0.0001

�

Ο υπολογισµός της αρχικής προσέγγισης x0 µπορεί να γίνει γραφικά. Για τον
γραφικό εντοπισµό της αρχικής προσέγγισης συνήθως η εξίσωση f(x) = 0 µετασχη-
µατίζεται στην ισοδύναµη f1 (x) = f2 (x). Κατασκευάζουµε τις γραφικές παραστά-
σεις των f1 , f2 και αν τέµνονται, τότε η εξίσωση έχει πραγµατικές ϱίζες οι οποίες
προσεγγίζονται από τις προβολές των τοµών στον άξονα Ox. Επίσης είναι συνηθισµέ-
νη τακτική, πριν εφαρµοσθεί η µέθοδος Newton, να υπολογίζουµε προσεγγίσεις της
ϱίζας µε κάποιον αλγόριθµο ο οποίος συγκλίνει για κάθε αρχική προσέγγιση, όπως
π.χ. η µέθοδος της ∆ιχοτόµησης. ΄Ετσι η µέθοδος Newton συχνά χρησιµοποιείται
στην πράξη σαν µία γρήγορα συγκλίνουσα τελική διαδικασία που τερµατίζει εναν
άλλο, πιο αργό, αλλά πιο ασφαλή αλγόριθµο. Ο τερµατισµός της επαναληπτικής
διαδικασίας µπορεί να στηριχθεί στα κριτήρια που αναφέραµε για την µέθοδο της
∆ιχοτόµησης.

΄Ενα µέτρο του πόσο γρήγορα συγκλίνει µία επαναληπτική µέθοδος είναι η τάξη
σύγκλισης.
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Ορισµός 2.3.2 Μία επαναληπτική µέθοδος λέµε ότι έχει τάξη σύγκλισης q αν ισχύει

lim
k→∞

ek+1

eqk
= lim

k→∞

|xk+1 − p|
|xk − p|q

= K για K > 0

όπου ek = |xk − p| το απόλυτο σφάλµα στο ϐήµα k. �

Η µέθοδος Newton έχει τετραγωνική σύγκλιση (δηλαδή q = 2) εάν f ′(p) 6= 0 .
∆ηλαδή, υπάρχει αριθµός K > 0 τέτοιος ώστε

lim
k→∞

ek+1

e2
k

= lim
k→∞

|xk+1 − p|
|xk − p|2

= K.

Παράδειγµα 2.3.2 Για να διαπιστώσουµε το γεγονός αυτό µπορούµε, για την συγκε-
κριµένη εξίσωση, να χρησιµοποιήσουµε το γεγονός ότι γνωρίζουµε την ϱίζα (p =

√
3

2
) και

να υπολογίσουµε σε κάθε ϐήµα το πηλίκο

|xk+1 − p|
|xk − p|2

.

Υπολογίζουµε αρχικά τα απόλυτα σφάλµατα σε κάθε ϐήµα:

|x0 − p| = |0.500000− 0.866025| = 0.366025

|x1 − p| = |1.000000− 0.866025| = 0.133974

|x2 − p| = |0.875000− 0.866025| = 0.008974

|x3 − p| = |0.866071− 0.866025| = 0.000046

|x4 − p| = |0.866025 . . .− 0.866025 . . . | = 0.000000001222925

και τις ποσότητες

|x1 − p|
|x0 − p|2

=
0.133974

0.3660252
= 1.000000

|x2 − p|
|x1 − p|2

=
0.008974

0.1339742
= 0.50000

|x3 − p|
|x2 − p|2

=
0.000046

0.0089742
= 0.571428

|x4 − p|
|x3 − p|2

=
0.000000001222925

0.0000462
= 0.577319626365575

Στον τελευταίο υπολογισµό αναγκαζόµαστε να κάνουµε πράξεις µε πολύ περισσό-
τερα ψηφία από τα 6 που κάναµε στους προηγούµενους. Ωστόσο είναι ϕανερό ότι τα
πηλίκα συγκλίνουν σε έναν αριθµό K ≈ 0.57 . . ..

�
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Η ϐασική δυσκολία της µεθόδου είναι η επιλογή της αρχικής προσέγγισης x0

ώστε να ικανοποιούνται οι συνθήκες του Θεωρήµατος 2.3.1. Αν το x0 είναι εκτός
της περιοχής [p− δ, p+ δ], οι διαδοχικές προσεγγίσεις της µεθόδου αποµακρύνονται
συνεχώς από το p και η ϱίζα δεν µπορεί να προσεγγισθεί.

Υπάρχουν περιπτώσεις στις η ϕύση του τρέχοντος (ή του αρχικού) σηµείου προ-
σέγγισης οδηγεί τη µέθοδο σε αποτυχία. Για παράδειγµα εάν έχουµε να λύσουµε την
εξίσωση f(x) = 1 − x2 = 0, µε προφανείς ϱίζες τις ±1, η επαναληπτική διαδικασία
είναι η

xk+1 = xk −
1− x2

k

−2xk
.

Εάν επιλέξουµε x0 = 0 οδηγούµαστε σε κλάσµα 1
0
. ΄Εχουµε δηλαδή µία περίπτωση

όπου η παράγωγος της συνάρτησης στο σηµείο προσέγγισης είναι 0. Σχηµατικά αυτό
ϕαίνεται στο σχήµα 2.5.

Σχήµα 2.5: Αποτυχία της µεθόδου Newton.

΄Εστω τώρα ότι ϑέλουµε να λύσουµε την εξίσωση f(x) = x3 − 2x + 2 = 0, η
επαναληπτική διαδικασία είναι η

xk+1 = xk −
x3
k − 2xk + 2

3x2
k − 2

=
2x3

k − 2

3x2
k − 2

.

Εάν επιλέξουµε x0 = 0 οδηγούµαστε ϕανερά στο x1 = 1 η οποία δίνει x2 = 0 από
όπου παίρνουµε x3 = 1, x4 = 0, . . . και η επαναληπτική διαδικασία συνεχίζεται στο
ίδιο µοτίβο.

΄Ενα άλλο πρόβληµα εµφανίζεται σε συναρτήσεις για τις οποίες η παράγωγος δεν
ορίζεται στο σηµείο της ϱίζας. Μία τέτοια συνάρτηση είναι η f(x) = 3

√
x για την οποία

η παράγωγος δεν ορίζεται στο 0 (που είναι η ϱίζα). Εφαρµόζοντας τη µέθοδο έχουµε
την επαναληπτική διαδικασία
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xk+1 = xk −
x

1
3
k

1
3
x

1
3
−1

k

= xk −
x

1
3
k

1
3
x
− 2

3
k

= xk − 3x
2
3
k x

1
3
k = xk − 3xk = −2xk.

Παρατηρούµε ότι η κάθε επανάληψη αλλάζει το πρόσηµο της προσέγγισης αλλά
και την αποµακρύνει από το µηδέν, που είναι η ϱίζα. ΄Ετσι είναι ϕανερό ότι η µέθοδος
αποτυγχάνει. Σχηµατικά αυτό ϕαίνεται στο σχήµα 2.6.

Σχήµα 2.6: Απόκλιση της µεθόδου Newton.

Παρόµοια προβλήµατα έχουµε και σε περιπτώσεις τις οποίες η παράγωγος δεν
είναι συνεχής στη ϱίζα.

Η υψηλή ταχύτητα σύγκλισης αποτελεί ένα µεγάλο πλεονέκτηµα της µεθόδου
Newton. Ωστόσο, κύριο µειονέκτηµα τς αποτελεί ότι απαιτεί τον υπολογισµό της
παραγώγου της συνάρτησης κάτι που δεν είναι πάντοτε εύκολο ή δυνατό.

Επίσης, ο υπολογισµός της παραγώγου σε κάθε ϐήµα της µεθόδου Newton επι-
ϐαρύνει το υπολογιστικό κόστος της µεθόδου. Για να µειώσουµε τον αριθµό υπο-
λογισµού των παραγώγων µπορούµε να υιοθετήσουµε την τεχνική Quasi Newton
µε ϐάση την οποία δεν υπολογίζουµε την παράγωγο σε κάθε επανάληψη, αλλά την
κρατάµε σταθερή για κάποιο αριθµό ϐηµάτων. Βέβαια, αφού υπολογίζουµε την πα-
ϱάγωγο κάθε n-ϐήµατα µπορεί να κερδίζει η µέθοδος υπολογιστικό κόστος, χάνει
όµως σε ταχύτητα σύγκλισης και χρειάζονται περισσότερα ϐήµατα για να επιτύχει
την επιθυµητή ακρίβεια. Το αν χρησιµοποιήσουµε την τεχνική αυτή εξαρτάται από
τη ϕύση του κάθε προβλήµατος, σταθµίζοντας τα ϑετικά και τα αρνητικά µίας τέτοιας
επιλογής.

΄Οταν η παράγωγος είναι δύσκολο (ή δεν µπορεί) να υπολογιστεί αναλυτικά µπο-
ϱούµε να την αντικαταστήσουµε µε µία προσέγγισή της. Θα δούµε δύο τέτοιες πα-
ϱαλλαγές της µεθόδου Newton.

Η πρώτη ονοµάζεται διακριτή µέθοδος Newton όπου, η παράγωγος της f
προσεγγίζεται από τη διακριτή παράγωγο της σε ένα σηµείο x, η οποία ορίζεται ως :

δhf (x) :=
f (x+ h)− f (x)

h
,
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για δεδοµένο µικρό h > 0 (της τάξης του 10−3). Η προσέγγιση αυτή της παραγώγου
έχει σφάλµα τάξης O (h) (δηλαδή είναι µικρότερο από K · h). Τα σφάλµατα αυτά
δρουν συσωρευτικά στο συνολικό σφάλµα της µεθόδου.

Η διακριτή µέθοδος Newton ορίζεται από τον επαναληπτικό τύπο:

xk+1 = xk −
f (xk)

δhf (xk)
n ≥ 0.

Μία άλλη µέθοδος που δεν απαιτεί τον υπολογισµό της παραγώγου είναι η Secant
όπου, η παράγωγος τώρα προσεγγίζεται από τον τύπο

f ′ (xk) ∼=
f (xk)− f (xk−1)

xk − xk−1

.

Η Secant έχει επαναληπτικό τύπο

xk+1 = xk −
f (xk) (xk − xk−1)

f (xk)− f (xn−1)
, k ≥ 1

όπου τώρα απαιτούνται δύο αρχικές τιµές x0 , x1. Η τάξη σύγκλισης της Secant είναι
q = 1.62 δηλαδή ισχύει

lim
n→∞

ek+1

e1.62
k

= K 6= 0.

Στην επίλυση πολυωνυµικών εξισώσεων όταν προσεγγίζουµε ϱίζες µε πολλαπλότη-
τα m > 1 η Newton χάνει τη τετραγωνική σύγκλιση της. Για παράδειγµα εάν έχουµε
να λύσουµε την εξίσωση

f(x) = x2 = 0

µε προφανή διπλή ϱίζα το 0, η επαναληπτική διαδικασία είναι η

xk+1 = xk −
x2
k

2xk
=
xk
2
.

Παρατηρούµε ότι

lim
k→∞

ek+1

eqn
= lim

n→∞

|xk+1 − 0|
|xk − 0|

= lim
n→∞

∣∣xk
2

∣∣
|xk|

=
1

2
,

δηλαδή η σύγκλιση είναι γραµµική µιας και q = 1.
Για να διατηρήσουµε την τετραγωνική σύγκλιση χρησιµοποιούµε την µέθοδο Sch-
roder µε επαναληπτικό τύπο

xk+1 = xk −m
f (xk)

f ′ (xk)
.

Οι παραλλαγές αυτές έχουν κυρίως προγραµµατιστικό ενδιαφέρον.
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2.4 Λυµένες Ασκήσεις

΄Ασκηση 2.4.1 Λύστε την εξίσωση

8x2 − 50x+ 50 = 0

µε τη µέθοδο ∆ιχοτόµησης στο διάστηµα [1, 3] και διακόψετε τη διαδικασία όταν |f(xk)| <
tol όπου tol = 10−4.

Λύση
Θεωρούµε f(x) = 8x2 − 50x+ 50 = 0

Βήµα 1 , Θέτουµε α1 = 1 και β1 = 3 για τα οποία ισχύει f(1) = 8 > 0 και
f(3) = −28 < 0.
Οπότε υπάρχει τουλάχιστον µία ϱίζα σε αυτό το διάστηµα.
Υπολογίζουµε το x1 = (1 + 3)/2 = 2 και f(x1) = −18.

Βήµα 2 Αφού f(x1) · f(α1) < 0 ϑέτουµε α2 = α1 = 1 και β2 = x1 = 2 .
Υπολογίζουµε x2 = (1 + 2)/2 = 1.5 και f(x2) = −7.
Εφόσον |f(x2)| = −7 > tol = 0.0001 η διαδικασία συνεχίζεται.

Βήµα 3 Αφού f(c2) · f(α2) < 0 ϑέτουµε α3 = α2 = 1 και β3 = x2 = 1.5 .
Υπολογίζουµε x3 = (1 + 1.5)/2 = 1.25 και f(x3) = 0.
Εφόσον |f(x3)| = 0 < tol = 0.0001 η διαδικασία τερµατίζεται.

Οπότε η προσεγγιστική (αλλά και ακριβής σε αυτήν την περίπτωση) τιµή της ϱίζας
σε αυτό το διάστηµα είναι η x3 = 1.25.Την όλη διαδικασία µπορούµε να την δούµε
πιο παραστατικά στο ακόλουθο πίνακα.

k ak bk f(ak) f(bk) xk = ak+bk
2

f(xk) tol f(xk) · f(ak)

1 1 3 8 −28 2 −18 0.0001 −
1 1 2 8 −18 1.5 −7 0.0001 −
3 1 1.5 8 −7 1.25 0 0.0001

�

΄Ασκηση 2.4.2 Λύστε την εξίσωση

5x2 − 14x+ 45 = 0

µε τη µέθοδο Εσφαλµένης Θέσης Regula Falsi στο διάστηµα [1, 2] και διακόψετε τη
διαδικασία όταν |xk+1 − xk| < tol όπου tol = 0.005.
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Λύση
Θεωρούµε f(x) = 5x2 − 14x+ 45 = 0

Βήµα 1 Θέτουµε α1 = 1 και β1 = 2 για τα οποία ισχύει f(α1) = f(1) = 36 > 0 και
f(β1) = f(2) = −3 < 0.
Οπότε υπάρχει τουλάχιστον µία ϱίζα σε αυτό το διάστηµα.
Υπολογίζουµε

x1 = β1−f(β1)(β1−α1)/(f(β1)−f(α1)) = 2−(−3)·(2−1)/(−3−16) = 1.8421

και f(x1) = −0.6647.

Βήµα 2 Αφού f(x1) · f(α1) < 0 ϑέτουµε α2 = α1 = 1 και β2 = c1 = 1.8421 .
Υπολογίζουµε

x2 = β2 − f(β2)(β2 − α2)/(f(β2)− f(α2)) = 1.8085

και f(x2) = −0.1356.
Εφόσον |x2 − x1| = 0.0336 > tol = 0.005 η διαδικασία συνεχίζεται.

Βήµα 3 Αφού f(x2) · f(α2) < 0 ϑέτουµε α3 = α2 = 1 και β3 = x2 = 1.8085 .
Υπολογίζουµε

x3 = β3 − f(β3)(β3 − α3)/(f(β3)− f(α3)) = 1.8017

και f(x3) = −0.0272.
Εφόσον |x3 − x2| = 0.0068 > tol = 0.005 η διαδικασία διακόπτεται.

Βήµα 4 Αφού f(x3) · f(α3) < 0 ϑέτουµε α4 = α3 = 1 και β4 = x3 = 1.8017 .
Υπολογίζουµε

x4 = β4 − f(β4)(β4 − α4)/(f(β4)− f(α4)) = 1.8003

και f(x4) = −0.0048.
Εφόσον |x4 − x3| = 0.0014 < tol = 0.005 η διαδικασία διακόπτεται.

Οπότε η προσεγγιστική τιµή της ϱίζας σε αυτό το διάστηµα είναι η x4 = 1.8003. Την
όλη διαδικασία µπορούµε να την δούµε πιο παραστατικά στο ακόλουθο πίνακα.

k ak bk f(ak) f(bk) xk f(xk) |xk − xk−1| tol f(xk) · f(ak)

1 1 2 36 −3 1.8421 −0.6647 0.005 −
2 1 1.8421 36 −0.6647 1.8085 −0.1356 0.0336 0.005 −
3 1 1.8085 36 −0.1356 1.8017 −0.00272 0.0068 0.005 −
4 1 1.8017 36 −0.0272 1.8003 −0.0048 0.0014 0.005
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�

΄Ασκηση 2.4.3 Λύστε την εξίσωση

x− 0.8− 0.2sin(x) = 0

µε τη µέθοδο Newton. Χρησιµοποιήστε x0 = 0 και διακόψετε τη διαδικασία όταν
|xk+1 − xk| < tol όπου tol = 10−3.

Λύση
Θεωρούµε f(x) = x− 0.8− 0.2sin(x) = 0 οπότε f ′(x) = 1− 0.2cos(x).

xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(xk)
= xk −

xk − 0.8− 0.2sin(xk)

1− 0.2cos(xk)
.

Βήµα 1 Υπολογίζουµε

x1 = x0 −
x0 − 0.8− 0.2sin(x0)

1− 0.2cos(x0)
= 0− −0.8

1− 0.2
= 1

Εφόσον |x1 − x0| = |1− 0| = 1 > tol = 0.001 η διαδικασία συνεχίζεται.

Βήµα 2 Υπολογίζουµε

x2 = x1 −
x1 − 0.8− 0.2sin(x1)

1− 0.2cos(x1)
= 1− 1− 0.8− 0.2sin(1)

1− 0.2cos(1)
= 0.9645

Εφόσον |x2−x1| = |0.9645−1| = 0.0355 > tol = 0.001 η διαδικασία συνεχίζεται.

Βήµα 3 Υπολογίζουµε

x3 = x2−
x2 − 0.8− 0.2sin(x2)

1− 0.2cos(x2)
= 0.9645−0.9645− 0.8− 0.2sin(0.9645)

1− 0.2cos(0.9645)
= 0.9643

Εφόσον |x3 − x2| = |0.9643 − 0.9645| = 0.0002 < tol = 0.001 η διαδικασία
διακόπτεται.

Οπότε η προσεγγιστική τιµή της ϱίζας σε αυτό το διάστηµα είναι η x3 = 0.9643. Την
όλη διαδικασία µπορούµε να την δούµε πιο παραστατικά στο ακόλουθο πίνακα.

k xk |xk − xk−1| tol

0 0 0.001
1 1 1 0.001
2 0.9645 0.0355 0.001
3 0.9643 0.0002 0.001
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΄Ασκηση 2.4.4 Λύστε την εξίσωση

x− cos(x) = 0

µε τη µέθοδο Secant. Χρησιµοποιήστε x0 = 0, x1 = 1 και διακόψετε τη διαδικασία όταν
|xk+1 − xk| < tol όπου tol = 0.005.

Λύση

Θεωρούµε f(x) = x− cos(x)

Βήµα 1 Υπολογίζουµε

x2 = x1−
f (x1) (x1 − x0)

f (x1)− f (x0)
= 1− f(1)(1− 0)

f (1)− f (0)
= 1− 0.4597

(0.4597− (−1))
= 0.6851

Εφόσον |x2−x1| = |0.6851−1| = 0.3149 > tol = 0.005 η διαδικασία συνεχίζεται.

Βήµα 2 Υπολογίζουµε

x3 = x2 −
f (x2) (x2 − x1)

f (x2)− f (x1)
= 0.7363

Εφόσον |x3 − x2| = |0.7363 − 0.6851| = 0.0512 > tol = 0.005 η διαδικασία
συνεχίζεται.

Βήµα 3 Υπολογίζουµε

x4 = x3 −
f (x3) (x3 − x2)

f (x3)− f (x2)
= 0.7391

Εφόσον |x4 − x3| = |0.7391 − 0.7363| = 0.0028 < tol = 0.005 η διαδικασία
διακόπτεται.

Οπότε η προσεγγιστική τιµή της ϱίζας σε αυτό το διάστηµα είναι η x4 = 0.7391. Την
όλη διαδικασία µπορούµε να την δούµε πιο παραστατικά στο ακόλουθο πίνακα.

k xk |xk − xk−1| tol

0 0 0.005
1 1 0.005
2 0.6851 0.3149 0.005
3 0.7363 0.0512 0.005
4 0.7391 0.0028 0.005

�
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2.5 Ερωτήσεις

Ερώτηση 2.5.1 Ποια είναι η γενική ιδέα µίας µεθόδου εγκλεισµού για την εύρεση
ϱίζας εξίσωσης;

Ερώτηση 2.5.2 Περιγράψτε την µέθοδο της διχοτόµησης. Στη χρήση ποιου γνωστού
ϑεωρήµατος της Μαθηµατικής Ανάλυσης ϐασιζόµαστε σε αυτήν ;

Ερώτηση 2.5.3 Πότε τερµατίζεται µία επαναληπτική προσεγγιστική διαδικασία επίλυ-
σης Μη Γραµµικών Εξισώσεων ;

Ερώτηση 2.5.4 Ποια µέτρα σφάλµατος χρησιµοποιούµε για τον τερµατισµό της µεθό-
δου διχοτόµησης ή άλλων επαναληπτικών µεθόδων προσέγγισης ϱίζας εξισώσεων;

Ερώτηση 2.5.5 Πως διαφοροποιείται η µέθοδος Εσφαλµένης Θέσης (Regula Falsi) σε
σχέση µε την µέθοδο διχοτόµησης;

Ερώτηση 2.5.6 Εξηγήστε µε γεωµετρικό τρόπο την σύγκλιση της επαναληπτικής µε-
ϑόδου Newton.

Ερώτηση 2.5.7 Πως µπορούµε να υπολογίσουµε την αρχική προσέγγιση που χρειά-
Ϲεται η επαναληπτική µέθοδος Newton;

Ερώτηση 2.5.8 Πότε λέµε ότι µία επαναληπτική µέθοδος έχει τάξη σύγκλισης q; Ποια
η τάξη σύγκλισης της επαναληπτικής µεθόδου Newton ;

Ερώτηση 2.5.9 Σε ποιες περιπτώσεις µπορεί η η επαναληπτική µέθοδος Newton να
αποτύχει ;

Ερώτηση 2.5.10 Πότε ϑα χρησιµοποιούσαµε την τεχνική Quasi Newton; Τι υιοθετού-
µε όταν την εφαρµόζουµε και τι επίπτωση έχει στην επαναληπτική διαδικασία ;

Ερώτηση 2.5.11 Με τι αντικαθιστούµε την παράγωγο στη µέθοδο Secant; Ποια η τάξη
σύγκλισης της συγκεκριµένης µεθόδου ;

Ερώτηση 2.5.12 Πότε επιλέγουµε και γιατί την µέθοδο Schroder; Ποιος ο τύπος της;
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Κεφάλαιο 3

Επίλυση Γραµµικών Συστηµάτων µε
άµεσες µεθόδους

3.1 Εισαγωγή

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα ασχοληθούµε µε µεθόδους για την επίλυση συστηµάτων
γραµµικών εξισώσεων. ΄Εστω ότι έχουµε ένα σύστηµα n εξισώσεων µε n αγνώστους :

a1 1x1 + a1 2x2 + ...+ a1nxn = b1

a2 1x1 + a2 2x2 + ...+ a2nxn = b2

.............................................
an 1x1 + an 2x2 + ...+ annxn = bn

Στο σύστηµα αυτό µπορούµε να ορίσουµε τους ακόλουθους πίνακες

A =


a 1 1 a1 2 . . . a 1n

a 2 1 a 2 2 . . . a 2n

. .

. .

. .
an 1 an 2 . . . an n

 , x =


x 1

x 2

.

.

.
xn

 b =


b 1

b 2

.

.

.
bn


και να το γράψουµε στην πινακική του µορφή:

Ax = b

όπουA είναι ένας δεδοµένος τετραγωνικός πίνακας n×n, b δεδοµένο διάνυσµα-στήλη
µε n συνιστώσες και x άγνωστο διάνυσµα-στήλη µε n συνιστώσες.
Οι υπολογιστικές µέθοδοι που υπάρχουν για αυτή την κατηγορία προβληµάτων µπο-
ϱούν να χωριστούν σε δύο κατηγορίες :
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� Στις άµεσες µεθόδους συνήθως το γραµµικό σύστηµα µετασχηµατίζεται σε
ένα ισοδύναµο σύστηµα το οποίο όµως εύκολα επιλύεται.

� Και στις επαναληπτικές µεθόδους που ϐασίζονται στην κατασκευή ενός επα-
ναληπτικού τύπου ο οποίος υπολογίζει µία ακολουθία διανυσµάτων της λύσης
η οποία ϑα πρέπει να συγκλίνει στην λύση του συστήµατος των γραµµικών
εξισώσεων.

Σε αυτό το κεφάλαιο ϑα ασχοληθούµε µε τις άµεσες µεθόδους.

3.1.1 Βασικές έννοιες στους πίνακες.

΄Ενας πραγµατικός (µιγαδικός) πίνακας A διάστασηςm×n είναι µία διάταξη n ·m
πραγµατικών (µιγαδικών αριθµών) σε m γραµµές και n στήλες.

Συχνά συµβολίζουµε τον πίνακα ως A = [aij]m×n και το στοιχείο της i γραµµής
και j στήλης µε aij ή ij-στοιχείο του πίνακα. Συνήθως για τα ονόµατα των πινάκων
χρησιµοποιούµε κεφαλαία γράµµατα και για τα ονόµατα των διανυσµάτων πεζά. Από
εδώ και πέρα όταν αναφερόµαστε σε πίνακες ϑα εννοούµε πραγµατικούς πίνακες.

Αν m = n, τότε ο πίνακας A είναι ένας τετραγωνικός πίνακας τάξης n. Η
κύρια διαγώνιος ενός τετραγωνικού πίνακα τάξης n αποτελείται από τα στοιχεία
aii ∀ 1 ≤ i ≤ n. ΄Ενας πίνακας του οποίου όλα τα στοιχεία είναι µηδενικά ονοµάζεται
µηδενικός και συµβολίζεται συνήθως µε Om×n. ΄Ενας τετραγωνικός πίνακας D που
έχει στοιχεία µόνο στη διαγώνιο του ονοµάζεται διαγώνιος (diagonal).

D =



d1 1 0 . . . 0 0
0 d2 2 . . . 0 0
. 0 . .
. . . . .
. . . . .
0 . . . 0 dn−1n−1 0
0 0 . . . 0 dnn


∆ιαγώνιος πίνακας dij = 0 για i 6= j

΄Ενας διαγώνιος πίνακας Inτου οποίου τα διαγώνια στοιχεία είναι ίσα µε 1, ονοµάζεται
µοναδιαίος.

I =



1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0
. . . .
. . . . .
. . . . .
0 0 . . . 1 0
0 0 . . . 0 1
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Μοναδιαίος πίνακας Ii i = 1 για i = j, Iij = 0 για i 6= j

΄Ενας τετραγωνικός πίνακας U που έχει όλα τα στοιχεία κάτω από την κυρία διαγώνιο
µηδενικά ονοµάζεται άνω-τριγωνικός (upper triangular). Εάν και τα στοιχεία της
διαγωνίου είναι µηδενικά ο πίνακας ονοµάζεται αυστηρά άνω-τριγωνικός (strictly
upper triangular).

U =



u 1 1 u2 2 . . . u 1 n−1 u1 n

0 u 2 2 . . . u 2 n−1 u2 n

. 0 . .

. . . . .

. . . . .
0 . . . 0 un−1 n−1 un−1 n

0 0 . . . 0 un n


΄Ανω τριγωνικός Ui j = 0 για i > j,

΄Ενας τετραγωνικός πίνακας L που έχει όλα τα στοιχεία πάνω από την κυρία διαγώνιο
µηδενικά ονοµάζεται κάτω-τριγωνικός (lower triangular). Εάν και τα στοιχεία της
διαγωνίου είναι µηδενικά ο πίνακας ονοµάζεται αυστηρά κάτω-τριγωνικός (strictly
lower triangular).

L =



l 1 1 0 . . . 0 0
l 2 1 l 2 2 . . . 0 0
. . . .
. . . . .
. . . . .

ln−1 1 ln−1 2 . . . ln−1 n−1 0
ln 1 ln 2 . . . ln n−1 ln n


Κάτω τριγωνικός Li j = 0 για i < j,

΄Ενας τετραγωνικός πίνακας ο οποίος έχει µη µηδενικά στοιχεία στην κύρια διαγώνιο
και σε ίσο αριθµό άνω και κάτω διαγωνίων, ενώ τα υπόλοιπα στοιχεία είναι µηδέν,
ονοµάζεται πίνακας δέσµη (banded). ΄Οταν ο αριθµός των µη µηδενικών γειτονικών
προς την κύρια διαγώνιο είναι ένα τότε ο πίνακας λέγεται τριδιαγώνιος (tridiagonal).

T =



a 1 1 a 1 2 0 . . 0 0
a 2 1 a 2 2 a 2 3 0 . 0 0

0 a 3 2 a 3 3 a 3 4 0 . .
. 0 . . . . .
. . . . . . 0
0 0 . . an−1 n−2 an−1 n−1 an−1 n

0 0 . . 0 an n−1 an n
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Τριδιαγώνιος πίνακας T

Ορίζεται το γινόµενο (πραγµατικού ή µιγαδικού) αριθµού επί πίνακα ως ένας
πίνακας που έχει ως στοιχεία το γινόµενο του αριθµού επί το στοιχείο του πίνακα σε
κάθε ϑέση.

k · A = [k · aij]
∆ύο πίνακες µπορούν να προστεθούν εάν είναι της ίδιας διάστασης. Το άθροισµα δύο
πινάκων (ιδίας διάστασης) είναι ένας πίνακας ιδίας διάστασης που έχει ως στοιχεία
το άθροισµα (στην αντίστοιχη ϑέση) των στοιχείων των προσθετέων.

C = A+B ⇔ cij = aij + bij ∀ 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n.

Η διαφορά πινάκων ορίζεται ως A−B = A+ (−1) ·B.
Για την πρόσθεση πινάκων (εννοείται κατάλληλων πινάκων ώστε να γίνεται η πράξη)
ισχύει :

� A+B = B + A (αντιµεταθετική ιδιότητα)

� (A+B) + C = A+ (B + C) (προσεταιρισική)

� A+O = A (ουδέτερο στοιχείο)

� A+ (−A) = O

Για το γινόµενο αριθµού επί πίνακα ισχύει :

� (k + l) · A = k · A+ l · A

� k · (A+B) = k · A+ k ·B

� k · (l · A) = (kl) · A

� 1 · A = A

� Αν l · A = O τότε ή l = 0 ή A = O

(Εννοείται ότι οι πινάκες είναι κατάλληλης διάστασης ώστε να γίνεται η πράξη.)
Παράδειγµα 3.1.1

3

 1 −1 0
3 −4 1
2 0 −25

 =

 3 −3 0
9 −12 3
6 0 −75


 1 −1 0

3 −4 1
2 0 −25

+

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 =

 2 −1 0
3 −3 1
2 0 −24


�
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Ορίζουµε το γινόµενο πίνακα-γραµµή (ή διάνυσµα γραµµή) 1 × n επί πίνακα-
στήλη (διανύσµατος) n× 1 :

[
a11 a12 ... a1,n−1 a1,n

]


b11

b21
...

bn−1,1

bn,1

 = [a11b11 + a12b21 + ...+ a1,n−1bn−1,1 + a1,nbn,1]

=

[
n∑
i=1

a1ibi1

]
Το αποτέλεσµα της πράξης αυτής είναι ένας πίνακας στοιχείο. ΄Οπως ϑα δούµε σε ε-
πόµενο κεφάλαιο ϑα ορίσουµε το στοιχείο του πίνακα αυτού ως εσωτερικό γινόµενο
των δύο διανυσµάτων.

Παράδειγµα 3.1.2

[
1 0 9 −1

]
.


3
9
−1
2

 = [3× 1 + 0× 9 + 9× (−1) + (−1)× 2]

= [3 + 0− 9− 2] = [−8]

�

Ορίζουµε το γινόµενο πίνακα m × n επί πίνακα-στήλη (διάνυσµα) n × 1 ως τον
πίνακα-στήλη (διάνυσµα) που στην i-συνιστώσα του έχει το εσωτερικό γινόµενο της
i-γραµµής του πίνακα το διάνυσµα.

 a11 . . . amn
... . . . ...
am1 · · · amn




b11

b21
...

bn−1,1

bn,1

 =


a11b11 + ...+ a1,nbn,1
a21b11 + ...+ a2,nbn,1

...
am−1,1b11 + ...+ am−1,nbn,1
am1b11 + ...+ amnbn,1



=



∑n
i=1 a1ibi1∑n
i=1 a2ibi1

...∑n
i=1 an−1,ibi1∑n
i=1 an,ibi1
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Παράδειγµα 3.1.3 1 0 9 −1
−1 0 2 9
23 −4 −5 0

 .


3
9
−1
2

 =

 1× 3 + 0× 9 + 9× (−1) + (−1)× 2
−1× 3 + 0× 9 + 2× (−1) + 9× 2
23× 3− 4× 9− 5× (−1) + 0× 2



=

 −8
13
38


�

Ορίζουµε το γινόµενο πίνακα A m×n επί πίνακα B n× k ως τον πίνακα m× k
για τον οποίο το (i, j)- στοιχείο προκύπτει από το γινόµενο της i-γραµµής του
πίνακα A επί της j-στήλης του πίνακα B.

C = AB ⇒ [cij] =

[
n∑
p=1

aipbpj

]
∆ηλαδή, για να ορίζεται το γινόµενο ο αριθµός των στηλών του πίνακα Α ϑα
πρέπει να είναι ίσος µε τον αριθµό των γραµµών του πίνακα B.

Παράδειγµα 3.1.4 ΄Εστω A =

[
1 x
0 2

]
, B =

[
1 3 −2
0 0 3

]
, C =

 −1
2
4

, όπου

x ∈ R. Να υπολογισθούν οι παραστάσεις : AB, BA, AAT , CB, BC, B2,A+B, εφόσον
έχουν νόηµα ως πράξεις :.
΄Εχουµε

AB =

[
1 x
0 2

] [
1 3 −2
0 0 3

]
=

[
1× 1 + x× 0 1× 3 + x× 0 −2× 1 + 3× x
0× 1 + 2× 0 3× 1 + 2× 0 −2× 0 + 2× 3

]
=

[
1 3 −2 + 3x
0 0 6

]
AAT =

[
1 x
0 2

] [
1 0
x 2

]
=

[
1× 1 + x× x 1× 0 + x× 2
1× 0 + x× 2 0× 0 + 2× 2

]
=

[
1 + x2 2x

2x 4

]
,

BC =

[
1 3 −2
0 0 3

] −1
2
4

 =

[
1× (−1) + 3× 2− 2× 4
−1× 0 + 2× 0 + 3× 4

]
=

[
−3
12

]
.

Οι υπόλοιπες παραστάσεις δεν έχουν νόηµα. Για παράδειγµα, το πλήθος των στη-
λών του B δεν είναι ίσο µε το πλήθος των γραµµών του A και εποµένως δεν ορίζεται το
γινόµενο BA. Το άθροισµα A+B δεν ορίζεται γιατί οι πίνακες A, B είναι διαφορετικού
µεγέθους �
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Για το γινόµενο πινάκων (εφόσον ορίζεται η πράξη) ισχύουν οι ακόλουθες ιδιότητες :

� (AB)C = A(BC) (προσεταιρισική)

� A(B + C) = AB + AC (επιµεριστική από αριστερά ιδιότητα)

� (B + C)A = BA+ CA (επιµεριστική από δεξιά ιδιότητα)

� AO = O ή OA = O

� γενικά AI = A ή IA = A και για τετραγωνικούς IA = AI = A

� k · (AB) = (k · A)B = A(k ·B)

Γενικά, ακόµη και αν ορίζεται το γινόµενο στους πίνακες δεν ισχύει η πάντα
αντιµεταθετικότητα AB 6= BA.[

1 2
0 −1

] [
1 0
1 −1

]
=

[
3 −2
−1 1

]
6=
[

1 2
1 3

]
=

[
1 0
1 −1

] [
1 2
0 −1

]
Ορίζεται και η κ-δύναµη τετραγωνικού πίνακα ως Ak = A · · ·A︸ ︷︷ ︸

k φoρς

και A0 = I.

Παράδειγµα 3.1.5[
1 2
0 −1

]3

=

[
1 2
0 −1

] [
1 2
0 −1

] [
1 2
0 −1

]
=

[
1 0
0 1

] [
1 2
0 −1

]
=

[
1 2
0 −1

]
�

Για έναν διαγώνιο τετραγωνικό πίνακα η κ-δύναµη του είναι ένας διαγώνιος τετρα-
γωνικός πίνακας µε διαγώνια στοιχεία τις κ-δυνάµεις των διαγώνιων στοιχείων του
αρχικού.

Παράδειγµα 3.1.6  2 0 0
0 3 0
0 0 −1

10

=

 210 0 0
0 310 0
0 0 (−1)10

 .
�
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3.2 Μέθοδος απαλοιφής Gauss

Η άµεση µέθοδος της απαλοιφής του Gauss είναι µία από τις πλέον αποτελεσµατικές
µεθόδους. Η µέθοδος ϐασίζεται στην µετατροπή του αρχικού συστήµατος, µετά την
εφαρµογή επιτρεπτών πράξεων, σε ένα ισοδύναµο σύστηµα, του οποίου ο πίνακας
των συντελεστών είναι άνω τριγωνικός. Η εφαρµογή της µεθόδου ϐασίζεται σε δύο
στάδια :

� την τριγωνοποίηση και

� την πίσω-αντικατάσταση (backward substitution).

Η τριγωνοποίηση του πίνακα A των συντελεστών συστήµατος ϐασίζεται στην απαλοι-
ϕή (µηδενισµό) όλων των συντελεστών κάτω από κάθε στοιχείο της κυρίας διαγωνίου
του πίνακα. Η αντίστοιχες πράξεις γίνονται παράλληλα και για το διάνυσµα σταθε-
ϱών όρων του συστήµατος b, έτσι ώστε να καταλήξουµε σε ένα σύστηµα µε πίνακες
συντελεστών της µορφής

Ã =



a
(1)
1 1 a

(1)
1 2 a

(1)
1 3 . . . a

(1)
1n

0 a
(2)
2 2 a

(2)
2 3 . . . a

(2)
2n

0 0 a
(3)
3 3 . . . a

(3)
3n

. . .

. . .

. . . a
(n− 1)
n− 1, n− 1 a

(n− 1)
n− 1, n

0 0 0 . . 0 a
(n)
nn


, b =



b
(1)
1

b
(2)
2

b
(3)
3

.

.

b
(n−1)
n−1

b
(n)
n


Οι εκθέτες στους παραπάνω πίνακες αφορούν το κάθε από τα n ϐήµατα της τριγω-
νοποίησης. Κατά το i ϐήµα δεν µεταβάλλονται οι συντελεστές που έχουν υπολογιστεί
στα προηγούµενα ϐήµατα.

Το νέο ισοδύναµο σύστηµα λύνεται εύκολα µε διαδοχικές αντικαταστάσεις, από
την τελευταία εξίσωση προς την πρώτη. Η διαδικασία αυτή ονοµάζεται προς τα πίσω
αντικατάσταση backward substitution:

xn = b
(n)
n
/
a

(n)
n n

x k =
1

a
(k)
k k

{
b

(k)
k −

n∑
j= k + 1

a
(k)
k j x j

}
, k = n − 1, n − 2 , . . . , 1 .

Παράδειγµα 3.2.1 ΄Εστω ότι ϑέλουµε να λύσουµε το γραµµικό σύστηµα
2 1 3 −1
1 3 2 2
−3 2 4 −2
2 −1 −1 3

 ·

x1

x2

x3

x4

 =


5
8
1
3

 .
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Αρχικά απαλείφουµε τα στοιχεία της πρώτης στήλης που ϐρίσκονται κάτω από το δια-
γώνιο στοιχείο a1 1:

2 1 3 −1
1− 1

2
· 2 3− 1

2
· 1 2− 1

2
· 3 2− 1

2
· (−1)

−3−
(
−3

2

)
· 2 2 + 3

2
· 1 4 + 3

2
· 3 −2 + 3

2
· (−1)

2− 2
2
· 2 −1− 1 · 1 −1− 1 · 3 3− 2

2
· (−1)

 ·

x1

x2

x3

x4

 =


5

8− 1
2
· 5

1 + 3
2
· 5

3− 5


ή


2 1 3 −1
0 5/2 1/2 5/2
0 7/2 17/2 −7/2
0 −2 −4 4

 ·

x1

x2

x3

x4

 =


5

11/2
17/2
−2

 .
Στη συνέχεια απαλείφουµε τα στοιχεία της δεύτερης στήλης που ϐρίσκονται κάτω από
το διαγώνιο στοιχείο a2 2:

2 1 3 −1
0 5/2 1/2 5/2
0 7/2− 7

5
· 5

2
17/2− 7

5
· 1

2
−7/2− 7

5
· 5

2

0 −2 + 4
5
· 5

2
−4 + 4

5
· 1

2
4 + 4

5
· 5

2

 ·

x1

x2

x3

x4

 =


5

11/2
17/2− 7

5
· 11

2

−2 + 4
5
· 11

2


ή


2 1 3 −1
0 5/2 1/2 5/2
0 0 39/5 −7
0 0 −18/5 6

 ·

x1

x2

x3

x4

 =


5

11/2
4/5
12/5

 .
Και τέλος απαλείφουµε τα στοιχεία της τρίτης στήλης που ϐρίσκονται κάτω από το
διαγώνιο στοιχείο a3 3:

2 1 3 −1
0 5/2 1/2 5/2
0 0 39/5 −7
0 0 −18/5 + 18

39
· 39

5
6− 7 · 18

39

 ·

x1

x2

x3

x4

 =


5

11/2
4/5

12/5 + 4
5
· 18

39


ή


2 1 3 −1
0 5/2 1/2 5/2
0 0 39/5 −7
0 0 0 108

39

 ·

x1

x2

x3

x4

 =


5

11/2
4/5
108
39

 .
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Το τελικό σύστηµα έχει άνω τριγωνικό πίνακα οπότε µπορούµε να λύσουµε την τε-
λευταία εξίσωση 108

39
x4 = 108

39
προς x4, και διαπιστώνουµε εύκολα ότι x4 = 1. Μετά

αντικαθιστούµε το x4 στην προτελευταία εξίσωση και έχουµε :

39x3/5− 7 · 1 = 4/5

ή ισοδύναµα
39x3/5 = 7 + 4/5 = 39/5,

οπότε x3 = 1.
Συνεχίζοντας στη δεύτερη εξίσωση έχουµε

5x2/2 + x3/2 + 5x4/2 = 11/2

από όπου αντικαθιστώντας τις γνωστές τιµές έχουµε

5x2/2 + 1/2 + 5/2 = 11/2

ή ισοδύναµα 5x2/2 = 5/2 και x2 = 1.
Τέλος, από την πρώτη εξίσωση

2x1 + x2 + 3x3 − x4 = 5

λύνοντας λαµβάνουµε x1 = 1. �

΄Οταν η µέθοδος προγραµµατιστεί σε έναν υπολογιστή, δεν είναι αναγκαίο, σε κάθε
ϐήµα της απαλοιφής, να αποθηκεύουµε την νέα κατάσταση των πινάκων του ισοδύ-
ναµου συστήµατος σε διαφορετική ϑέση από την προηγούµενη.
Η διαδικασία µπορεί να γίνει στο χαρτί και µε τη ϐοήθεια του επαυξηµένου πίνακα
των συντελεστών του συστήµατος.

a1 1 a1 2 a1 3 . . . a1n b1

a2 1 a2 2 a2 3 . . . a2n b2

a3 1 a3 2 a3 3 . . . a3n b3

. . . .

. . . .

. . . .
an 1 an 2 an 3 . . . ann bn


Σε αυτόν τον πίνακα εφαρµόζουµε γραµµοπράξεις πινάκων όπως η αντικατάσταση
µίας γραµµής j µε το άθροισµα αυτής της γραµµής και ενός πολλαπλάσιου µίας άλ-
λης (Γj → Γj +mj iΓi). Μετά την πράξη αυτή οδηγούµαστε σε γραµµοϊσοδύναµους
πίνακες. Τα συστήµατα που αντιστοιχούν σε γραµµοισοδύναµους πίνακες εί-
ναι ισοδύναµα (έχουν τις ίδιες λύσεις).
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Για να εφαρµόσουµε τη µέθοδο του Gauss ξεκινάµε από την πρώτη γραµµή του
επαυξηµένου πίνακα. Στο πρώτο ϐήµα, εφαρµόζοντας γραµµοπράξεις, µηδενίζουµε
τα στοιχεία του επαυξηµένου πίνακα που ϐρίσκονται στην πρώτη στήλη κάτω από το
διαγώνιο στοιχείο της πρώτης γραµµής.
Στο δεύτερο ϐήµα, συνεχίζουµε στη δεύτερη γραµµή όπου, µε τη χρήση γραµµοπρά-
ξεων κάνουµε όλα τα στοιχεία που ϐρίσκονται στην ίδια στήλη µε το διαγώνιο στοιχείο
της δεύτερης γραµµής και κάτω από αυτό µηδενικά. Και συνεχίζουµε στην επόµενη
γραµµή.
΄Ετσι, σε καθένα από τα n− 1 πρώτα ϐήµατα της µεθόδου, µηδενίζουµε µε γραµµο-
πράξεις τα στοιχεία που υπάρχουν κάτω από το διαγώνιο στοιχείο της γραµµής στην
οποία εργαζόµαστε. ∆ηλαδή, στο i ϐήµα µηδενίζουµε τα στοιχεία κάτω από το δια-
γώνιο στοιχείο a(i−1)

i i , το οποίο ονοµάζεται οδηγό στοιχείο του ϐήµατος, κάνοντας
τις γραµµοπράξεις

Γ
(i)
j → Γ

(i−1)
j −mj iΓ

(i−1)
i , για j = i+ 1, . . . , n− 1,

όπου mj i =
a
(i−1)
j i

a
(i−1)
i i

και δεν µεταβάλουµε την i γραµµή (a(i)
i k = a

(i−1)
i k για k = i, i +

1, . . . , n).
Εάν σε κάποιο ϐήµα i από τα n−1 πρώτα ϐήµατα της µεθόδου το διαγώνιο στοιχείο
είναι µηδέν, η µέθοδος αποτυγχάνει. Το ίδιο ισχύει εάν και στο n-οστό ϐήµα στο
οποίο απλά εξετάζουµε εάν το διαγώνιο στοιχείο της n γραµµής είναι µηδέν. Εάν η
µέθοδος δεν αποτύχει στη ϕάση της τριγωνοποίησης προχωράµε στη ϕάση της προς
τα πίσω αντικατάστασης για να ϐρούµε την λύση.

Παράδειγµα 3.2.2 Να λυθεί το σύστηµα

x+ 2y − 3z = 4
x+ 3y + z = 11
2x+ 5y − 4z = 13

Ο επαυξηµένος πίνακας και οι γραµµοπράξεις του πρώτου ϐήµατος είναι 1 2 −3 4
1 3 1 11
2 5 −4 13

 Γ2−>Γ2−(1/1)Γ1−→

 1 2 −3 4
0 1 4 7
2 5 −4 13

 Γ3−>Γ3−(2/1)Γ1−→

 1 2 −3 4
0 1 4 7
0 1 2 5


Στους υπολογισµούς αυτούς m2 1 = 1

1
και m3 1 = 2

1
. Αφού µηδενίσαµε τα στοιχεία της

πρώτης στήλης που ευρίσκονται κάτω από τη διαγώνιο, συνεχίζουµε µε τα στοιχεία της
δεύτερης στήλης. 1 2 −3 4

0 1 4 7
0 1 2 5

 Γ3−>Γ3−(1/1)Γ2−→

 1 2 −3 4
0 1 4 7
0 0 −2 −2
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Στους υπολογισµούς αυτούς m3 2 = 1
1
. Παρατηρούµε ότι ο τελευταίος πίνακας είναι σε

κλιµακωτή µορφή, πράγµα που σηµαίνει ότι το αντίστοιχο σύστηµα

x+ 2y − 3z = 4
y + 4z = 7
−2z = −2

επιλύεται εύκολα. Πράγµατι, από την τρίτη εξίσωση ϐρίσκουµε z = 1, οπότε αντικαθι-
στώντας στην δεύτερη ϐρίσκουµε y = 3, και από την πρώτη x = 1.Τελικά, το σύστηµα
έχει τη µοναδική λύση (x, y, z) = (1, 3, 1). �

Η αποτελεσµατικότητα της µεθόδου ϐελτιώνεται σηµαντικά αν εφαρµόσουµε την τε-
χνική της µερικής οδήγησης. Σύµφωνα µε την τεχνική αυτή, στο κάθε ϐήµα της
διαδικασίας, ϐρίσκουµε το µεγαλύτερο κατά απόλυτη τιµή στοιχείο από τα στοιχεία
από το διαγώνιο στοιχείο και κάτω στη στήλη του. Εάν το στοιχείο αυτό δεν είναι
το διαγώνιο στοιχείο, εναλλάσσουµε την αντίστοιχη γραµµή του επαυξηµένου πίνα-
κα (δηλαδή εξίσωση) µε την γραµµή του διαγώνιου στοιχείου. ∆ηλαδή, στο i-ϐήµα
εναλλάσσουµε την i-οστή γραµµή µε την k-οστή (i < k) γραµµή, για την οποία ισχύει

|a(i−1)
ki | > |a

(i−1)
ji | , j = i+ 1, i+ 2, . . . , n.

Η εφαρµογή της τεχνικής αυτής είναι χρήσιµη στην περίπτωση που κά-
ποιο µηδενικό στοιχείο ευρεθεί στην κυρία διαγώνιο. Εφόσον ο πίνακας του
συστήµατος δεν είναι αντιστρέψιµος (έχει µηδενική ορίζουσα, είναι ιδιάζων
όπως λέµε οπότε και το σύστηµα δεν έχει λύση ή έχει άπειρες λύσεις) η µέ-
ϑοδος ϑα αποτύχει είτε εφαρµόσουµε την µερική οδήγηση είτε όχι. Ωστόσο η
εύρεση µηδενικού οδηγού στοιχείου στη διαγώνιο σε ένα από τα i ϐήµατα της
µεθόδου δεν συνεπάγεται και ότι ο πίνακας του συστήµατος είναι ιδιάζων. Η
εναλλαγή των γραµµών και η τοποθέτηση ενός µη µηδενικού ¨οδηγού στοιχεί-
ου¨ στην διαγώνιο (εφόσον αυτό υπάρχει ανάµεσα στα στοιχεία που είναι στην
στήλη του διαγώνιου στοιχείου και κάτω από αυτό) αποτρέπει την αποτυχί-
α της µεθόδου όταν το σύστηµα έχει λύση. Επιπλέον η αποφυγή διαίρεσης
µε ¨µικρούς αριθµούς¨ οδηγεί στην ελάττωση των σφαλµάτων αποκοπής, τα
οποία σε ειδικές περιπτώσεις είναι όντως σηµαντικά σε µέγεθος.

Παράδειγµα 3.2.3 Εάν ϑέλουµε να λύσουµε το ακόλουθο σύστηµα:
0 0 3 −1
5 1 2 2
−3 2 4 −2
2 −1 −1 3

 ·

x1

x2

x3

x4

 =


2
10
1
3

 .
Η απλή εφαρµογή της µεθόδου του Gauss ϕανερά αποτυγχάνει διότι, δεν µπορούµε
να απαλείψουµε την πρώτη στήλη διότι το a11 είναι µηδέν. Σε αυτό το παράδειγµα
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η εφαρµογή της µερικής οδήγησης είναι αναγκαία για να συνεχίσουµε την εφαρµογή
του αλγόριθµου. Ωστόσο, όπως αναφέραµε παραπάνω η εφαρµογή της τεχνικής αυτής
ελαττώνει την επιρροή των σφαλµάτων αποκοπής στα αποτελέσµατα της διαδικασίας
και για αυτό εφαρµόζεται άσχετα µε το εάν είναι ή δεν είναι µηδέν το διαγώνιο στοιχείο.
το δοθέν σύστηµα ϐλέπουµε πως από τα στοιχεία της πρώτης στήλης το a21 = 5 είναι το
µεγαλύτερο. Ανταλλάσσουµε λοιπόν τα στοιχεία της πρώτης και δεύτερης γραµµής.

5 1 2 2
0 0 3 −1
−3 2 4 −2
2 −1 −1 3

 ·

x1

x2

x3

x4

 =


10
2
1
3


Μετά την απαλοιφή έχουµε

5 1 2 2
0 0 3 −1
0 2.6 5.2 −0.8
0 −1.4 −1.8 2.2

 ·

x1

x2

x3

x4

 =


10
2
7
−1

 .
Από τα στοιχεία της δεύτερης στήλης έχουµε µεγαλύτερο το a32 = 2.6, οπότε ανταλλά-
σουµε την δεύτερη και την τρίτη εξίσωση έχοντας

5 1 2 2
0 2.6 5.2 −0.8
0 0 3 −1
0 −1.4 −1.8 2.2

 ·

x1

x2

x3

x4

 =


10
7
2
−1

 .
Απαλείφοντας έχουµε,

5 1 2 2
0 2.6 5.2 −0.8
0 0 3 −1
0 0 −1.8 + 1.4

2.6
· 5.2 2.2− 1.4

2.6
· 0.8

 ·

x1

x2

x3

x4

 =


10
7
2

−1 + 1.4
2.6
· 7

 ή


5 1 2 2
0 2.6 5.2 −0.8
0 0 3 −1
0 0 1 23

13

 ·

x1

x2

x3

x4

 =


10
7
2
36
13

 .
Στο τέλος δεν χρειάζεται αναδιάταξη αφού για τα στοιχεία της τρίτης στήλης έχουµε
|a33| > |a43|. Κάνουµε απλά την απαλοιφή και :

5 1 2 2
0 2.6 5.2 −0.8
0 0 3 −1
0 0 0 23

13
+ 1

3

 ·

x1

x2

x3

x4

 =


10
7
2

36
13
− 2

3

 .
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Από την τέταρτη εξίσωση παίρνουµε 82x4/39 = 82/39, άρα x4 = 1. Μετά αντικαθιστώ
το x4 στην προτελευταία εξίσωση και έχουµε :

39x3/5− 7 · 1 = 4/5,

οπότε
39x3/5 = 7 + 4/5 = 39/5,

από όπου x3 = 1. Συνεχίζοντας έχουµε

5x2/2 + x3/2 + 5x4/2 = 11/2,

άρα 5x2/2 + 1/2 + 5/2 = 11/2 ή 5x2/2 = 5/2 και x2 = 1.
Τέλος, από την πρώτη εξίσωση

2x1 + x2 + 3x3 − x4 = 5

αντικαθιστώντας τις προηγούµενες υπολογισµένες τιµές λαµβάνουµε x1 = 1.
�

Παράδειγµα 3.2.4 Ας δούµε ένα ανάλογο παράδειγµα, λυµένο µε τον επαυξηµένο.
Θέλουµε να λύσουµε το σύστηµα:

2u+ v + w = 5
4u− 6v = −2
−2u+ 7v + 2w = 9

Το οποίο έχει επαυξηµένο πίνακα 2 1 1
4 −6 0
−2 7 2

∣∣∣∣∣∣
5
−2
9


Εφαρµόζουµε την µερική οδήγηση: 2 1 1

4 −6 0
−2 7 2

∣∣∣∣∣∣
5
−2
9

 Γ2↔Γ1−→

 4 −6 0
2 1 1
−2 7 2

∣∣∣∣∣∣
−2
5
9


Και λαµβάνοντας m21 = 2

4
,m31 = −2

4
εφαρµόζουµε τις γραµµοπράξεις. 4 −6 0

2 1 1
−2 7 2

∣∣∣∣∣∣
−2
5
9

 Γ3→Γ3−(−2/4)Γ1, Γ2→Γ2−(2/4)Γ1−→

 4 −6 0
0 4 1
0 4 2

∣∣∣∣∣∣
−2
6
8
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Στο επόµενο ϐήµα δεν χρειάζεται εναλλαγή γραµµών και άµεσα, λαµβάνονταςm32 = 4
4

εφαρµόζουµε τις γραµµοπράξεις 4 −6 0
0 4 1
0 4 2

∣∣∣∣∣∣
−2
6
8

 Γ3→Γ3−(4/4)Γ2−→

 4 −6 0
0 4 1
0 0 1

∣∣∣∣∣∣
−2
6
2


Ο τελευταίος πίνακας αντιστοιχεί µε το ακόλουθο, ισοδύναµο προς το αρχικό, σύστηµα:

4u− 6v = −2
4v + w = 6
w = 2

Από όπου έχουµε τη λύση

w = 2
4v = 6− w ⇔ v = 1
4u− 6v = −2⇔ 4u = 6v − 2⇔ u = 1

�

Για κάθε τετραγωνικό πίνακα, οι ακόλουθες προτάσεις είναι ισοδύναµες:

1 Το σύστηµα Ax = b έχει µοναδική λύση για κάθε διάνυσµα b.

2 det(A) 6= 0 (όπου det(A) η ορίζουσα του πίνακα).

3 Ο πίνακας είναι µη ιδιάζων, δηλαδή υπάρχει ο A−1.

Συµπληρώνουµε επίσης την επόµενη ισοδύναµη πρόταση:

4 Η απαλοιφή Gauss µε εναλλαγή γραµµών µπορεί να εφαρµοστεί για οποιοδήποτε
διάνυσµα b.

Είναι γνωστό ότι ένα σύστηµα του οποίου ο πίνακας των συντελεστών έχει
ορίζουσα 0, είτε είναι ασυµβίβαστο (δεν έχει λύση), είτε δεν έχει µοναδική
λύση. Και στις δύο αυτές περιπτώσεις όλες οι αριθµητικές µέθοδοι επίλυσης
συστηµάτων αποτυγχάνουν. Ωστόσο και πίνακες οι οποίοι δεν έχουν µηδενική
ορίζουσα, αλλά για παράδειγµα ορίζουσα κοντά στο µηδέν, οδηγούν τη µέθοδο Gauss
σε κακά αποτελέσµατα.

Παράδειγµα 3.2.5 Για παράδειγµα ας ϑεωρήσουµε το σύστηµα:

0.780x+ 0.563y = 0.217
0.913x+ 0.659y = 0.254
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µε προφανή λύση το (x, y) = (1,−1) και ορίζουσα του πίνακα που ισούται µε 10−6.
Ας δούµε πιο αναλυτικά τι υπολογίζει η µέθοδος Gauss. Κάνοντας το πρώτο (και
µοναδικό ϐήµα) αποκοπής το σύστηµα έχει την ισοδύναµη µορφή:

0.780x+ 0.563y = 0.217

0x+ (0.659− 0.913 · 0.563

0.780
)y = 0.254− 0.913 · 0.217

0.780

ή τελικά κάνοντας τις πράξεις

0.780x+ 0.563y = 0.217

0x+
0.659 · 0.780− 0.913 · 0.563

0.780
y = 0.254− 0.913 · 0.217

0.780

Ο συντελεστής του y στην τελευταία εξίσωση έχει αριθµητή ίσο µε την ορίζουσα του
πίνακαA, δηλαδή 10−6. Είναι δηλαδή ένας πολύ µικρός αριθµός. ΄Οταν, στην προς τα
πίσω αντικατάσταση, για να υπολογίσουµε το y, ο συντελεστής αυτός διαιρεί το σταθερό
όρο υπάρχει µεγάλο σφάλµα αποκοπής (το οποίο εξαρτάται από τον αριθµό των ψηφίων
και µε τη σειρά µε την οποία γίνονται οι πράξεις). �

Τέλος, υπάρχουν πίνακες για τους οποίους η δοµή του µας εξασφαλίζει τόσο η
ορίζουσά τους δεν είναι µηδέν όσο και ότι η µέθοδος Gauss δεν ϑα χρειαστεί να κάνει
εναλλαγές γραµµών. Μία τέτοια κατηγορία πινάκων είναι οι αυστηρά διαγώνια
υπερτερούντες πίνακες για τους οποίους ισχύει ότι

|aii| >
n∑

j = 1
j 6= i

|aij|

για κάθε i = 1, 2, ..., n.
΄Ενα παράδειγµα ενός πίνακα που είναι αυτστηρά διαγώνια υπερτερών, είναι ο ακό-
λουθος πίνακας : 

9 1 0 −2
3 10 1 −1
2 0 8 −3
6 5 −2 15

 .

3.3 Μέθοδος παραγοντοποίησης LU Doolitle

΄Οταν το γραµµικό σύστηµα µπορεί να επιλυθεί µε την µέθοδο απαλοιφής
Gauss κατά µοναδικό τρόπο, δηλαδή χωρίς υποχρεωτικές εναλλαγές γραµµών
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(οδήγηση λόγω µηδενικών οδηγών στοιχείων διαγωνίου σε κάποια ϕάση της
εφαρµογής της µεθόδου), τότε ο πίνακαςA µπορεί να παραγοντοποιηθεί σε
έναν κάτω τριγωνικό πίνακα L και έναν άνω τριγωνικό πίνακα U .

Επίσης ανάλογα µε την επιλογή των διαγωνίων στοιχείων του πίνακα L ή U προ-
κύπτει και µία συγκεκριµένη µέθοδος αυτής της κατηγορίας. ΄Οταν επιλέγουµε όλα
τα διαγώνια στοιχεία του πίνακα L ίσα µε 1 τότε προκύπτει η µέθοδος LU Doolittle.
Στην περίπτωση αυτή το σύστηµα Ax = b,γράφεται :

LUx = b,

Πιο αναλυτικά αναλύουµε τον πίνακα ως εξής :
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... · · · ...
an1 an2 · · · ann

 =


1 0 . . . 0
`21 1 · · · 0
...

... · · · ...
`n1 `n2 · · · 1



u11 u12 . . . u1n

0 u22 · · · u2n
...

... · · · ...
0 0 · · · unn


Ο αλγόριθµος της µεθόδου LU Doolittle έχει τα ακόλουθα ϐήµατα:
Βήµα 1.
Υπολογίζουµε τα στοιχεία της 1ης γραµµής του πίνακα U πολλαπλασιάζοντας κάθε
στήλη του µε την 1η γραµµή του L και εξισώνοντας µε την πρώτη στήλη του πίνακα
A. ∆ηλαδή έχουµε

u1 j = a1 j, j = 1, 2, . . . , n

Υπολογίζουµε τα στοιχεία της 1ης στήλης του πίνακα L πολλαπλασιάζοντας 1η στήλη
U µε την κάθε γραµµή του L και καταλήγουµε στη σχέση: ∆ηλαδή έχουµε

lj 1 =
aj 1

u1 1

, j = 2, 3, . . . , n.

Βήµα 2 έως n− 1.
Συνεχίζουµε, και για i = 2, 3, . . . , n− 1 υπολογίζουµε τα (µη µηδενικά) στοιχεία της
ioστης γραµµής του πίνακα U πολλαπλασιάζοντας κάθε στήλη του (από την ioστη και
µετά) µε την ioστη γραµµή του L και εξισώνοντας µε τα αντίστοιχα στοιχεία του πίνακα
A. ∆ηλαδή έχουµε

ui j = ai j −
i−1∑
k=1

li kuk, j j = i+ 1, i+ 2, . . . , n.

Υπολογίζουµε τα στοιχεία της ioστης στήλης του πίνακα L πολλαπλασιάζοντας ioστη

στήλη U µε την κάθε γραµµή του L (από τη µε i+ 1 και µετά) και εξισώνοντας µε τα
αντίστοιχα στοιχεία του πίνακα A. ∆ηλαδή έχουµε

lj i =
1

ui i
(aj i −

i−1∑
k=1

lj kuk i), j = i+ 1, i+ 2, . . . , n.
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Βήµα n.
Τέλος, µένει να υπολογίσουµε το unn πολλαπλασιάζοντας τη noστη στήλη του U µε
την noστη γραµµή του L και εξισώνοντας µε το ann έχουµε unn = ann −

∑n−1
k=1 lnklk n

Εάν κατά τη διάρκεια της εκτέλεσης των n−1 πρώτων ϐηµάτων υπολογίσουµε
ui i = 0 ο αλγόριθµος αποτυγχάνει και δεν είναι δυνατό να γίνει παραγοντο-
ποίηση. Εάν το unn = 0 τότε ο πίνακας είναι ιδιάζοντας (δηλαδή έχει ορίζουσα
0, δεν αντιστρέφεται).

Για έναν 3× 3 πίνακα η παραπάνω παραγοντοποίηση είναι η ακόλουθη a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 =

 1 0 0
`21 1 0
`31 `32 1

 u11 u12 u13

0 u22 u23

0 0 u33


Βήµα 1.
Πολλαπλασιάζουµε κάθε στήλη του του U µε την πρώτη γραµµή του L και, λόγω
της ειδικής µορφής των L και U , µπορούµε να υπολογίσουµε αρχικά τις τιµές των
στοιχείων της γραµµής του U εξισώνοντας µε τα αντίστοιχα στοιχεία του A. ∆ηλαδή
έχουµε:

u11 = a11

u12 = a12

u13 = a13

Πολλαπλασιάζουµε την πρώτη στήλη του U µε κάθε γραµµή του L και υπολογίζουµε
τα στοιχεία της πρώτης στήλης του L.

l21u11 = a21 ⇔ l21 =
a21

u11

l31u11 = a31 ⇔ l31 =
a31

u11

Βήµα 2.
Υπολογίζουµε τα (µη µηδενικά) στοιχεία της δεύτερης γραµµής του πίνακα U πολ-
λαπλασιάζοντας κάθε στήλη του (από την από τη δεύτερη και µετά) µε την δεύτερη
γραµµή του L και εξισώνοντας µε τα αντίστοιχα στοιχεία του πίνακα A.

l21u12 + u22 = a22 ⇔ u22 = a22 − l21u12

l21u13 + u23 = a23 ⇔ u23 = a23 − l21u13
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Υπολογίζουµε τα στοιχεία της δεύτερης στήλης του πίνακα L (δηλαδή το l32 πολλα-
πλασιάζοντας δεύτερη στήλη U µε την τρίτη γραµµή του L και εξισώνοντας µε τα
αντίστοιχα στοιχεία του πίνακα A.

l31u12 + l32u22 = a32 ⇔ l32 =
a32 − l31u12

u2,2

Βήµα 3.
Υπολογίζουµε το u3,3 πολλαπλασιάζοντας την τρίτη στήλη του U µε την τρίτη γραµµή
του L και εξισώνοντας µε το a33 έχουµε

l31u13 + l32u23 + u33 = a33 ⇔ u33 = a33 − l31u13 − l32u23

Παράδειγµα 3.3.1 Εφαρµόζουµε τον παραπάνω αλγόριθµο στον πίνακα:

A =

 25 5 1
64 8 1
144 12 1

 .
Βήµα 1.
Πολλαπλασιάζουµε κάθε στήλη του του U µε την πρώτη γραµµή του L και, λόγω της
ειδικής µορφής των L και U , µπορούµε να υπολογίσουµε αρχικά τις τιµές των στοιχείων
της γραµµής του U εξισώνοντας µε τα αντίστοιχα στοιχεία του A. ∆ηλαδή έχουµε :

u11 = 25

u12 = 5

u13 = 1

Πολλαπλασιάζουµε την πρώτη στήλη του U µε κάθε γραµµή του L και υπολογίζουµε
τα στοιχεία της πρώτης στήλης του L.

l21 · 25 = 64⇔ l21 =
64

25

l31 · 25 = 144⇔ l31 =
144

25

Η παραγοντοποίηση µέχρι τώρα είναι η παρακάτω. 25 5 1
64 8 1
144 12 1

 =

 1 0 0
64
25

1 0
144
25

l32 1

 25 5 1
0 u22 u23

0 0 u33


Βήµα 2.



64

Υπολογίζουµε τα (µη µηδενικά) στοιχεία της δεύτερης γραµµής του πίνακα U πολλα-
πλασιάζοντας κάθε στήλη του (από την από τη δεύτερη και µετά) µε την δεύτερη γραµµή
του L και εξισώνοντας µε τα αντίστοιχα στοιχεία του πίνακα A.

64

25
· 5 + u22 = 8⇔ u22 = 8− 64

25
· 5 = −24

5
64

25
· 1 + u23 = 1⇔ u23 = 1− 64

25
· 1 = −39

25

Υπολογίζουµε τα στοιχεία της δεύτερης στήλης του πίνακα L (δηλαδή το l32) πολλαπλα-
σιάζοντας δεύτερη στήλη U µε την τρίτη γραµµή του L και εξισώνοντας µε τα αντίστοιχα
στοιχεία του πίνακα A.

144

25
· 5 + l32 · (−

24

5
) = 12⇔ l32 =

12− 144
25
· 5

−24
5

=
7

2

Η παραγοντοποίηση µετά το δεύτερο ϐήµα είναι η παρακάτω. 25 5 1
64 8 1
144 12 1

 =

 1 0 0
64
25

1 0
144
25

7
2

1

 25 5 1
0 −24

5
−39

25

0 0 u33


Βήµα 3.
Υπολογίζουµε το u3,3 πολλαπλασιάζοντας την τρίτη στήλη του U µε την τρίτη γραµµή
του L και εξισώνοντας µε το a33 έχουµε

144

25
· 1 +

7

2
· (−39

25
) + u33 = a33 ⇔ u33 = 1− 144

25
· 1− 7

2
· (−39

25
) =

7

10

Τελικά, η παραγοντοποίηση είναι η παρακάτω. 25 5 1
64 8 1
144 12 1

 =

 1 0 0
64
25

1 0
144
25

7
2

1

 25 5 1
0 −24

5
−39

25

0 0 7
10


�

Παράδειγµα 3.3.2 Εφαρµόζουµε τον αλγόριθµο LU Doolittle στον 4× 4 πίνακα:

A =


6 2 1 −1
2 4 1 0
1 1 4 −1
−1 0 −1 3

 .
Βήµα 1.
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Πολλαπλασιάζουµε κάθε στήλη του του U µε την πρώτη γραµµή του L και, λόγω της
ειδικής µορφής των L και U , µπορούµε να υπολογίσουµε αρχικά τις τιµές των στοιχείων
της γραµµής του U εξισώνοντας µε τα αντίστοιχα στοιχεία του A. ∆ηλαδή έχουµε :

u11 = 6

u12 = 2

u13 = 1

u14 = −1

Πολλαπλασιάζουµε την πρώτη στήλη του U µε κάθε γραµµή του L και υπολογίζουµε
τα στοιχεία της πρώτης στήλης του L.

l21 · 6 = 2⇔ l21 =
1

3

l31 · 6 = 1⇔ l31 =
1

6

l41 · 6 = −1⇔ l21 = −1

6

Η παραγοντοποίηση µέχρι τώρα είναι η παρακάτω.
6 2 1 −1
2 4 1 0
1 1 4 −1
−1 0 −1 3

 =


1 0 0 0
1
3

1 0 0
1
6

`32 1 0
−1

6
`42 `43 1




6 2 1 −1
0 u22 u23 u24

0 0 u33 u34

0 0 0 u44


Βήµα 2.
Υπολογίζουµε τα (µη µηδενικά) στοιχεία της δεύτερης γραµµής του πίνακα U πολλα-
πλασιάζοντας κάθε στήλη του (από την από τη δεύτερη και µετά) µε την δεύτερη γραµµή
του L και εξισώνοντας µε τα αντίστοιχα στοιχεία του πίνακα A.

1

3
· 2 + u22 = 4⇔ u22 = 4− 2

3
=

10

3
1

3
· 1 + u23 = 1⇔ u23 = 1− 1

3
=

2

3
1

3
· (−1) + u24 = 0⇔ u24 =

1

3

Υπολογίζουµε τα στοιχεία της δεύτερης στήλης του πίνακαL πολλαπλασιάζοντας δεύτε-
ϱη στήλη U µε την τρίτη και την τέταρτη γραµµή του L και εξισώνοντας µε τα αντίστοιχα
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στοιχεία του πίνακα A.

1

6
· 2 + l32 ·

10

3
= 1⇔ l32 =

1− 2
6

10
3

=
1

5

−1

6
· 2 + l42 ·

10

3
= 0⇔ l42 =

2
6
10
3

=
1

10

Η παραγοντοποίηση µετά το δεύτερο ϐήµα είναι η παρακάτω.
6 2 1 −1
2 4 1 0
1 1 4 −1
−1 0 −1 3

 =


1 0 0 0
1
3

1 0 0
1
6

1
5

1 0
−1

6
1
10

`43 1




6 2 1 −1
0 10

3
2
3

1
3

0 0 u33 u34

0 0 0 u44


Βήµα 3.
Υπολογίζουµε τα (µη µηδενικά) στοιχεία της τρίτης γραµµής του πίνακα U πολλαπλα-
σιάζοντας κάθε στήλη του (από την από την τρίτη και µετά) µε την τρίτη γραµµή του L
και εξισώνοντας µε τα αντίστοιχα στοιχεία του πίνακα A.

1

6
· 1 +

1

5
· 2

3
+ u33 = 4⇔ u33 = 4− 1

6
− 2

15
=

37

10
1

6
· (−1) +

1

3
· 1

5
+ u34 = −1⇔ u34 = −1 +

1

6
− 1

15
= − 9

10

Υπολογίζουµε τα στοιχεία της τρίτης στήλης του πίνακα L (δηλαδή το `43) πολλαπλα-
σιάζοντας τρίτη στήλη U µε την τέταρτη γραµµή του L και εξισώνοντας µε τα αντίστοιχα
στοιχεία του πίνακα A.

−1

6
· 1− 2

3
· 1

10
+ l43 ·

37

10
= −1⇔ l43 =

−1 + 1
6
− 2

30
37
10

= − 9

37

Η παραγοντοποίηση µετά το δεύτερο ϐήµα είναι η παρακάτω.
6 2 1 −1
2 4 1 0
1 1 4 −1
−1 0 −1 3

 =


1 0 0 0
1
3

1 0 0
1
6

1
5

1 0
−1

6
1
10
− 9

37
1




6 2 1 −1
0 10

3
2
3

1
3

0 0 37
10
− 9

10

0 0 0 u44


Βήµα 4.
Υπολογίζουµε το u4,4 πολλαπλασιάζοντας την τέταρτη στήλη του U µε την τρίτη γραµµή
του L και εξισώνοντας µε το a44 έχουµε

−1 · (−1

6
) +

1

3
· 1

10
+ (− 9

10
) · (− 9

37
) + u44 = 3⇔ u33 = 3− 2

6
− 3

30
− 81

370
) =

191

74
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Τελικά, η παραγοντοποίηση είναι η παρακάτω.
6 2 1 −1
2 4 1 0
1 1 4 −1
−1 0 −1 3

 =


1 0 0 0
1
3

1 0 0
1
6

1
5

1 0
−1

6
1
10
− 9

37
1




6 2 1 −1
0 10

3
2
3

1
3

0 0 37
10
− 9

10

0 0 0 191
74


�

Μετά την εφαρµογή του αλγορίθµου της µεθόδου LU Doolittle, το αρχικό σύστηµα
ανάγεται στην επίλυση των δύο ακόλουθων γραµµικών συστηµάτων

Ly = b
U x = y .

εφαρµόζοντας προς τα εµπρός αντικατάσταση και προς τα πίσω αντικατάσταση
αντίστοιχα.

Παράδειγµα 3.3.3 ΄Εστω ότι έχουµε να λύσουµε το σύστηµα: 25 5 1
64 8 1
144 12 1

  x
y
z

 =

 31
73
157

 .
Αυτό είναι ισοδύναµο µε το σύστηµα 1 0 0

64
25

1 0
144
25

7
2

1

 25 5 1
0 −24

5
−39

25

0 0 7
10

 x
y
z

 =

 31
73
157

 .
Λύνουµε αρχικά το σύστηµα 1 0 0

64
25

1 0
144
25

7
2

1

 x′

y′

z′

 =

 31
73
157

 .
Από όπου παίρνουµε µε προς τα εµπρός αντικατάσταση x′

y′

z′

 =

 31
73− 64

25
x′

157− 144
25
x′ − 7

2
y′

 και τελικά

 x′

y′

z′

 =

 31
−159

25
7
10


Στη συνέχεια λύνουµε το 25 5 1

0 −24
5
−39

25

0 0 7
10

 x
y
z

 =

 31
−159

25
7
10

 από όπου παίρνω µε προς τα πίσω αντικατά-

σταση 25x
−24

5
y

z

 =

 31− 5x− z
−159

25
+ 39

25
z

1

 και έχουµε τελικά

 x
y
z

 =

 1
1
1

.
�
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΄Οπως έχουµε αναφέρει,η µέθοδος παραγοντοποίησης LU που περιγράφουµε πα-
ϱαπάνω δεν µπορεί να εφαρµοστεί µε επιτυχία πάντα.

Παράδειγµα 3.3.4 Για παράδειγµα εάν προσπαθήσουµε να παραγοντοποιήσουµε µε
LU στον πίνακα:

A =

 1 1 1
2 2 5
4 6 8

 .
Βήµα 1.
Πολλαπλασιάζουµε κάθε στήλη του του U µε την πρώτη γραµµή του L και, λόγω της
ειδικής µορφής των L και U , µπορούµε να υπολογίσουµε αρχικά τις τιµές των στοιχείων
της γραµµής του U εξισώνοντας µε τα αντίστοιχα στοιχεία του A. ∆ηλαδή έχουµε :

u11 = 1

u12 = 1

u13 = 1

Πολλαπλασιάζουµε την πρώτη στήλη του U µε κάθε γραµµή του L και υπολογίζουµε
τα στοιχεία της πρώτης στήλης του L.

l21 · 1 = 2⇔ l21 = 2

l31 · 1 = 4⇔ l31 = 4

Βήµα 2.
Υπολογίζουµε τα (µη µηδενικά) στοιχεία της δεύτερης γραµµής του πίνακα U πολλα-
πλασιάζοντας κάθε στήλη του (από την από τη δεύτερη και µετά) µε την δεύτερη γραµµή
του L και εξισώνοντας µε τα αντίστοιχα στοιχεία του πίνακα A.

2 · 1 + u22 = 2⇔ u22 = 0

∆εν µπορούµε να συνεχίσουµε διότι u22 = 0 και σε επόµενο ϐήµα το στοιχείο αυτό
εµφανίζεται σε παρονοµαστή. �

Η µέθοδος παραγοντοποίησης LU Doolitle αποτυγχάνει όταν κατά την εφαρ-
µογή της µεθόδου Gauss στο ίδιο σύστηµα κάνουµε αναγκαστικές εναλλαγές
γραµµών. Είναι γεγονός ότι η µέθοδος Gauss και η παραγοντοποίηση LU Doolitle

συνδέονται. Ο πίνακας L έχει ως στοιχεία τα mij =
a
(i−1)
ji

a
(i−1)
ii

που υπολογίζουµε για την
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απαλοιφή των γραµµών και ο πίνακας U την τελική µορφή του τριγωνοποιηµένου
πίνακα. ∆ηλαδή ισχύει :

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... · · · ...
an1 an2 · · · ann

 =


1 0 . . . 0
m21 1 · · · 0
...

... · · · ...
mn1 mn2 · · · 1



a

(1)
11 a

(1)
12 . . . a

(1)
1n

0 a
(2)
22 · · · a

(2)
2n

...
... · · · ...

0 0 · · · a
(n)
nn


Παράδειγµα 3.3.5 Εάν προσπαθήσουµε να εφαρµόσουµε την µέθοδο Gauss στον
πίνακα του παραπάνω παραδείγµατος έχουµε 1 1 1

2 2 5
4 6 8

 Γ2→Γ2−2Γ1, Γ3→Γ3−4Γ1−→

 1 1 1
0 0 3
4 2 4


Παρατηρούµε ότι για να µπορέσουµε να συνεχίσουµε πρέπει να εναλλάξουµε την 2η µε
τη 3η γραµµή.

�

Ωστόσο η ϑεωρία µας λέει ότι µπορούµε να µετασχηµατίσουµε τον σύστηµα Ax =
b σε ένα άλλο ισοδύναµο το οποίο να µη χρειάζεται εναλλαγή γραµµών και να µπορεί
να εφαρµοστεί η µέθοδος παραγοντοποίησης LU Doolitle. Η εναλλαγή γραµµών σε
έναν τετραγωνικό πίνακα µπορεί να επιτευχθεί µε το να πολλαπλασιάζουµε από τα
αριστερά τον πίνακα µε τον µεταθετικό πίνακα Pij

Pij =



1
. . .

1
0 1

1
. . .

1
1 0

1
. . .

1


ο οποίος εναλλάσσει την iγραµµή µε την j γραµµή (όπου οι µονάδες ϐρίσκονται στην
ij-ϑέση και στην ji-ϑέση). ∆ιαδοχικές εναλλαγές γραµµών µπορεί να εφαρµοστούν
µε τον διαδοχικό πολλαπλασιασµό από τα αριστερά των αντίστοιχων µεταθετικών
πινάκων.



70

Εάν για παράδειγµα, στην εφαρµογή µε τη µέθοδο Gauss αρχικά εναλλάξουµε
την 1η µε τη 2η γραµµή και στη συνέχεια στο δεύτερο ϐήµα της µεθόδου τη 2η µε την
3η γραµµή, ο συνολικός µεταθετικός πίνακας που εφαρµόζει τις εναλλαγές είναι ο

P =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 1




0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 =


0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 0
0 0 0 1

 .
Η ϑεωρία λέει ότι το ισοδύναµο προς το αρχικό σύστηµα PAx = Pb µπορεί να λυθεί
µε τη µέθοδο παραγοντοποίησης LU Doolitle.

Παράδειγµα 3.3.6 Εάν συνεχίσουµε το παραπάνω παράδειγµα και εφαρµόσουµε τον
αλγόριθµο LU Doolitle αφού εναλλάξουµε την 2η µε την 3η γραµµή. Τότε έχουµε τον
πίνακα

A =

 1 1 1
4 6 8
2 2 5

 .
Βήµα 1.
Πολλαπλασιάζουµε κάθε στήλη του του U µε την πρώτη γραµµή του L και, λόγω της
ειδικής µορφής των L και U , µπορούµε να υπολογίσουµε αρχικά τις τιµές των στοιχείων
της γραµµής του U εξισώνοντας µε τα αντίστοιχα στοιχεία του A. ∆ηλαδή έχουµε :

u11 = 1

u12 = 1

u13 = 1

Πολλαπλασιάζουµε την πρώτη στήλη του U µε κάθε γραµµή του L και υπολογίζουµε
τα στοιχεία της πρώτης στήλης του L.

l21 · 1 = 4⇔ l21 = 4

l31 · 1 = 2⇔ l31 = 2

Βήµα 2.
Υπολογίζουµε τα (µη µηδενικά) στοιχεία της δεύτερης γραµµής του πίνακα U πολλα-
πλασιάζοντας κάθε στήλη του (από την από τη δεύτερη και µετά) µε την δεύτερη γραµµή
του L και εξισώνοντας µε τα αντίστοιχα στοιχεία του πίνακα A.

4 · 1 + u22 = 6⇔ u22 = 6− 4 = 2

4 · 1 + u23 = 8⇔ u23 = 8− 4 = 4
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Υπολογίζουµε τα στοιχεία της δεύτερης στήλης του πίνακα L (δηλαδή το l32) πολλαπλα-
σιάζοντας δεύτερη στήλη U µε την τρίτη γραµµή του L και εξισώνοντας µε τα αντίστοιχα
στοιχεία του πίνακα A.

1 · 2 + l32 · 2 = 2⇔ l32 = 0

Βήµα 3.
Υπολογίζουµε το u3,3 πολλαπλασιάζοντας την τρίτη στήλη του U µε την τρίτη γραµµή
του L και εξισώνοντας µε το a33 έχουµε

1 · 2 + 4 · 0 + u33 = 5⇔ u33 = 3

Παρατηρούµε ότι τώρα υπάρχει παραγοντοποίηση LU Doolitle η 1 1 1
4 6 8
2 2 5

 =

 1 0 0
4 1 0
2 0 1

 1 1 1
0 2 4
0 0 3


�

3.4 Αντιστροφή πίνακα

΄Οπως είπαµε, η µέθοδος της παραγοντοποίησης LU Doolitle είναι ισοδύναµη µε τη
µέθοδο Gauss, ωστόσο υπερτερεί στην περίπτωση όπου έχουµε πολλά συστήµατα µε
τον ίδιο πίνακα συντελεστών και µε διαφορετικά δεξιά µέρη. Σε µία τέτοια περίπτωση,
αρκεί να παραγοντοποιήσουµε τον πίνακα του συστήµατος µία ϕορά και να λύσουµε
µε την παραγοντοποιηµένη µορφή κάθε σύστηµα που έχουµε. Αυτό είναι πολύ πιο
οικονοµικό από το να εφαρµόσουµε τη µέθοδο Gauss για κάθε σύστηµα. Ως µία
τέτοια περίπτωση επίλυσης πολλών συστηµάτων είναι µπορεί να ϑεωρηθεί και η την
αντιστροφή ενός πίνακα A ∈ IRn× n, µιας και απαιτεί τη λύση των n συστηµάτων τα
οποία εκφράζονται µε την εξίσωση

AX = I , I µοναδιαίος πίνακας

όπου οι στήλες του πίνακα X, ορίζουν τις στήλες του πίνακα A−1. Μπορούµε να
υλοποιήσουµε την πράξη της αντιστροφής αν παραγοντοποιήσουµε τον πίνακα A
στην µορφή A = LU ,οπότε η προηγούµενη εξίσωση γίνεται :

LUX = I,

και εφαρµόσουµε διαδοχικά την διαδικασία της προς τα εµπρός και πίσω αντικατά-
στασης για την επίλυση των συστηµάτων:

Ly = e1 , Ux1 = y
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Ly = e2 , Ux2 = y

...

Ly = en , Uxn = y

όπου x1 , x2 , . . . , xn οι στήλες του αντίστροφου πίνακα και e1 , e2 , . . . , en οι αντίστοι-
χες στήλες του µοναδιαίου πίνακα.

Παράδειγµα 3.4.1 Θα εφαρµόσουµε τα παραπάνω για να ϐρούµε τον αντίστροφο του
πίνακα

A =

 25 5 1
64 8 1
144 12 1

 .
Ξέρουµε ότι  25 5 1

64 8 1
144 12 1

 =

 1 0 0
64
25

1 0
144
25

7
2

1

 25 5 1
0 −24

5
−39

25

0 0 7
10


Θα ϐρούµε την πρώτη στήλη του αντιστρόφου λύνοντας το 25 5 1

64 8 1
144 12 1

  b11

b21

b31

 =

 1
0
0

⇔
 1 0 0

64
25

1 0
144
25

7
2

1

 25 5 1
0 −24

5
−39

25

0 0 7
10

  b11

b21

b31

 =

 1
0
0


Λύνουµε το 1 0 0

64
25

1 0
144
25

7
2

1

  c11

c21

c31

 =

 1
0
0

⇔
 c11

c21

c31

 =

 1
−64

25

−144
25
− 7

2

(
−64

25

)
 =

 1
−64

25
16
5


Και στη συνέχεια το 25 5 1

0 −24
5
−39

25

0 0 7
10

  b11

b21

b31

 =

 1
−64

25
16
5

⇔
 b11

b21

b31

 =

 1
21

−20
21

32
7
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Θα ϐρούµε την δεύτερη στήλη του αντιστρόφου, µε την ίδια διαγωνιοποίηση, λύνοντας
το  25 5 1

64 8 1
144 12 1

  b12

b22

b32

 =

 0
1
0

⇔
 b12

b22

b32

 =

 − 1
12

17
12

−5
1


Και τελικά ϑα ϐρούµε την τρίτη στήλη του αντιστρόφου, µε την ίδια διαγωνιοποίηση,
λύνοντας το  25 5 1

64 8 1
144 12 1

  b13

b23

b33

 =

 0
0
1

⇔
 b13

b23

b33

 =

 1
28

−13
28

10
7


Οπότε ο αντίστροφος είναι ο

A−1 =

 1
21

−20
21

32
7

− 1
12

17
12

−5
1

1
28

−13
28

10
7

 ≈
 0.04762 −0.08333 0.03571
−0.9524 1.417 −0.4643

4.571 −5.000 1.429

 .
�

3.5 Λυµένες Ασκήσεις

΄Ασκηση 3.5.1 Να λυθεί µε τη µέθοδο απαλοιφής Gauss χωρίς οδήγηση το σύστηµα

3x+ 2y − z = 0
6x+ 6y + 2z = 2
−x+ y + 3z = 1

Λύση
Ο επαυξηµένος πίνακας και για τον µηδενισµό των στοιχείων της πρώτης στήλης που
ευρίσκονται κάτω από τη διαγώνιο έχουµε m21 = 6

3
= 2 και m31 = −1

3
= −1

3 3 2 −1 0
6 6 2 2
−1 1 3 1

 Γ2−>Γ2−(2)Γ1−→

 3 2 −1 0
0 2 4 2
−1 1 3 1

 Γ3−>Γ3−(−1/3)Γ1−→

 3 2 −1 0
0 2 4 2
0 5

3
8
3

1


Αφού µηδενίσαµε τα στοιχεία της πρώτης στήλης που ευρίσκονται κάτω από τη δια-
γώνιο, συνεχίζουµε µε τα στοιχεία της δεύτερης στήλης όπου m32 =

5
3

2
= 5

6
. 3 2 −1 0

0 2 4 2
0 5

3
8
3

1

 Γ3−>Γ3−(5/6)Γ2−→

 3 2 −1 0
0 2 4 2
0 0 −2

3
−2

3
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Παρατηρούµε ότι ο τελευταίος πίνακας είναι σε κλιµακωτή µορφή, πράγµα που ση-
µαίνει ότι το αντίστοιχο σύστηµα

3x+ 2y − z = 0
2y + 4z = 2
−2

3
z = −2

3

επιλύεται εύκολα µε την προς τα πίσω αντικατάσταση. Πράγµατι, από την τρίτη
εύκολα εξίσωση ϐρίσκουµε z = 1, οπότε αντικαθιστώντας στην δεύτερη ϐρίσκουµε
2y + 4 · 1 = 2⇔ y = −1, και από την πρώτη 3x+ 2 · (−1)− 1 = 0⇔ x = 1. Τελικά,
το σύστηµα έχει την µοναδική λύση (x, y, z) = (1,−1, 1).

΄Ασκηση 3.5.2 Να λυθεί µε τη µέθοδο απαλοιφής Gauss µε µερική οδήγηση το σύ-
στηµα

6x+ 10y = 2
12x+ 26y + 4z = 2
9y + 12z = 3

Λύση
∆ηµιουργούµε τον επαυξηµένο πίνακα 6 10 0 2

12 26 4 2
0 9 12 3


και παρατηρούµε ότι το a21 = 12 είναι το µεγαλύτερο κατά απόλυτη τιµή στοιχείο

της στήλης του οπότε κάνουµε εναλλαγή γραµµών για την εφαρµογή της µερικής
οδήγησης. Ο πίνακας τώρα είναι

Γ2↔Γ1−→

 12 26 4 2
6 10 0 2
0 9 12 3


Οπότε για τον µηδενισµό των στοιχείων της πρώτης στήλης που ευρίσκονται κάτω

από τη διαγώνιο έχουµε m21 = 6
12

= 1
2
και m31 = 0

12
= 0 ( δηλαδή στην ουσία δεν

είναι απαραίτητη η απαλοιφή για τον δεύτερο πολλαπλασιαστή). 12 26 4 2
6 10 0 2
0 9 12 3

 Γ2−>Γ2− 1
2

Γ1−→

 12 26 4 2
0 −3 −2 1
0 9 12 3

 Γ3−>Γ3−0Γ1−→

 12 26 4 2
0 −3 −2 1
0 9 12 3


Αφού µηδενίσαµε τα στοιχεία της πρώτης στήλης που ευρίσκονται κάτω από τη διαγώ-
νιο, συνεχίζουµε µε τα στοιχεία της δεύτερης στήλης. Το a32 = 9 είναι το µεγαλύτερο
κατά απόλυτη τιµή στοιχείο στη δεύτερη στήλη κάτω από τη διαγώνιο.
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 12 26 4 2
0 −3 −2 1
0 9 12 3

 Γ3↔Γ2−→

 12 26 4 2
0 9 12 3
0 −3 −2 1


Αφού Οπότε τώρα συνεχίζουµε την απαλοιφή υπολογίζοντας το όπουm32 = −3

9
= −1

3
, 12 26 4 2

0 9 12 3
0 −3 −2 1

 Γ3−>Γ3−(−1/3)Γ2−→

 12 26 4 2
0 9 12 3
0 0 2 2


Παρατηρούµε ότι ο τελευταίος πίνακας είναι σε κλιµακωτή µορφή, πράγµα που ση-
µαίνει ότι το αντίστοιχο σύστηµα

12x+ 26y + 4z = 2
9y + 12z = 3

2z = 2

επιλύεται εύκολα µε την προς τα πίσω αντικατάσταση. Πράγµατι, από την τρίτη
εύκολα εξίσωση ϐρίσκουµε z = 1, οπότε αντικαθιστώντας στην δεύτερη ϐρίσκουµε
9y + 12 · 1 = 3 ⇔ y = −1, και από την πρώτη 12x + 26 · (−1) + 4 · 1 = 2 ⇔ x = 2.
Τελικά, το σύστηµα έχει την µοναδική λύση (x, y, z) = (2,−1, 1).

΄Ασκηση 3.5.3 Να λυθεί µε τη µέθοδο απαλοιφής Gauss µε µερική οδήγηση το σύ-
στηµα

x+ y − z = 2
x+ y + 4z = 7
x
2
− y + 2z = 2

Λύση
∆ηµιουργούµε τον επαυξηµένο πίνακα και παρατηρούµε ότι το a11 = 1 είναι το µεγα-
λύτερο κατά απόλυτη τιµή στοιχείο της στήλης του (ίσο µε το a21 αλλά όχι µικρότερο)
οπότε δεν χρειάζεται να κάνουµε εναλλαγή γραµµών µε την εφαρµογή της µερικής ο-
δήγησης. Οπότε για τον µηδενισµό των στοιχείων της πρώτης στήλης που ευρίσκονται
κάτω από τη διαγώνιο έχουµε m21 = 1

2
= 1 και m31 =

1
2

1
= 1

1 1 1 −1 2
1 1 4 7
1
2
−1 2 2

 Γ2−>Γ2−Γ1−→

 1 1 −1 2
0 0 5 5
1
2
−1 2 2

 Γ3−>Γ3−(1/2)Γ1−→

 1 1 −1 2
0 0 5 5
0 −3

2
5
2

1


Αφού µηδενίσαµε τα στοιχεία της πρώτης στήλης που ευρίσκονται κάτω από τη διαγώ-
νιο, συνεχίζουµε µε τα στοιχεία της δεύτερης στήλης. Μιας και το a11 = 0 η µέθοδος
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απαλοιφής Gauss χωρίς µερική οδήγηση ϑα αποτύγχανε. Οπότε υποχρεωτικά κά-
νουµε εναλλαγή γραµµών µε την τρίτη γραµµή (εφαρµόζοντας την µερική οδήγηση,
το a32 είναι το µεγαλύτερο στοιχείο στη δεύτερη στήλη κάτω από τη διαγώνιο). 1 1 −1 2

0 0 5 5
0 −3

2
5
2

1

 Γ3←Γ2−→

 1 1 −1 2
0 −3

2
5
2

1
0 0 5 5


Αφού Οπότε τώρα συνεχίζουµε την απαλοιφή υπολογίζοντας το όπου m32 = 0

5
3

= 0,
δηλαδή στην ουσία δεν είναι απαραίτητη η απαλοιφή. 1 1 −1 2

0 −3
2

5
2

1
0 0 5 5

 Γ3−>Γ3−0Γ2−→

 1 1 −1 2
0 −3

2
5
2

1
0 0 5 5


Παρατηρούµε ότι ο τελευταίος πίνακας είναι σε κλιµακωτή µορφή, πράγµα που ση-
µαίνει ότι το αντίστοιχο σύστηµα

x+ y − z = 2
−3

2
y + 5

2
z = 1

5z = 5

επιλύεται εύκολα µε την προς τα πίσω αντικατάσταση. Πράγµατι, από την τρίτη
εύκολα εξίσωση ϐρίσκουµε z = 1, οπότε αντικαθιστώντας στην δεύτερη ϐρίσκουµε
−3

2
y + 5

2
· 1 = 1 ⇔ y = 1, και από την πρώτη x + 1 − 1 = 2 ⇔ x = 2. Τελικά, το

σύστηµα έχει την µοναδική λύση (x, y, z) = (2, 1, 1).

΄Ασκηση 3.5.4 Να λυθεί µε τη µέθοδο παραγοντοποίησης LU Doolitle το σύστηµα

3x+ 2y − z = 0
6x+ 6y + 2z = 2
−x+ y + 3z = 1

Λύση
Ο πίνακας του συστήµατος είναι

A =

 3 2 −1
6 6 2
−1 1 3

 .
Βήµα 1.
Πολλαπλασιάζουµε κάθε στήλη του του U µε την πρώτη γραµµή του L και, λόγω
της ειδικής µορφής των L και U , µπορούµε να υπολογίσουµε αρχικά τις τιµές των
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στοιχείων της γραµµής του U εξισώνοντας µε τα αντίστοιχα στοιχεία του A. ∆ηλαδή
έχουµε:

u11 = 3

u12 = 2

u13 = −1

Πολλαπλασιάζουµε την πρώτη στήλη του U µε κάθε γραµµή του L και υπολογίζουµε
τα στοιχεία της πρώτης στήλης του L.

l21 · 3 = 6⇔ l21 = 2

l31 · 3 = −1⇔ l31 = −1

3

Βήµα 2.
Υπολογίζουµε τα (µη µηδενικά) στοιχεία της δεύτερης γραµµής του πίνακα U πολ-
λαπλασιάζοντας κάθε στήλη του (από την από τη δεύτερη και µετά) µε την δεύτερη
γραµµή του L και εξισώνοντας µε τα αντίστοιχα στοιχεία του πίνακα A.

2 · 2 + u22 = 6⇔ u22 = 6− 4 = 2

−1 · 2 + u23 = 2⇔ u23 = 2 + 2 = 4

Υπολογίζουµε τα στοιχεία της δεύτερης στήλης του πίνακα L (δηλαδή το l32) πολ-
λαπλασιάζοντας δεύτερη στήλη U µε την τρίτη γραµµή του L και εξισώνοντας µε τα
αντίστοιχα στοιχεία του πίνακα A.

−1

3
· 2 + l32 · 2 = 1⇔ l32 =

5

6

Βήµα 3.
Υπολογίζουµε το u3,3 πολλαπλασιάζοντας την τρίτη στήλη του U µε την τρίτη γραµµή
του L και εξισώνοντας µε το a33 έχουµε

−1

3
· (−1) + 4 · 5

6
+ u33 = 3⇔ u33 = −2

3

Τελικά, η παραγοντοποίηση είναι η παρακάτω. 3 2 −1
6 6 2
−1 1 3

 =

 1 0 0
2 1 0
−1

3
5
6

1

 3 2 −1
0 2 4
0 0 −2

3
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Τώρα, το αρχικό σύστηµα ανάγεται στην επίλυση των δύο ακόλουθων γραµµικών
συστηµάτων

Ly = b
U x = y .

εφαρµόζοντας προς τα εµπρός αντικατάσταση και προς τα πίσω αντικατάσταση
αντίστοιχα. Το σύστηµα είναι ισοδύναµο µε 1 0 0

2 1 0
−1

3
5
6

1

 3 2 −1
0 2 4
0 0 −2

3

 x
y
z

 =

 0
2
1

 .
Λύνουµε αρχικά το σύστηµα 1 0 0

2 1 0
−1

3
5
6

1

 x′

y′

z′

 =

 0
2
1

 .
Από όπου παίρνουµε µε προς τα εµπρός αντικατάσταση x′

y′

z′

 =

 0
2− 2x′

1 + 1
3
x′ − 5

6
y′

 και τελικά

 x′

y′

z′

 =

 0
2
−2

3


Στη συνέχεια λύνουµε το 3 2 −1

0 2 4
0 0 −2

3

 x
y
z

 =

 0
2
−2

3

 από όπου παίρνω µε προς τα πίσω αντικατάσταση 3x
2y
z

 =

 −2y + z
2− 4z

1

 και έχουµε τελικά

 x
y
z

 =

 1
−1
1

.
΄Ασκηση 3.5.5 Να λυθεί µε τη µέθοδο παραγοντοποίησης LU Doolitle το σύστηµα

x+ 2y + 3z = 0
2x+ 5y + 8z = −1
3x+ 8y + 14z = −3

Λύση
Ο πίνακας του συστήµατος είναι

A =

 1 2 3
2 5 8
3 8 14

 .
Βήµα 1.
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Πολλαπλασιάζουµε κάθε στήλη του του U µε την πρώτη γραµµή του L και, λόγω
της ειδικής µορφής των L και U , µπορούµε να υπολογίσουµε αρχικά τις τιµές των
στοιχείων της γραµµής του U εξισώνοντας µε τα αντίστοιχα στοιχεία του A. ∆ηλαδή
έχουµε:

u11 = 1

u12 = 2

u13 = 3

Πολλαπλασιάζουµε την πρώτη στήλη του U µε κάθε γραµµή του L και υπολογίζουµε
τα στοιχεία της πρώτης στήλης του L.

l21 · 1 = 2⇔ l21 = 2

l31 · 1 = 3⇔ l31 = 3

Βήµα 2.
Υπολογίζουµε τα (µη µηδενικά) στοιχεία της δεύτερης γραµµής του πίνακα U πολ-
λαπλασιάζοντας κάθε στήλη του (από την από τη δεύτερη και µετά) µε την δεύτερη
γραµµή του L και εξισώνοντας µε τα αντίστοιχα στοιχεία του πίνακα A.

2 · 2 + u22 = 5⇔ u22 = 5− 4 = 1

3 · 2 + u23 = 8⇔ u23 = 8− 6 = 2

Υπολογίζουµε τα στοιχεία της δεύτερης στήλης του πίνακα L (δηλαδή το l32) πολ-
λαπλασιάζοντας δεύτερη στήλη U µε την τρίτη γραµµή του L και εξισώνοντας µε τα
αντίστοιχα στοιχεία του πίνακα A.

2 · 3 + l32 · 1 = 8⇔ l32 = 2

Βήµα 3.
Υπολογίζουµε το u3,3 πολλαπλασιάζοντας την τρίτη στήλη του U µε την τρίτη γραµµή
του L και εξισώνοντας µε το a33 έχουµε

3 · 3 + 2 · 2 + u33 = 14⇔ u33 = 3

Τελικά, η παραγοντοποίηση είναι η παρακάτω. 1 2 3
2 5 8
3 8 14

 =

 1 0 0
2 1 0
3 2 1

 1 2 3
0 1 2
0 0 1





80

Τώρα, το αρχικό σύστηµα ανάγεται στην επίλυση των δύο ακόλουθων γραµµικών
συστηµάτων

Ly = b
U x = y .

εφαρµόζοντας προς τα εµπρός αντικατάσταση και προς τα πίσω αντικατάσταση
αντίστοιχα. Το σύστηµα είναι ισοδύναµο µε 1 0 0

2 1 0
3 2 1

 1 2 3
0 1 2
0 0 1

 =

 0
−1
−3

 .
Λύνουµε αρχικά το σύστηµα 1 0 0

2 1 0
3 2 1

 x′

y′

z′

 =

 0
−1
−3

 .
Από όπου παίρνουµε µε προς τα εµπρός αντικατάσταση x′

y′

z′

 =

 0
−1− 2x′

−3− 3x′ − 2y′

 και τελικά

 x′

y′

z′

 =

 0
−1
−1


Στη συνέχεια λύνουµε το 1 2 3

0 1 2
0 0 1

 x
y
z

 =

 0
−1
−1

 από όπου παίρνω µε προς τα πίσω αντικατάσταση x
y
z

 =

 −2y − 3z
−1− 2z
−1

 και έχουµε τελικά

 x
y
z

 =

 1
1
−1

.
3.6 Ερωτήσεις

Ερώτηση 3.6.1 Ποια είναι τα δύο ϐήµατα που αποτελούν τη µέθοδο απαλοιφής Gauss;

Ερώτηση 3.6.2 Πότε η µέθοδος απαλοιφής Gauss αποτυγχάνει;

Ερώτηση 3.6.3 Τι εφαρµόζουµε στην τεχνική της µερικής οδήγησης; Τι έχει ως απο-
τέλεσµα η εφαρµογή της;

Ερώτηση 3.6.4 Πότε µπορεί ένας πίνακας να αναλυθεί σε γινόµενο ενός κάτω τριγω-
νικού και ενός πάνω τριγωνικού πίνακα;

Ερώτηση 3.6.5 Ποια µορφή έχουν οι πίνακες στην µέθοδο παραγοντοποίησης LU
Doolitle;
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Ερώτηση 3.6.6 Σε τί ανάγεται η επίλυση του αρχικού συστήµατος όταν εφαρµόζουµε
την µέθοδο παραγοντοποίησης LU Doolitle;

Ερώτηση 3.6.7 Πότε δεν µπορεί να εφαρµοστεί η µέθοδος παραγοντοποίησης LU Do-
olitle;

Ερώτηση 3.6.8 Τι εφαρµογή ϐρίσκει η η µέθοδος παραγοντοποίησης LU Doolitle στην
αντιστροφή πινάκων;
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Κεφάλαιο 4

Επαναληπτικές µέθοδοι επίλυσης
Γραµµικών Συστηµάτων

4.1 Εισαγωγή

Και σε αυτό το κεφάλαιο ϑα ασχοληθούµε µε µεθόδους για την επίλυση συστηµάτων
n γραµµικών εξισώσεων µε n αγνώστους. Οι µέθοδοι που ϑα εξετάσουµε είναι, σε
αντίθεση µε τις άµεσες µεθόδους, που γνωρίσαµε στο προηγούµενο κεφάλαιο επα-
ναληπτικές διαδικασίες της µορφής

x(n+1) = F (x(n)), n = 0, 1, 2, ...

όπου δίδεται η αρχική εκτίµηση του διανύσµατος λύσης x(0).
Οι ποσότητες στις διαδικασίες αυτές είναι διανυσµατικές και όχι ϐαθµωτές. Ε-

πίσης οι µέθοδοι εµπλέκουν πίνακες συντελεστών του προβλήµατος. ΄Ετσι, στο κε-
ϕάλαιο αυτό ϑα χειριστούµε κάποιες ϐασικές έννοιες πάνω στις νόρµες διανυσµάτων
και πινάκων.

΄Εστω ότι έχουµε ένα διάνυσµα x του χώρου Rn, x =


x1

x2
...

xn−1

xn


Ορισµός 4.1.1 Μία νόρµα είναι µία συνάρτηση ‖ · ‖ : Rn → R µε τις ακόλουθες
ιδιότητες

‖x‖ ≥ 0

‖x‖ = 0⇔ x =
[

0 0 · · · 0 0
]T

‖αx‖ = |α| ‖x‖ , ∀α ∈ R, x ∈ Rn

‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ∀x, y ∈ Rn

�
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Η νόρµα ενός διανύσµατος δίνει ένα µέτρο της απόστασης του διανύσµατος από
το µηδενικό διάνυσµα. Συνήθεις νόρµες διανυσµάτων είναι οι ακόλουθες :

l2 − νόρµα ‖x‖2 =

√√√√ n∑
i=1

x2
i l∞ − νόρµα ‖x‖∞ = max

1≤i≤n
|xi|

Στα Σχήµατα ;; µπορούµε να δούµε σχηµατικά ποια είναι τα διανύσµατα που ικανο-
ποιούν ‖·‖ ≤ 1 επίπεδο και το χώρο για την l2-νόρµα και την l∞−νόρµα.

 

 

 

(0, 1)

( 1,0)

3

(0,1,0)

(0,0,1)
2

1x 
(0,1)

(1,0) (1,0,0)

2

(0, 1)

( 1,0)

3

(0,1,0)

(0,0,1)
2

1x 
(0,1)

(1,0) (1,0,0)

2

(0, 1)

( 1,0)

3

(0,1,0)

(0,0,1)
2

1x 
(0,1)

(1,0) (1,0,0)

2

Σχήµα 4.1: l2-νόρµα ≤ 1

Η νόρµα της διαφοράς δύο διανυσµάτων ‖x− y‖είναι ένα µέτρο της απόστασης
των δύο διανυσµάτων. Για τις δύο αυτές νόρµες ισχύει

‖x‖∞ ≤ ‖x‖2 ≤
√
n ‖x‖∞ .

Παράδειγµα 4.1.1 Για το διάνυσµα x =

 1
2
3

 η l2(x) =
√

12 + 22 + 32 =
√

14 και

η l∞(x) = max {|1|, |2|, |3|} = 3. �

Με την συνάρτηση norm στις διάφορες µορφές κλίσης της υπολογίζουµε την l2-νόρµα
και την l∞-νόρµα ενός διανύσµατος στο Matlab ή στο FreeMat.

Παράδειγµα 4.1.2 Για το διάνυσµα του προηγούµενου παραδείγµατος οι υπολογισµοί
το Matlab ή στο FreeMat είναι οι ακόλουθοι.
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(1,0)

( 1,0)

(0,0,1)1x



(1,0,0)(0,1,0)

3
2

(0, 1)

(0,1)

Σχήµα 4.2: l∞-νόρµα ≤ 1

1 >> x=[1,2,3]
2 >> norm(x)
3 >> norm(x,inf)

�

Ορισµός 4.1.2 ΄Εστω ότι έχουµε έναν πίνακα A n× n, τότε µία νόρµα ‖ · ‖ : Rn ×
Rn → R είναι µία συνάρτηση η οποία όταν εφαρµοστεί στον πίνακα επιστρέφει έναν
πραγµατικό αριθµό και ικανοποιεί τις ακόλουθες ιδιότητες :

‖A‖ ≥ 0
‖A‖ = 0⇔ A = 0 ο µηδενικός πίνακας
‖αA‖ = |α| ‖A‖ , ∀α ∈ R
‖A + B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖
‖A · B‖ ≤ ‖A‖ · ‖B‖

Η απόσταση µεταξύ δύο n× n πινάκων A,B ως προς µία νόρµα πινάκων ισούται µε
‖ A−B ‖.
Εάν ‖ · ‖ είναι µία νόρµα διανυσµάτων τότε η συνάρτηση:

‖A‖ = max
‖x‖=1

‖Ax‖ = max
x 6=0

‖Ax‖
‖x‖

είναι µία νόρµα πινάκων η οποία ονοµάζεται και ϕυσική νόρµα. Για κάθε τέτοια
νόρµα πινάκων ισχύει :

‖Ax‖ ≤ ‖A‖ ‖x‖
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Για τις γνωστές νόρµες διανυσµάτων ορίζονται οι παρακάτω ϕυσικές νόρµες :
‖A‖∞ = max

‖x‖∞=1
‖Ax‖∞ = max

1≤i≤n

∑n
j=1 |aij| και ‖A‖2 = max

‖x‖2=1
‖Ax‖2.

Μία (όχι ϕυσική νόρµα) είναι η Frobenius νόρµα πινάκων:

‖A‖F =

√√√√ n∑
i=1

n∑
j=1

|aij|2.

Παράδειγµα 4.1.3 Για τον πίνακα A =

[
1 2
3 4

]
ισχύει

‖A‖F =
√

12 + 22 + 32 + 42 =
√

30.

�

΄Οπως είναι γνωστό από την γραµµική άλγεβρα, για κάθε n×n πίνακα A µε πραγ-
µατικά στοιχεία ο πραγµατικός ή µιγαδικός αριθµός λ είναι ιδιοτιµή του πίνακα A
εάν και µόνο εάν

p(λ) = det(A− λI) = 0.

Το πολυώνυµο p(λ) ονοµάζεται χαρακτηριστικό πολυώνυµο, η παραπάνω εξίσω-
ση, χαρακτηριστική εξίσωση. Οι ϱίζες λοιπόν της χαρακτηριστική εξίσωσης του
πίνακα είναι οι ιδιοτιµές του πίνακα. Η µεγαλύτερη σε µέτρο ιδιοτιµή ονοµάζεται
ϕασµατική ακτίνα και συµβολίζεται µε ρ(A). Για τη ϕασµατική ακτίνα ισχύει
‖A‖2 =

√
ρ(ATA) , ρ(A) ≤ A για κάθε ϕυσική νόρµα.

Για κάθε µη ιδιάζοντα n×n πίνακα A ορίζουµε τον δείκτη κατάστασης που συνδέ-
εται µε µία νόρµα πινάκων ‖ · ‖ ως την ποσότητα:

K(A) = ‖A‖ ·
∥∥A−1

∥∥ .
Εάν ο δείκτης κατάστασης ενός πίνακα είναι κοντά στη µονάδα, τότε ο πίνακας λέ-
µε ότι είναι καλής κατάστασης και σε µία τέτοια περίπτωση µικρή τιµή στο µέτρο
σφάλµατος ‖Ax− b‖ αντιστοιχεί σε µία ακριβή προσεγγιστική λύση (ϑυµηθείτε τι εί-
χαµε πει στο προηγούµενο εργαστήριο). ΄Οταν η τιµή K(A) είναι αρκετά µεγαλύτερη
από τη µονάδα τότε ο πίνακας λέµε ότι είναι κακής κατάστασης και οι αριθµητικοί
υπολογισµοί επίλυσης του συστήµατος πιθανά να µην είναι ακριβείς.
Η εντολή norm(A, p), όπου Α είναι πίνακας και p µία από τις τιµές 1, 2 ή ′fro′, επι-
στρέφει την αντίστοιχη νόρµα πίνακα στο Matlab ή στο FreeMat . Η εντολή cond(A, p)
όπου πάλι A είναι πίνακας και p µία από τις τιµές 1, 2 ή ′fro′ επιστρέφει τον αντί-
στοιχη δείκτη κατάστασης του πίνακα στο Matlab ή στο FreeMat.

Παράδειγµα 4.1.4 Για τον πίνακα A =

[
0.780 0.563
0.913 0.659

]
του οποίου η ορίζουσα είναι

ίση µε 10−6 .



87

1 >> A=[0.780,0.563;0.913,0.659];
2 >> det(A)
3 >> cond(A,'fro')
4 >> norm(A,'fro')*norm(inv(A),'fro')

Εντολή det(A) υπολογίζει την ορίζουσα. Και οι δύο υπολογισµοί του δείκτη κατάστα-
σης ( µε τον ορισµό ή µε τη χρήση συνάρτησης του Matlab) είναι 2.1932e + 006, κάτι
που µας προειδοποιεί ότι ο συγκεκριµένος πίνακας είναι ένας κακός πίνακας για να
υπολογίσουµε λύση συστηµάτων. �

4.2 Γενική Επαναληπτική Μέθοδος

Για την κατασκευή της Γενικής Επαναληπτικής Μεθόδου αριθµητικής επίλυσης
συστηµάτων γραµµικών εξισώσεων, ο πίνακας συντελεστών του συστήµατος A γράφε-
ται ως διαφορά δύο άλλων πινάκων Q και P ,

A = Q − P

µε τους περιορισµούς ότι ο πίνακας Q είναι µη ιδιάζων, δηλαδή υπάρχει ο πίνακας
Q−1 και ο πίνακας Q−1 υπολογίζεται εύκολα.
΄Ετσι, Το σύστηµα γράφεται :

Ax = b⇔
(Q− P )x = b⇔
Qx− Px = b⇔ Qx = Px+ b⇔
Q−1Qx = Q−1Px+Q−1b⇔ x = Q−1Px+Q−1b⇔

x = Bx+ c

όπου B = Q−1 P , και c = Q−1 b . Τότε µπορούµε να γράψουµε τον επαναλη-
πτικό τύπο της µορφής:

x( k + 1 ) = B x( k ) + c , k = 0 , 1 , . . ,

µε x( 0 ) δοθέν αρχικό διάνυσµα της λύσης.
Ο αλγόριθµος της Γενικής Επαναληπτικής Μεθόδου ορίζει µία ακολουθία διανυ-
σµάτων, {

x( k )
}
, k = 0 , 1 , . . .

η οποία, αν συγκλίνει, ϑα συγκλίνει στην µοναδική λύση του γραµµικού συστήµατος.
Για την σύγκλιση της µεθόδου υπάρχουν διάφορα κριτήρια, µε πιο ισχυρό το

ρ (B ) < 1.
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Τα κριτήρια διακοπής της επαναληπτικής διαδικασίας τα οποία συνήθως εφαρ-
µόζουµε στην πράξη είναι αυτό του µέγιστου αριθµού επαναλήψεων και της επακρί-
ϐειας :

∥∥x ( k ) − x ( k − 1 )
∥∥ < TOL ή

∥∥x ( k ) − x ( k− 1 )
∥∥

‖x ( k )‖
< TOL,

όπου TOL είναι µία ανοχή η οποία ορίζεται από τον χρήστη. ΄Ενα άλλο µέτρο σφάλ-
µατος είναι το ‖Ax− b‖ < TOL.
Για την εκτίµηση σφάλµατος ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις :∥∥x(k) − x

∥∥ ≤ ‖B ‖
1 − ‖B ‖

∥∥x(k) − x(k− 1)
∥∥

∥∥x(k) − x
∥∥ ≤ ‖B ‖k

1 − ‖B ‖
∥∥x(1) − x(0)

∥∥
Με ϐάση την µέθοδο αυτή µπορούµε να κατασκευάσουµε επαναληπτικές µεθόδους,
ορίζοντας κατάλληλα τους πίνακες Q ή P .

4.2.1 Επαναληπτική Μέθοδος Jacobi

Θεωρούµε το n × n γραµµικό σύστηµα Ax = b, όπου ο πίνακας A είναι οµαλός
(µη ιδιάζοντας) και ικανοποιεί τους περιορισµούς a i i 6= 0 , i = 1 , 2 , . . . , n . Στην
επαναληπτική µέθοδο Jacobi γράφουµε τον πίνακα A στην µορφή:

A = D + (L + U)

όπου ο πίνακας D είναι διαγώνιος πίνακας µε στοιχεία τα διαγώνια στοιχεία του A
και L , U αυστηρά άνω και κάτω τριγωνικός αντίστοιχα (το άνω και κάτω τριγωνικό
τµήµα του A).
Ο επαναληπτικός τύπος της µεθόδου είναι

x( k + 1 ) = B x( k ) + c , k = 0 , 1 , . .

όπου B = −D−1 (L + U), c = D−1 b και x( 0 ) δοθέν αρχικό διάνυσµα της λύσης.
Σε αναλυτική µορφή η µέθοδος γράφεται :

x ( k + 1 ) =



0 −a 1 2

a 1 1
. . . −a 1 n

a 1 1

−a 2 1

a 2 2
0 . . . −a 2 n

a 2 2

. . .

. . .

. . .
− an 1

an n
− an 2

an n
. . . 0

 · x
( k ) +



b 1
a 1 1
b 2
a 2 2

.

.

.
bn
an n
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Η µέθοδος Jacobi µπορεί να εκφραστεί επίσης και µε τις αλγεβρικές σχέσεις :

x
(k+1)
i =

1

aii

(
bi −

i−1∑
j=1

aijx
(k)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j

)
, i = 1, 2, . . . , n.

Ικανή συνθήκη για την σύγκλιση της µεθόδου Jacobi είναι να ισχύει για κάθε
ϕυσική νόρµα πίνακα η ανισότητα∥∥−D−1 (L + U)

∥∥ < 1 ,

ενώ αναγκαία και ικανή συνθήκη για την σύγκλιση είναι :

ρ
(
−D−1 (L + U )

)
< 1 .

Το ότι η ρ (−D−1 (L + U )) < 1 είναι αναγκαία και ικανή συνθήκη για την σύγκλι-
ση σηµαίνει ότι όταν η συνθήκη αυτή ισχύει τότε η µέθοδος συγκλίνει και αντίστροφα
όταν η µέθοδος συγκλίνει τότε συνεπάγεται η συνθήκη αυτή ισχύει.

Το ότι η ‖−D−1 (L + U) ‖ < 1 είναι ικανή (µόνο) συνθήκη για την σύγκλιση
σηµαίνει ότι όταν η µέθοδος συγκλίνει τότε συνεπάγεται ότι ισχύει η συνθήκη ισχύει
ενώ όταν η συνθήκη αυτή ισχύει δεν συνεπάγεται πάντα ότι η µέθοδος συγκλίνει. Βέ-
ϐαια όταν η συγκεκριµένη (αναγκαία) συνθήκη δεν ισχύει τότε δεν µπορεί η µέθοδος
να συγκλίνει. Επίσης όταν ο πίνακας A είναι αυστηρά διαγώνια υπερτερών τότε η
µέθοδος Jacobi συγκλίνει(ικανή συνθήκη).

Τα συµπεράσµατα για την εκτίµηση σφάλµατος τα οποία ισχύουν για την Γενική
Επαναληπτική Μέθοδο, µπορούν να εφαρµοστούν και στη µέθοδο αυτή. Το ίδιο
ισχύει και για τον τρόπο διακοπής της επαναληπτικής διαδικασίας.

Παράδειγµα 4.2.1 Θα λύσουµε το σύστηµα

3x1 + x2 = 5

x1 + 2x2 = 5

µε λύση x1 = 1, x2 = 2 µε τη µέθοδο Jacobi και x0 = [0, 0]T . Ο πίνακας του συστήµατος
είναι ο

A =

[
3 1
1 2

]
ο οποίος είναι διαγώνια υπερτερών (|3| > 1 και |2| > 1) οπότε είναι εξασφαλισµένη η
σύγκλιση της µεθόδου.
Η επαναληπτική διαδικασία είναι η ακόλουθη:

x
(k+1)
1 = −1

3
x

(k)
2 +

5

3

x
(k+1)
2 = −1

2
x

(k)
1 +

5

2
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Στο πρώτο ϐήµα υπολογίζουµε :

x
(1)
1 = −1

3
· 0 +

5

3
=

5

3

x
(1)
2 = −1

2
· 0 +

5

2
=

5

2

Στο δεύτερο ϐήµα υπολογίζουµε :

x
(3)
1 = −1

3
· 5

2
+

5

3
=

5

6

x
(3)
2 = −1

2
· 5

3
+

5

2
=

5

3

Στο τρίτο ϐήµα υπολογίζουµε :

x
(4)
1 = −1

3
· 5

3
+

5

3
=

10

9

x
(4)
2 = −1

2
· 5

6
+

5

2
=

25

12

Η επαναληπτική µέθοδος ϕαίνεται να συγκλίνει στη λύση (κάτι το οποίο ϑα γίνει πιο
ϕανερό στις επόµενες επαναλήψεις).

Για την εφαρµογή των κριτηρίων διακοπής ϑα πρέπει να ϑεωρούµε τις νόρµες των
διαφορών των διαδοχικών επαναλήψεων. Για την άπειρο νόρµα οι τιµές που υπολογί-
Ϲουµε είναι :

‖x(1) − x(0)‖∞ = max

[
|5
3
− 0|

|5
2
− 0|

]
=

5

2

‖x(2) − x(1)‖∞ = max

[
|5
6
− 5

3
|

|5
3
− 5

2
|

]
=

5

6

‖x(3) − x(2)‖∞ = max

[
|10

9
− 5

6
|

|25
12
− 5

3
|

]
=

5

12

όπου παρατηρούµε ότι η αποστάσεις διαδοχικών επαναλήψεων µικραίνουν.
�

Παράδειγµα 4.2.2 Με µία απλή αναδιάταξη των εξισώσεων το ίδιο σύστηµα γίνεται :

x1 + 2x2 = 5

3x1 + x2 = 5

µε λύση x1 = 1, x2 = 2 µε τη µέθοδο Jacobi και x0 = [0, 0]T . Ο πίνακας του συστήµατος
είναι ο

A =

[
1 2
3 1

]
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ο οποίος τώρα δεν είναι διαγώνια ώστε να είναι εξασφαλισµένη η σύγκλιση της µεθόδου.
Η επαναληπτική διαδικασία είναι η ακόλουθη:

x
(k+1)
1 = −2x

(k)
2 + 5

x
(k+1)
2 = −3x

(k)
1 + 5

Στο πρώτο ϐήµα υπολογίζουµε :

x
(1)
1 = −2 · 0 + 5 = 5

x
(1)
2 = −3 · 0 + 5 = 5

Στο δεύτερο ϐήµα υπολογίζουµε :

x
(2)
1 = −2 · 5 + 5 = −5

x
(2)
2 = −3 · 5 + 5 = −10

Στο τρίτο ϐήµα υπολογίζουµε :

x
(3)
1 = −2 · (−10) + 5 = 25

x
(2)
2 = −3 · (−5) + 5 = 20

Η επαναληπτική µέθοδος ϕανερά αποκλίνει.
�

Παράδειγµα 4.2.3 Θα λύσουµε το σύστηµα

8x1 + x2 − x3 = 8

2x1 + x2 + 9x3 = 12

x1 − 7x2 + 2x3 = −4

µε λύση x1 = 1, x2 = 1, x3 = 1 µε τη µέθοδο Jacobi και x0 = [0, 0, 0]T . Οι πράξεις ϑα
γίνουν µε τρία ψηφία ακρίβεια.

Για να κάνουµε τον πίνακα αυστηρά διαγώνια υπερτερών αντιµεταθέτουµε την δεύ-
τερη µε την τρίτη εξίσωση και το σύστηµα γίνεται :

8x1 + x2 − x3 = 8

x1 − 7x2 + 2x3 = −4

2x1 + x2 + 9x3 = 12

Η επαναληπτική διαδικασία είναι η ακόλουθη:

x
(k+1)
1 = −1

8
x

(k)
2 +

1

8
x

(k)
3 +

8

8

x
(k+1)
2 = − 1

−7
x

(k)
1 −

2

−7
x

(k)
3 −

4

−7

x
(k+1)
3 = −2

9
x

(k)
1 −

1

9
x

(k)
2 +

12

9



92

Στο πρώτο ϐήµα υπολογίζουµε :

x
(1)
1 = −1

8
· 0 +

1

8
· 0 +

8

8
≈ 1.000

x
(1)
2 = − 1

−7
· 0− 2

−7
· 0− 4

−7
≈ 0.571

x
(1)
3 = −2

9
· 0− 1

9
· 0 +

12

9
≈ 1.333

Στο δεύτερο ϐήµα υπολογίζουµε :

x
(2)
1 = −0.125 · 0.571 + 0.125 · 1.333 + 1 ≈ 1.095

x
(2)
2 = 0.143 · 1.000 + 0.286 · 1.333 + 0.571 ≈ 1.095

x
(2)
3 = −0.222 · 1.000− 0.111 · 0.571 + 1.333 ≈ 1.048

Και συνεχίζουµε όπως στα προηγούµενα παραδείγµατα. Η επαναληπτική µέθοδος µετά
από 8 επαναλήψεις ϑα συγκλίνει στη λύση (µε την ακρίβεια των τριών ψηφίων) όπως
ϕαίνεται και στον ακόλουθο πίνακα.

1 2 3 4 5 6 7 8
x1 0 1.000 1.095 0.995 0.993 1.002 1.001 1.000
x2 0 0.571 1.095 1.026 0.990 0.998 1.001 1.000
x3 0 1.333 1.048 0.969 1.000 1.004 1.001 1.000

�

4.3 Επαναληπτική Μέθοδος Gauss-Seidel

Θεωρούµε το n× n γραµµικό σύστηµα Ax = b,όπου ο πίνακας A είναι οµαλός και
ικανοποιεί τους περιορισµούς a i i 6= 0 , i = 1 , 2 , . . . , n . Ο επαναληπτικός τύπος
της µεθόδου Gauss-Seidel γράφεται :

x( k + 1 ) = B x( k ) + c , k = 0 , 1 , . . .

όπου B = − (L + D)−1 U , c = (L + D)−1 b και x( 0 ) δοθέν αρχικό διάνυσµα της
λύσης. ΄Οπως και στην Jacobi, ο πίνακας D είναι διαγώνιος πίνακας µε στοιχεία τα
διαγώνια στοιχεία του A και L , U αυστηρά άνω και κάτω τριγωνικός αντίστοιχα (το
άνω και κάτω τριγωνικό τµήµα του A).
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Σε αναλυτική µορφή η µέθοδος γράφεται :

x ( k + 1 ) =



0 0 . . . 0
−a 2 1

a 2 2
0 . . . 0

. . .

. . .

. . .
− an 1

an n
− an 2

an n
. . −an n−1

an n−1
0

 · x
( k+1 ) +

+



0 −a 1 2

a 1 1
. . . −a 1 n

a 1 1

0 0 . . . 0
. . .
. . − an−1 n

an−1 n−1

. . .
0 0 . . . 0

 · x
( k ) +



b 1
a 1 1
b 2
a 2 2

.

.

.
bn
an n


Η µέθοδος Gauss-Seidel µπορεί να εκφραστεί επίσης και µε τις αλγεβρικές σχέσεις :

x
(k+1)
i =

1

aii

(
bi −

i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j

)
, i = 1, 2, · · · , n.

Ικανή συνθήκη για την σύγκλιση της µεθόδου Gauss-Seidel είναι∥∥− (L + D)−1 U
∥∥ < 1 ,

για κάποια ϕυσική νόρµα πίνακα, ενώ ικανή και αναγκαία συνθήκη είναι

ρ
(
− (L + D)−1 U

)
< 1 .

Επίσης όταν ο πίνακας A είναι αυστηρά διαγώνια υπερτερών τότε η µέθοδος
Gauss-Seidel συγκλίνει (ικανή συνθήκη).

Γενικά, η µέθοδος Gauss-Seidel ϕαίνεται να υπερτερεί της µεθόδου Jacobi. Στην
πραγµατικότητα υπάρχουν γραµµικά συστήµατα για τα οποία η µέθοδος Jacobi
συγκλίνει ενώ η µέθοδος Gauss-Seidel αποκλίνει και αντιστρόφως.
Τα συµπεράσµατα για την εκτίµηση σφάλµατος τα οποία ισχύουν για την Γενική
Επαναληπτική Μέθοδο, µπορούν να εφαρµοστούν και στη µέθοδο αυτή. Το ίδιο
ισχύει και για τον τρόπο διακοπής της επαναληπτικής διαδικασίας.

Παράδειγµα 4.3.1 Θα λύσουµε ξανά το σύστηµα

3x1 + x2 = 5

x1 + 2x2 = 5

µε λύση x1 = 1, x2 = 2 µε την µέθοδο Gauss-Seidel και x0 = [0, 0]T .
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Η επαναληπτική διαδικασία είναι η ακόλουθη:

x
(k+1)
1 = −1

3
x

(k)
2 +

5

3

x
(k+1)
2 = −1

2
x

(k+1)
1 +

5

2

Στο πρώτο ϐήµα υπολογίζουµε :

x
(1)
1 = −1

3
· 0 +

5

3
=

5

3

x
(1)
2 = −1

2
· 5

3
+

5

2
=

5

3

Στο δεύτερο ϐήµα υπολογίζουµε :

x
(3)
1 = −1

3
· 5

3
+

5

3
=

10

9

x
(3)
2 = −1

2
· 10

9
+

5

2
=

35

18

Στο τρίτο ϐήµα υπολογίζουµε :

x
(4)
1 = −1

3
· 35

18
+

5

3
=

55

54

x
(4)
2 = −1

2
· 55

54
+

5

2
=

215

108

Η επαναληπτική µέθοδος ϕαίνεται να συγκλίνει στη λύση (κάτι το οποίο ϑα γίνει πιο
εµφανές στις επόµενες επαναλήψεις).

Για την εφαρµογή των κριτηρίων διακοπής ϑα πρέπει να ϑεωρούµε τις νόρµες των
διαφορών των διαδοχικών επαναλήψεων. Για την άπειρο νόρµα οι τιµές που υπολογί-
Ϲουµε είναι :

‖x(1) − x(0)‖∞ = max

[
|5
3
− 0|

|5
3
− 0|

]
=

5

3

‖x(2) − x(1)‖∞ = max

[
|10

9
− 5

3
|

|35
18
− 5

3
|

]
=

5

9

‖x(3) − x(2)‖∞ = max

[
|55
54
− 10

9
|

|215
108
− 35

18
|

]
=

5

54

όπου παρατηρούµε ότι η αποστάσεις διαδοχικών επαναλήψεων µικραίνουν.
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Παράδειγµα 4.3.2 Θα λύσουµε ξανά το σύστηµα

8x1 + x2 − x3 = 8

x1 − 7x2 + 2x3 = −4

2x1 + x2 + 9x3 = 12

µε λύση x1 = 1, x2 = 1, x3 = 1 τώρα µε τη µέθοδο Gauss-Seidel και x0 = [0, 0, 0]T . Οι
πράξεις ϑα γίνουν µε τρία ψηφία ακρίβεια.
Η επαναληπτική διαδικασία είναι η ακόλουθη:

x
(k+1)
1 = −1

8
x

(k)
2 +

1

8
x

(k)
3 +

8

8

x
(k+1)
2 = − 1

−7
x

(k+1)
1 − 2

−7
x

(k)
3 −

4

−7

x
(k+1)
3 = −2

9
x

(k+1)
1 − 1

9
x

(k+1)
2 +

12

9

Στο πρώτο ϐήµα υπολογίζουµε :

x
(1)
1 = −1

8
· 0 +

1

8
· 0 +

8

8
≈ 1.000

x
(1)
2 = − 1

−7
· 1.000− 2

−7
· 0− 4

−7
≈ 0.714

x
(1)
3 = −2

9
· 1.000− 1

9
· 0.714 +

12

9
≈ 1.032

Στο δεύτερο ϐήµα υπολογίζουµε :

x
(2)
1 = −0.125 · 0.714 + 0.125 · 1.032 + 1 ≈ 1.041

x
(2)
2 = 0.143 · 1.041 + 0.286 · 1.3032 + 0.571 ≈ 1.014

x
(2)
3 = −0.222 · 1.041− 0.111 · 1.014 + 1.333 ≈ 0.990

Και συνεχίζουµε όπως στα προηγούµενα παραδείγµατα. Η επαναληπτική µέθοδος µετά
από 6 επαναλήψεις ϑα συγκλίνει στη λύση (µε την ακρίβεια των τριών ψηφίων) όπως
ϕαίνεται και στον ακόλουθο πίνακα.

1 2 3 4 5 6
x1 0 1.000 1.041 0.997 1.001 1.000
x2 0 0.714 1.014 0.996 1.000 1.000
x3 0 1.032 0.990 1.002 1.000 1.000

�
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4.4 Επαναληπτική Μέθοδος SOR

Θεωρούµε το n×n γραµµικό σύστηµα Ax = b,και το ισοδύναµο προς αυτό σύστηµα
ω Ax = ω b . Υποθέτουµε ότι

ωA = Qω − Pω όπου Qω = D − ωL, και Pω = (1− ω)D + ωU.

Η µέθοδος αυτή για ω = 1 συµπίπτει µε την µέθοδο Gauss-Seidel και ονοµάζεται
µέθοδος της διαδοχικής υπερχαλάρωσης αλλά διεθνώς είναι γνωστή µε τα αρχικά
SOR (successive over relaxation).
Οι πίνακες D,L καιU είναι αντίστοιχα ο διαγώνιος, κάτω τριγωνικός και άνω τριγωνι-
κός του πίνακα A. Ο αλγόριθµος που αντιστοιχεί στην γενική επαναληπτική µέθοδο
SOR γράφεται :

x( k + 1 ) = (D − ω L)−1 [(1 − ω) D + ω U ] x( k ) + ω (D − ω L)−1 b , k = 0 , 1 , . . .

µε x (0) αυθαίρετο αρχικό διάνυσµα. Η αναλυτική µορφή της µεθόδου είναι :

x
(k+1)
i = (1− ω)x

(k)
i +

ω

aii

(
bi −

i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j

)
, i = 1, 2, · · · , n.

Την µέθοδο αυτή την αναφέρουµε απλά και δεν ϑα µας απασχολήσει παραπάνω.

4.5 Λυµένες Ασκήσεις

΄Ασκηση 4.5.1 Να εξεταστεί εάν ο πίνακας του ακόλουθου συστήµατος είναι αυστηρά
διαγώνια υπερτερών.

3x1 + 6x2 + 2x3 = 0
3x1 − x2 + x3 = 1
3x1 + 3x2 + 7x3 = 4

Εάν όχι, να εξεταστεί εάν υπάρχει ισοδύναµο σύστηµα του οποίου ο πίνακας είναι είναι
αυστηρά διαγώνια υπερτερών. Στην περίπτωση αυτή να γίνουν δύο επαναλήψεις της
λύσης του συστήµατος αυτού µε την µέθοδο απαλοιφής Jacobi, ϑεωρώντας ως αρχική
προσέγγιση το x0 = [0, 0, 0]T .

Λύση
Η µέθοδος Jacobi µπορεί να εκφραστεί επίσης και µε τις αλγεβρικές σχέσεις :

x
(k+1)
i =

1

aii

(
bi −

i−1∑
j=1

aijx
(k)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j

)
, i = 1, 2, . . . , n.
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Ο πίνακας του συγκεκριµένου συστήµατος είναι Ο πίνακας του συστήµατος είναι

A =

 3 6 2
3 −1 1
3 3 7

 .
ο οποίος δεν είναι αυστηρά διαγώνια υπερτερών διότι |3| < |6|+ |2|. Εναλλάσσοντας
την πρώτη µε τη δεύτερη εξίσωση έχουµε το ισοδύναµο σύστηµα

3x1 − x2 + x3 = 1
3x1 + 6x2 + 2x3 = 0
3x1 + 3x2 + 7x3 = 4

του οποίου ο πίνακας είναι 0

A =

 3 −1 1
3 6 2
3 3 7

 .
ο οποίος είναι αυστηρά διαγώνια υπερτερών διότι |3| > | − 1|+ |1|, |6| > |3|+ |2| και
|7| > |3|+ |3|. Οπότε ισχύει η ικανή συνθήκη σύγκλισης.
Η επαναληπτική διαδικασία είναι η ακόλουθη:

x
(k+1)
1 =

1

3
x

(k)
2 −

1

3
x

(k)
3 +

1

3

x
(k+1)
2 = −3

6
x

(k)
1 −

2

6
x

(k)
3 +

0

6

x
(k+1)
3 = −3

7
x

(k)
1 −

3

7
x

(k)
2 +

4

7
Στο πρώτο ϐήµα υπολογίζουµε :

x
(1)
1 =

1

3
· 0− 1

3
· 0 +

1

3
=

1

3
≈ 0.3333

x
(1)
2 = −3

6
· 0− 2

6
· 0 +

0

6
= 0

x
(1)
3 = −3

7
· 0− 3

7
· 0 +

4

7
=

4

7
≈ 0.5714

Στο δεύτερο ϐήµα υπολογίζουµε :

x
(2)
1 =

1

3
· 0− 1

3
· 4

7
+

1

3
=

1

7
≈ 0.1429

x
(2)
2 = −3

6
· 4

3
− 2

6
· 4

7
+

0

6
=
−15

42
≈ −0.35714

x
(2)
3 = −3

7
· 1

3
− 3

7
· 0 +

4

7
=

3

7
≈ 0.4286
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΄Ασκηση 4.5.2 Να εξεταστεί εάν ο πίνακας του ακόλουθου συστήµατος είναι αυστηρά
διαγώνια υπερτερών.

4x1 + x2 − x3 = 4
−x1 − 2x2 + 4x3 = 1
x1 + 3x2 + x3 = 5

Εάν όχι, να εξεταστεί εάν υπάρχει υσοδύναµο σύστηµα του οποίου ο πίνακας είναι είναι
αυστηρά διαγώνια υπερτερών. Στην περίπτωση αυτή να γίνουν τρεις επαναλήψεις της
λύσης του συστήµατος αυτού µε την µέθοδο απαλοιφής Jacobi, ϑεωρώντας ως αρχική
προσέγγιση το x0 = [0, 0, 0]T .

Λύση
Ο πίνακας του συστήµατος είναι

A =

 4 1 −1
−1 −2 4
1 3 1

 .
ο οποίος δεν είναι αυστηρά διαγώνια υπερτερών διότι για την 2η γραµµή έχουµε
| − 2| < | − 1| + |4|. Εναλλάσσοντας την δεύτερη µε την τρίτη εξίσωση έχουµε το
ισοδύναµο σύστηµα

4x1 + x2 − x3 = 4
x1 + 3x2 + x3 = 5
−x1 − 2x2 + 4x3 = 1

του οποίου ο πίνακας είναι 0

A =

 4 1 −1
1 3 1
−1 −2 4

 .
ο οποίος είναι αυστηρά διαγώνια υπερτερών διότι |4| > |1|+ | − 1|, |3| > |1|+ |1| και
|4| > | − 1|+ | − 2|. Οπότε ισχύει η ικανή συνθήκη σύγκλισης.

Η µέθοδος Gauss-Seidel µπορεί να εκφραστεί επίσης µε τις αλγεβρικές σχέσεις :

x
(k+1)
i =

1

aii

(
bi −

i−1∑
j=1

aijx
(k)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j

)
, i = 1, 2, · · · , n.

Η επαναληπτική διαδικασία είναι η ακόλουθη:

x
(k+1)
1 =

1

4
(4− x(k)

2 + x
(k)
3 )

x
(k+1)
2 =

1

3
(5− x(k)

1 − x
(k)
3 )

x
(k+1)
3 =

1

4
(1 + x

(k)
1 + 2x

(k)
2 )
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Στο πρώτο ϐήµα υπολογίζουµε :

x
(1)
1 =

1

4
(4− x(0)

2 + x
(0)
3 ) =

1

4
(4− 0 + 0) = 1

x
(1)
2 =

1

3
(5− x(0)

1 − x
(0)
3 ) =

1

3
(5− 0− 0) =

5

3
≈ 1.6667

x
(1)
3 =

1

4
(1 + x

(0)
1 + 2x

(0)
2 ) =

1

4
(1 + 0 + 2 · 5

3
) =

13

12
≈ 1.0833

Στο δεύτερο ϐήµα υπολογίζουµε :

x
(2)
1 =

1

4
(4− x(1)

2 + x
(1)
3 ) =

1

4
(4− 5

3
+

13

12
) =

41

48
≈ 0.8542

x
(2)
2 =

1

3
(5− x(1)

1 − x
(1)
3 ) =

1

3
(5− 1− 13

12
) =

35

36
≈ 0.9722

x
(2)
3 =

1

4
(1 + x

(1)
1 + 2x

(1)
2 ) =

1

4
(1 + 1 + 2 · 5

3
) =

4

3
≈ 1.3333

Στο τρίτο ϐήµα υπολογίζουµε :

x
(3)
1 =

1

4
(4− x(2)

2 + x
(2)
3 ) =

1

4
(4− 35

36
+

4

3
) =

157

144
≈ 1.0903

x
(3)
2 =

1

3
(5− x(2)

1 − x
(2)
3 ) =

1

3
(5− 41

48
− 4

3
) =

15

16
≈ 0.9375

x
(3)
3 =

1

4
(1 + x

(2)
1 + 2x

(2)
2 ) =

1

4
(1 +

41

48
+ 2 · 35

36
) =

547

576
≈ 0.9496

΄Ασκηση 4.5.3 ∆ίνεται το σύστηµα:

3x1 − x2 + x3 = 1
3x1 + 6x2 + 2x3 = 0
3x1 + 3x2 + 7x3 = 4

.

Να γίνουν δύο επαναλήψεις της λύσης του συστήµατος αυτού µε την µέθοδο απαλοιφής
Gauss Seidel, ϑεωρώντας ως αρχική προσέγγιση το x0 = [0, 0, 0]T .

Λύση
Η µέθοδος Gauss-Seidel µπορεί να εκφραστεί επίσης µε τις αλγεβρικές σχέσεις :

x
(k+1)
i =

1

aii

(
bi −

i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j

)
, i = 1, 2, · · · , n.
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Η επαναληπτική διαδικασία είναι η ακόλουθη:

x
(k+1)
1 =

1

3
x

(k)
2 −

1

3
x

(k)
3 +

1

3

x
(k+1)
2 = −3

6
x

(k+1)
1 − 2

6
x

(k)
3 +

0

6

x
(k+1)
3 = −3

7
x

(k+1)
1 − 3

7
x

(k+1)
2 +

4

7

Στο πρώτο ϐήµα υπολογίζουµε :

x
(1)
1 =

1

3
· 0− 1

3
· 0 +

1

3
=

1

3
≈ 0.3333

x
(1)
2 = −3

6
· 0− 2

6
· 1

3
+

0

6
= −1

6
≈ −0.1667

x
(1)
3 = −3

7
· 1

3
− 3

7
· (−1

6
) +

4

7
=

1

2
= 0.5000

Στο δεύτερο ϐήµα υπολογίζουµε :

x
(2)
1 =

1

3
· (−1

6
)− 1

3
· 1

2
+

1

3
=

1

9
≈ 0.1111

x
(2)
2 = −3

6
· 1

9
− 2

6
· 1

2
+

0

6
= −2

9
≈ −0.2222

x
(2)
3 = −3

7
· 1

9
− 3

7
· (−2

9
) +

4

7
=

39

63
≈ 0.6190

΄Ασκηση 4.5.4 Να εξεταστεί εάν ο πίνακας του ακόλουθου συστήµατος είναι αυστηρά
διαγώνια υπερτερών.

4x1 + x2 − x3 = 4
−x1 − 2x2 + 4x3 = 1
x1 + 3x2 + x3 = 5

Εάν όχι, να εξεταστεί εάν υπάρχει υσοδύναµο σύστηµα του οποίου ο πίνακας είναι είναι
αυστηρά διαγώνια υπερτερών. Στην περίπτωση αυτή να γίνουν δύο επαναλήψεις της
λύσης του συστήµατος αυτού µε την µέθοδο απαλοιφής Gauss-Seidel, ϑεωρώντας ως
αρχική προσέγγιση το x0 = [0, 0, 0]T .

Λύση
Ο πίνακας του συστήµατος είναι

A =

 4 1 −1
−1 −2 4
1 3 1

 .



101

ο οποίος δεν είναι αυστηρά διαγώνια υπερτερών διότι για την 2η γραµµή έχουµε
| − 2| < | − 1| + |4|. Εναλλάσσοντας την δεύτερη µε την τρίτη εξίσωση έχουµε το
ισοδύναµο σύστηµα

4x1 + x2 − x3 = 4
x1 + 3x2 + x3 = 5
−x1 − 2x2 + 4x3 = 1

του οποίου ο πίνακας είναι 0

A =

 4 1 −1
1 3 1
−1 −2 4

 .
ο οποίος είναι αυστηρά διαγώνια υπερτερών διότι |4| > |1|+ | − 1|, |3| > |1|+ |1| και
|4| > | − 1|+ | − 2|. Οπότε ισχύει η ικανή συνθήκη σύγκλισης.

Η µέθοδος Gauss-Seidel µπορεί να εκφραστεί επίσης µε τις αλγεβρικές σχέσεις :

x
(k+1)
i =

1

aii

(
bi −

i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j

)
, i = 1, 2, · · · , n.

Η επαναληπτική διαδικασία είναι η ακόλουθη:

x
(k+1)
1 =

1

4
(4− x(k)

2 + x
(k)
3 )

x
(k+1)
2 =

1

3
(5− x(k+1)

1 − x(k)
3 )

x
(k+1)
3 =

1

4
(1 + x

(k+1)
1 + 2x

(k+1)
2 )

Στο πρώτο ϐήµα υπολογίζουµε :

x
(1)
1 =

1

4
(4− x(0)

2 + x
(0)
3 ) =

1

4
(4− 0 + 0) = 1

x
(1)
2 =

1

3
(5− x(1)

1 − x
(0)
3 ) =

1

3
(5− 1− 0) =

4

3
≈ 1.3333

x
(1)
3 =

1

4
(1 + x

(1)
1 + 2x

(1)
2 ) =

1

4
(1 + 1 + 2 · 4

3
) =

14

12
≈ 1.1667

Στο δεύτερο ϐήµα υπολογίζουµε :

x
(2)
1 =

1

4
(4− x(1)

2 + x
(1)
3 ) =

1

4
(4− 1 +

14

12
) =

25

24
≈ 1.0417

x
(2)
2 =

1

3
(5− x(2)

1 − x
(1)
3 ) =

1

3
(5− 25

24
− 14

12
) =

67

72
≈ 0.9306

x
(2)
3 =

1

4
(1 + x

(2)
1 + 2x

(2)
2 ) =

1

4
(1 +

25

24
+ 2 · 67

72
) =

281

288
≈ 0.9757
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4.6 Ερωτήσεις

Ερώτηση 4.6.1 Τι είναι µία νόρµα διανυσµάτων; Ποιες είναι οι πιο συνηθισµένες νόρ-
µες διανυσµάτων;

Ερώτηση 4.6.2 Τι υπολογίζει µία νόρµα της διαφοράς δύο διανυσµάτων;

Ερώτηση 4.6.3 Τι είναι µία νόρµα πινάκων; Ποιες είναι οι πιο συνηθισµένες νόρµες
πινάκων;

Ερώτηση 4.6.4 Τι γνωρίζετε για τον δείκτη κατάστασης;

Ερώτηση 4.6.5 Πως κατασκευάζεται η γενική επαναληπτική µέθοδος;

Ερώτηση 4.6.6 Ποια τα κριτήρια διακοπής µίας επαναληπτικής µεθόδου επίλυσης
συστηµάτων;

Ερώτηση 4.6.7 Τι ισχύει για την εκτίµηση σφάλµατος σε µία επαναληπτική µέθοδο
επίλυσης συστηµάτων;

Ερώτηση 4.6.8 Τι σηµαίνει ότι µία συνθήκη είναι ικανή για τη σύγκλιση και τι ότι
είναι ικανή και αναγκαία;

Ερώτηση 4.6.9 Ποια συνθήκη είναι ικανή και ποια ικανή και αναγκαία για τη σύγ-
κλιση της µεθόδου Jacobi;

Ερώτηση 4.6.10 Ποια συνθήκη είναι ικανή και ποια ικανή και αναγκαία για τη σύγ-
κλιση της µεθόδου Gauss Seidel;

Ερώτηση 4.6.11 Πότε λέµε ότι ένας πίνακας είναι αυστηρά διαγώνια υπερτερών; Τι
ισχύει, όσο αφορά τις επαναληπτικές µεθόδους, για πίνακες µε αυτό το χαρακτηριστικό;



Κεφάλαιο 5

Προσέγγιση συναρτήσεων µε
παρεµβολή

5.1 Εισαγωγή

Είναι συνηθισµένο να γνωρίζουµε τις τιµές µίας συνάρτησης σε κάποια σηµεία αλλά
να µην ξέρουµε τον τύπο της. Από την άλλη ακόµη, και όταν γνωρίζουµε τον τύπο
µίας συνάρτησης, για να µελετήσουµε την συµπεριφορά της αναζητούµε µία «απλού-
στερη» η οποία τοπικά, µε κάποιο σφάλµα, να συµπεριφέρεται όπως η προς µελέτη
συνάρτηση. Τα πολυώνυµα αποτελούν µία καλή κατηγορία απλών συναρτήσεων για
να λύσουµε τα παραπάνω προβλήµατα.

Μία συνάρτηση µπορεί σε κάποιο διάστηµα να προσεγγιστεί από κάποιο πολυώ-
νυµο.

Θεώρηµα 5.1.1 ( Θεώρηµα προσέγγισης του Weierstrass ) Εάν η f ορίζεται και
είναι συνεχής σε ένα διάστηµα [a, b] τότε για κάθε ε > 0 υπάρχει ένα πολυώνυµο P (x)
για το οποίο ισχύει :

|f(x)− P (x)| < ε, ∀x ∈ [a, b].

(∆είτε Σχήµα 5.1) �

Στον Απειροστικό Λογισµό έχουµε γνωρίσει την προσέγγιση µίας συνάρτησης µε το
πολυώνυµο Taylor. Αυτή η µεθοδολογία µας δίνει µία τοπικά αποδεκτή λύση. Ωστό-
σο για προσεγγίσεις σε µεγαλύτερα διαστήµατα καταλληλότερη είναι η παρεµβολή
(polynomial interpolation ή fitting ) µιας συνάρτησης f (x) από κάποιο πολυώνυ-
µο P (x) κατά την οποία το πολυώνυµο περνά (παρεµβάλει) από γνωστά σηµεία της
συνάρτησης.
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Σχήµα 5.1: Θεώρηµα Weierstrass

5.2 Προσέγγιση Taylor

Αν η συνάρτηση f είναι απείρως παραγωγίσιµη µε συνεχείς παραγώγους στην πε-
ϱιοχή ενός πραγµατικού αριθµού x0 τότε µπορούµε να ϑερίσουµε την άπειρη σειρά
(δυναµοσειρά) της συνάρτησης :

∞∑
n=0

(x− x0)n

n!
f (n)(x0) = f(x0) +

(x− x0)

1!
f ′(x0) +

(x− x0)2

2!
f
′′
(x0) + · · ·+

+
(x− x0)n−1

(n− 1)!
f (n−1)(x0) +

(x− x0)n

n!
f (n)(x0) + ...

(5.1)

η οποία ονοµάζεται σειρά Taylor της συνάρτησης µε κέντρο το x0.
Αν x0 = 0 τότε το ανάπτυγµα ονοµάζεται και ανάπτυγµα σε σειρά Maclaurin.

∞∑
n=0

xn

n!
f (n)(0) = f(0) +

x

1!
f ′(0) +

x2

2!
f
′′
(0) + · · ·+ xn

n!
f (n)(0) + ....

Το ακόλουθο ϑεώρηµα µας εξασφαλίζει το πότε µία συνάρτηση µπορεί να γραφεί ως
ένα πολυώνυµο µε άπειρους όρους.



105

Θεώρηµα 5.2.1 (Σύγκλιση σειράς Taylor) Εάν η f είναι άπειρες ϕορές παραγωγί-
σιµη σε ένα ανοικτό διάστηµα (x0 − r, x0 + r) και εάν υποθέσουµε ότι υπάρχει ϑετική
σταθερά K τέτοια ώστε

|f (n)(x)| ≤ Kn, n = 1, 2, 3, . . .

∀x ∈ (x0 − r, x0 + r) τότε η σειρά Taylor 5.1 της f συγκλίνει στο f(x), ∀x ∈ (x0 −
r, x0 + r). �

Παράδειγµα 5.2.1 Για την f(x) = sin(x) η σειρά Maclaurin είναι η ακόλουθη:

f(x) = sin(x)⇒ f(0) = sin(0) = 0
f ′(x) = cos(x)⇒ f ′(0) = cos(0) = 1
f
′′
(x) = − sin(x)⇒ f

′′
(0) = − sin(0) = 0

f (3)(x) = − cos(x)⇒ f (3)(0) = − cos(0) = −1
f (4)(x) = sin(x)⇒ f (4)(0) = sin(0) = 0
f (5)(x) = cos(x)⇒ f (5)(0) = cos(0) = 1


⇒

sin(x) = 0 +
x

1
− x3

3!
+
x5

5!
· · · =

+∞∑
m=0

(−1)mx2m+1

(2m+ 1)!

Για την f(x) = cos(x) η σειρά Maclaurin είναι η ακόλουθη:

f(x) = cos(x)⇒ f(0) = cos(0) = 1
f ′(x) = − sin(x)⇒ f ′(0) = − sin(0) = 0
f
′′
(x) = − cos(x)⇒ f

′′
(0) = − cos(0) = −1

f (3)(x) = sin(x)⇒ f (3)(0) = sin(0) = 0
f (4)(x) = cos(x)⇒ f (4)(0) = cos(0) = 1
f (5)(x) = − sin(x)⇒ f (5)(0) = − sin(0) = 0
f (6)(x) = − cos(x)⇒ f (6)(0) = − cos(0) = −1


⇒

cos(x) = 1− x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
· · · =

+∞∑
m=0

(−1)mx2m

(2m)!

Για την f(x) = ex η σειρά Maclaurin είναι η ακόλουθη:{
f(x) = ex ⇒ f(0) = e0 = 1
f (k)(x) = ex ⇒ f (k)(0) = e0 = 1

}
⇒

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+
x4

4!
+
x5

5!
· · · =

∞∑
n=0

xn

n!



106

Για την f(x) = ln(x) η σειρά Taylor µε κέντρο το 1 είναι η ακόλουθη:

f(x) = ln(x)⇒ f(1) = ln(1) = 0
f ′(x) = 1

x
= x−1 ⇒ f ′(1) = 1−1 = 1

f
′′
(x) = (x−1)

′
= −x−2 ⇒ f

′′
(1) = −1

f (3)(x) = (−x−2)
′
= 2x−3 ⇒ f (3)(1) = 2

f (4)(x) = (2x−3)
′
= −6x−4 ⇒ f (4)(1) = −6

f (5)(x) = (−6x−4)
′
= 24x−5 ⇒ f (5)(x) = 12


⇒

⇒ ln(x) = (x− 1)− (x−1)2

2!
+ 2 (x−1)3

3!
− 6 (x−1)4

4!
+ 24 (x−1)5

5!
· · · =

⇒ ln(x) = (x− 1)− (x−1)2

2
+ (x−1)3

3
− (x−1)4

4
+ (x−1)5

5
· · ·

�

Το ακόλουθο ϑεώρηµα µας δίνει τη δυνατότητα να εξισώσουµε µία συνάρτηση µε
ένα πεπερασµένης διάστασης πολυώνυµο.

Θεώρηµα 5.2.2 (Θεώρηµα Taylor) Αν η συνάρτηση f ∈ Cn[a, b] και υπάρχει η
f (n+1) σε ένα διάστηµα [a, b] τότε ∀x ∈ [a, b] η συνάρτηση µπορεί να γραφεί ως σει-
ϱά

f(x) = Pn(x) +Rn(x) =

= f(x0) +
f
′
(x0)

1!
(x− x0) +

f
′′
(x0)

2!
(x− x0)2 + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)n

+
f (n+1)(ξ(x))

(n+ 1)!
(x− x0)n+1

για κάποιο ξ(x) ∈ (x0, x). �

Με τη χρήση του ϑεωρήµατος αυτού µπορούµε να προσεγγίσουµε συναρτήσεις
στην περιοχή του x0 µε πολυώνυµα Pn(x) (Taylor ή MacLaurin) ϐαθµού n, εάν
αποκόψουµε τον τελευταίο όρο, ο οποίος αποτελεί και το σφάλµα της προσέγγισης.
∆ηλαδή:

f(x) ≈ f(x0) +
(x− x0)

1!
f
′
(x0) +

(x− x0)2

2!
f
′′
(x0) + · · ·+ (x− x0)n

n!
f (n)(x0)

ή

f(x) ≈ f(0) +
x

1!
f
′
(0) +

x2

2!
f
′′
(0) + · · ·+ xn

n!
f (n)(0).

Το υπόλοιπο (σφάλµα) της πολυωνυµικής προσέγγισης n-ϐαθµού είναι :

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n + 1)!
(x− x0)n+1

για κάποιο ξ ∈ (x0, x).
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Σχήµα 5.2: Προσέγγιση της f(x) = ex από πολυώνυµα Taylor µε κέντρο το 0.

Παράδειγµα 5.2.2 α) Συνεπώς, στην προσέγγιση του sin(x) µε πολυώνυµο ϐαθµού 2
στο 0, ϑα έχουµε ότι P2(x) = 0 + 1

1!
x+ 0

2!
x2 = x και συνεπώς το σφάλµα ϑα είναι :

|R2(x)| =

∣∣∣∣∣(sin(x))
(3)
x=ξ

3!
x3

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣− cos(ξ)

3!
x3

∣∣∣∣ ≤ |x3|
6
.

Στις προσεγγιστικές διαδικασίες µας ενδιαφέρει να ϐρίσκουµε άνω ϕράγµατα των σφαλ-
µάτων έτσι ώστε να µπορούµε να αξιολογούµε τις προσεγγίσεις. Στην περίπτωση αυτή,
για

|x| ≤ 0.1⇒ |R2(x)| ≤ 0.13

6
= 0.00017.

ϐ) Επίσης, στην προσέγγιση του ex µε πολυώνυµο ϐαθµού 3 στο 0, ϑα έχουµε ότι
P3(x) = 1 + x+ x2

2!
+ x3

3!
και συνεπώς το σφάλµα ϑα είναι :

|R3(x)| =

∣∣∣∣∣(ex)
(4)
x=ξ

4!
x4

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣eξ4!
x4

∣∣∣∣ .
Εάν µας ενδιαφέρει να ϕράξουµε την ποσότητα αυτή όταν |x| ≤ 0.1⇔ x4 ≤ 10−4 οπότε
η παραπάνω ποσότητα ϕράσσεται :

|R3(x)| =
∣∣∣∣eξ4!

x4

∣∣∣∣ =
eξ

4!
x4 ≤ eξ

4!
10−4.
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Εφόσον ξ ∈ (a, x) και |x| ≤ 0.1, η ποσότητα eξ στο διάστηµα [-0.1,0.1] παίρνει τη µικρό-
τερη τιµή στο -0.1 και τη µεγαλύτερη στη 0.1 (µιας και η ex είναι αύξουσα συνάρτηση),
οπότε ισχύει :

|R3(x)| =
∣∣∣∣eξ4!

x4

∣∣∣∣ =
eξ

4!
x4 ≤ eξ

4!
10−4 ≤ e0.110−4

24
≈ 0.0000046049.

γ) Αναπτύσσοντας σε σειρά Taylor γύρω από το x0 = 0 τη συνάρτηση f(x) =
√
x+ 1

µπορούµε να υπολογίσουµε µε ακρίβεια τουλάχιστον 6 ψηφίων την ποσότητα
√

1.01.
Πράγµατι, ισχύουν

f(0) =
√

0 + 1 = 1, f ′(x) = 1
2
√
x+1
⇒ f ′(0) = 1

2

f ′′(x) =
(

1
2
√
x+1

)′
=
(

1
2
(x+ 1)−

1
2

)′
= 1

2
(−1

2
)(x+ 1)−

3
2 ⇒ f ′′(0) = −1

4

f ′′′(x) =
(
−1

4
(x+ 1)−

3
2

)′
= −1

4
(−3

2
)(x+ 1)−

5
2 ⇒ f ′′′(0) = 3

8

και η σειρά Taylor στο x είναι

√
x+ 1 = f(0) +

f ′(0)

1!
(x− 0) +

f
′′
(0)

2!
(x− 0)2 +

f (3)(0)

3!
(x− 0)3 + . . .⇒

√
x+ 1 = 1 +

1
2

1!
x−

1
4

2!
x2 +

3
8

3!
x3 + . . . = 1 +

1

2
x− 1

8
x2 +

1

16
x3 + . . .

Αντικαθιστώντας όπου x = 0.01 έχουµε

√
0, 01 + 1 = 1 +

1

2
0.01− 1

8
0.012 +

1

16
0.013 + . . .⇒√

1, 01 ≈ 1.004987.

Σταµατάµε στον τρίτο όρο του πολυωνύµου γιατί ο επόµενος όρος και κάθε επόµενος
όρος είναι της µορφής

k · 0.01a = k · 10−2a

όπου k < 1 και α ≥ 3. και επηρεάζει την προσέγγιση από το όγδοο ψηφίο και µετά.
Συγκεκριµένα για τον 4o όρο έχουµε

1

16
· 0.013 = 6.25× 10−8.

�
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5.3 Παρεµβολή Lagrange

Το πολυώνυµο που προσεγγίζει µία συνάρτηση σε ένα διάστηµα του πεδίου ορισµού
της µπορεί να ικανοποιεί τη συνάρτηση σε κάποια σηµεία. Πιο συγκεκριµένα ισχύει
το ακόλουθο ϑεώρηµα:

Θεώρηµα 5.3.1 ΄Εστω ότι η f ∈ Ck+1 [α , β] και ότι δίνονται οι τιµές

f (x i) = f i , i = 0 , 1 , 2 , . . . , k

αυτής σε k + 1 διακεκριµένα σηµεία του [a , β]. Τότε, υπάρχει πολυώνυµο Pk(x)
ϐαθµού το πολύ k έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι παρεµβολικές συνθήκες

f (x i) = Pk (x i) , i = 0 , 1 , 2 , . . . , k .

�

Τα σηµεία x i ∈ [α , β], ονοµάζονται σηµεία παρεµβολής και το πολυώνυµο Pk(x)
πολυώνυµο παρεµβολής, το οποίο µπορεί να ϑεωρηθεί ως µία συνάρτηση η οποία
προσεγγίζει την f (x) σε ολόκληρο το διάστηµα [α , β].

Σχήµα 5.3: Πολυωνυµική προσέγγιση µε συνθήκες παρεµβολής.

Στην παρεµβολή µε τη µέθοδο Lagrange, Ϲητάµε να υπολογίσουµε µία πολυωνυµική
συνάρτηση P (x) της µορφής:

Pk(x) =
k∑
i=0

f(xi) · Li(x)
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έτσι ώστε να ικανοποιούνται οι παραπάνω παρεµβολικές συνθήκες. Το πολυώνυµο
παρεµβολής Lagrange ϐαθµού k, που πληροί τις παραπάνω συνθήκες, ϐασίζεται σε
ένα σύνολο ϐασικών πολυωνύµων Li(x), i = 0, 1, ..., k, καθένα ϐαθµού k, τα οποία
πληρούν τις σχέσεις :

L i (xj ) =

{
1 αν i = j
0 αν i 6= j

.

Είναι εύκολο να διαπιστώσουµε ότι τα πολυώνυµα της µορφής:

Li(x) =
k∏

j = 0
j 6= i

(x− xj)
(xi − xj)

, i = 0, 1, 2, . . . , k

ή πιο αναλυτικά

L0(x) =
(x− x1) · (x− x2) · · · · (x− xk−1) · (x− xk)

(x0 − x1) · (x0 − x2) · · · · (x0 − xn−1) · (x0 − xk)
. . .

Li(x) =
(x− x0) · (x− x1) · · · (x− xi−1) · (x− xi+1) · · · (x− xk−1) · (x− xk)

(xi − x0) · (xi − x1) · · · (xi − xi−1) · (xi − xi+1) · · · (xi − xk−1) · (xi − xk)
. . .

Lk(x) =
(x− x0) · (x− x1) · · · · (x− xk−2) · (x− xk−1)

(xk − x0) · (xk − x1) · · · · (xk − xk−2) · (xk − xk−1)
,

είναι ϐαθµού k και πληρούν τις παρεµβολικές συνθήκες.

Ορισµός 5.3.2 Το ϐαθµού k πολυώνυµο

Pk(x) =
k∑
i=0

f(xi) · Li(x) =
k∑
i=0

f(xi) ·
k∏

j = 0
j 6= i

(x− xj)
(xi − xj)

ονοµάζεται πολυώνυµο παρεµβολής Lagrange. �

Για το σφάλµα της παρεµβολής Lagrange ισχύει το ακόλουθο ϑεώρηµα.

Θεώρηµα 5.3.3 (Θεώρηµα παρεµβολής Lagrange) Εφόσον ισχύουν τα παραπάνω,
∀x ∈ [a, b] υπάρχει ξ(x) ∈ (a, b) ώστε η συνάρτηση µπορεί να γραφεί ως :

f(x) = Pk(x) +
(x− x0) · · · (x− xk)

k!
f (k+1)(ξ(x)).

�
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Παράδειγµα 5.3.1 α) ∆ίνεται ο πίνακας τιµών µίας συνάρτησης :

i 0 1 2 3
xi −1 0 2 3
fi −6 −4 −6 2

Για το µοναδικό πολυώνυµο 3oυ το πολύ ϐαθµού που τα παρεµβάλει κατασκευάζουµε
τους συντελεστές του Lagrange,

L0(x) =
(x− x1) · (x− x2) · (x− x3)

(x0 − x1) · (x0 − x2) · (x0 − x3)
=

(x− 0) · (x− 2) · (x− 3)

(−1− 0) · (−1− 2) · (−1− 3)

= − 1

12
· x · (x− 2) · (x− 3) = − 1

12
· (x3 − 5x2 + 6x),

L1(x) =
(x− x0) · (x− x2) · (x− x3)

(x1 − x0) · (x1 − x2) · (x1 − x3)
=

(x− (−1)) · (x− 2) · (x− 3)

(0− (−1)) · (0− 2) · (0− 3)

=
1

6
· (x+ 1) · (x− 2) · (x− 3) =

1

6
· (x3 − 4x2 + x+ 6),

L2(x) =
(x− x0) · (x− x1) · (x− x3)

(x2 − x0) · (x2 − x1) · (x2 − x3)
=

(x− (−1)) · (x− 0) · (x− 3)

(2− (−1)) · (2− 0) · (2− 3)

= −1

6
(x+ 1) · x · (x− 3) = −1

6
(x3 − 2x2 − 3x)

L3(x) =
(x− x0) · (x− x1) · (x− x2)

(x3 − x0) · (x3 − x1) · (x3 − x2)
=

(x− (−1)) · (x− 0) · (x− 2)

(3− (−1)) · (3− 0) · (3− 2)

=
1

12
· (x+ 1) · x · (x− 2) =

1

12
(x3 − x2 − 2x)

Από όπου παίρνουµε

P3(x) = L0(x) · (−6) + L1(x) · (−4) + L2(x) · (−6) + L3(x) · 2 =

=

(
1

2
x3 − 5

2
x2 + 3x

)
+

(
−2

3
x3 +

8

3
x2 − 2

3
x− 4

)
+ (x3 − 2x2 − 3x) +

(
x3

6
− x2

6
− x

3

)
= x3 − 2x2 − x− 4

ϐ) ∆ίνεται ο πίνακας τιµών µίας συνάρτησης :
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Σχήµα 5.4: Πολυωνυµική παρεµβολή παράδειγµα α)

i 0 1 2
xi 0 2 3
fi 1 3 4

Για το µοναδικό πολυώνυµο 2oυ το πολύ ϐαθµού που τα παρεµβάλει κατασκευάζουµε
τους συντελεστές του Lagrange,

L0(x) =
(x− 2) · (x− 3)

(0− 2) · (0− 3)
, L1(x) =

(x− 0) · (x− 3)

(2− 0) · (2− 3)
, L2(x) =

(x− 0) · (x− 2)

(3− 0) · (3− 2)

Από όπου έχουµε
L0(x) = (x2 − 5x+ 6)/6,
L1(x) = −(x2 − 3x)/2,
L2(x) = (x2 − 2x)/3.
Οπότε, P2(x) = L0(x) · 1 + L1(x) · 3 + L2(x) · 4 = x+ 1.
Παρατηρούµε ότι ο συντελεστής του x2 είναι µηδέν οπότε µία ευθεία περνάει και από
τα τρία σηµεία.

�
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Σχήµα 5.5: Πολυωνυµική παρεµβολή παράδειγµα ϐ)

5.4 Παρεµβολή Newton

Πολλές ϕορές, π.χ. όταν επιλύουµε διαφορικές εξισώσεις, συνεχώς πηγαίνουµε από
την παρεµβολή σε ένα σύνολο τιµών στην παρεµβολή σε ένα άλλο σύνολο τιµών, που
προκύπτει διαγράφοντας ή προσθέτοντας ένα σηµείο παρεµβολής ή και τα δύο µαζί.
Από τον τρόπο κατασκευής του πολυωνύµου παρεµβολής Lagrange είναι ϕανερό
ότι, κάθε ϕορά που το σύνολο των σηµείων παρεµβολής µεταβάλλεται, ο τύπος του
Lagrange πρέπει να υπολογιστεί εξ ολοκλήρου από την αρχή. Μπορούµε να έχουµε
οικονοµία υπολογισµών αν κατασκευάσουµε ένα πολυώνυµο παρεµβολής που να
λαµβάνει υπ΄ όψιν του ότι οι περισσότερες τιµές παραµένουν ίδιες. Το πολυώνυµο
παρεµβολής Newton επιτυγχάνει αυτόν τον σκοπό.

5.4.1 Παρεµβολή Newton µε ∆ιηρηµένες ∆ιαφορές

Ο τελεστής των διηρηµένων διαφορών τάξης από 0 έως n ορίζεται από τις αναδροµικές
σχέσεις :

f [x0] = f (x0)

f [x0, x1] =
f [x1]− f [x0]

x1 − x0
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f [x0, x1, x2] =
f [x1, x2]− f [x0, x1]

x2 − x0

... =
...

f [x0, x1, x3, ..xn] =
f [x1, x2, ..., xn]− f [x0, x1, ..., xn−1]

xn − x0

Χρησιµοποιώντας τις διηρηµένες διαφορές η νέα µορφή του πολυωνύµου παρεµβολής
ϐαθµού k γράφεται :

Pk (x) = f [x0] + (x− x0) f [x0, x1] + (x− x0) (x− x1) f [x0, x1, x2] +

... + (x− x0) (x− x1) ... (x− xk−1) f [x0, x1, ..., xk] .

Τις τιµές των διηρηµένων διαφορών µίας συνάρτησης µπορούµε να τις συµπληρώ-
σουµε σε έναν πίνακα της µορφής:

xi f [xi] f [xi, xi+1] f [xi, xi+1, xi+2] f [xi, xi+1, xi+2, xi+3]
x0 f(x0)

f [x0, x1] =
f[x1]−f[x0]

x1−x0

x1 f(x1) f [x0, x1, x2] =
f[x1,x2]−f[x0,x1]

x2−x0

f [x1, x2] =
f[x2]−f[x1]

x2−x1
f [x0, x1, x2, x3] =

f[x1,x2,x3]−f[x0,x1,x2]
x3−x0

x2 f(x2) f [x1, x2, x3] =
f[x2,x3]−f[x1,x2]

x3−x1

f [x2, x3] =
f[x3]−f[x2]

x3−x2
x3 f(x3)

Παράδειγµα 5.4.1 Να γραφεί σε µορφή Newton µε διηρηµένες διαφορές το πολυώ-
νυµο που παρεµβάλει τα σηµεία της συνάρτησης που δίνονται στον ακόλουθο πίνακα:

i xi f(xi)
0 −2.0 4.0
1 0.0 2.0
2 2.0 8.0

Συµπληρώνουµε τον πίνακα των διηρηµένων διαφορών:

xi f [xi] f [xi, xi+1] f [xi, xi+1, xi+2]
−2.0 4

2−4
0−(−2) = −1

0.0 2 3−(−1)
2−(−2) = 1

8−2
2−0 = 3

2.0 8

Οπότε το τετραγωνικό πολυώνυµο είναι το

P2(x) = 4−1·(x−(−2.0))+1·(x−0.0)(x−(−2)) = 4−(x+2)+x(x+2) = x2 +x+2.
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Στο ίδιο πολυώνυµο καταλήγουµε και όταν ορίσουµε το πολυώνυµο ως πολυώνυµο
Lagrange. Πράγµατι, έχουµε

L0(x) =
(x− 0) · (x− 2)

(−2− 0) · (−2− 2)
=
x(x− 2)

8

L1(x) =
(x− (−2)) · (x− 2)

(0− (−2)) · (0− 2)
=

(x+ 2)(x− 2)

−4

L2(x) =
(x− (−2)) · (x− 0)

(2− (−2)) · (2− 0)
=
x(x+ 2)

8

και τελικά

P2(x) = L0(x) · 4 + L1(x) · 2 + L2(x) · 8 = 4
x(x− 2)

8
+ 2

x2 − 4

−4
+ 8

x(x+ 2)

8

=
x2 − 2x

2
− x2 − 4

2
+ x2 + 2x = −x+ 2 + x2 + 2x = x2 + x+ 2.

�

Παράδειγµα 5.4.2 Να γραφεί σε µορφή Newton µε διηρηµένες διαφορές το πολυώ-
νυµο που παρεµβάλει τα σηµεία της συνάρτησης f(x) = 2 + ln(x + 1) στα σηµεία
x0 = 2.0, x1 = 2.2, x2 = 2.5, x3 = 2.7 . Συµπληρώνουµε τον πίνακα των διηρηµένων
διαφορών:

xi f [xi] f [xi, xi+1] f [xi, xi+1, xi+2] f [xi, xi+1, xi+2, xi+3]
2.0 3.09861

0.32270
2.2 3.16315 −0.04800

0.29870 0.00900
2.5 3.25276 −0.04170

0.27785
2.7 3.30833

Οπότε το κυβικό πολυώνυµο είναι το

P3(x) = 3.09861 + 0.32270(x− 2.0)− 0.04800(x− 2.0)(x− 2.2) +

+ 0.00900(x− 2.0)(x− 2.2)(x− 2.5)

= 0.009x3 − 0.1083x2 + 0.6584x+ 2.14301.

�

Παράδειγµα 5.4.3 Να γραφεί σε µορφή Newton µε διηρηµένες διαφορές το πολυώ-
νυµο που παρεµβάλει τα σηµεία της συνάρτησης που δίνονται στον ακόλουθο πίνακα:
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i xi f(xi)
0 1.0 14.2
1 2.7 17.8
2 3.2 22.0
3 4.8 38.3
4 5.6 51.7

Συµπληρώνουµε τον πίνακα των διηρηµένων διαφορών:

i xi f [xi] f [xi, xi+1] f [xi, xi+1, xi+2] f [xi, xi+1, xi+2, xi+3] f [xi, xi+1, xi+2, xi+3, xi+4]
0 1.0 14.2

2.118
1 2.7 17.8 2.856

8.400 −0.535
2 3.2 22.0 0.821 0.267

10.125 0.687
3 4.8 38.3 2.812

16.875
4 5.6 51.7

Οπότε το κυβικό πολυώνυµο είναι το

P3(x) = 14.2 + 2.118(x− 1.0) + 2.856(x− 1.0)(x− 2.7)−
− 0.535(x− 1.0)(x− 2.7)(x− 3.2)

= −0.535x3 + 0.8355x2 + 4.9063x+ 8.9932.

ενώ το παρεµβολικό πολυώυµο τετάρτου ϐαθµού

P4(x) = P3(x) + 0.267(x− 1.0)(x− 2.7)(x− 3.2)(x− 4.8)

= 0.267x4 − 16.035x+ 13.5607x2 − 3.6589x3 + 20.0662

�

5.4.2 Παρεµβολή Newton µε Πεπερασµένες ∆ιαφορές

΄Οταν τα σηµεία παρεµβολής είναι ισαπέχοντα, µε απόσταση µεταξύ τους h, είναι
ευκολότερο να εκφράσουµε τους τύπους των πολυωνύµων παρεµβολής µε τις πεπε-
ϱασµένες διαφορές παρά µε τις διηρηµένες διαφορές και οι αντίστοιχοι τύποι απλο-
ποιούνται. Οι εκφράσεις αυτών των πολυωνύµων προκύπτουν από την παραπάνω
µορφή του πολυωνύµου παρεµβολής αν ϑεωρήσουµε τους τελεστές των πεπερασµέ-
νων διαφορών.



117

Ο τελεστής των προς τα εµπρός πεπερασµένων διαφορών ∆ τάξης k ορίζεται από
τις αναδροµικές σχέσεις :

∆0f(xn) = f(xn)

∆1f(xn) = f(xn+1)− f(xn)

∆2f(xn) = ∆1f(xn+1)−∆1f(xn)

∆3f(xn) = ∆2f(xn+1)−∆2f(xn)
... =

...
∆kf(xn) = ∆k−1f(xn+1)−∆k−1f(xn)

Τις τιµές των προς τα εµπρός πεπερασµένων διαφορών µίας συνάρτησης µπορούµε
να τις συµπληρώσουµε σε έναν πίνακα της µορφής:

xi ∆0f(xi) ∆1f(xi) ∆2f(xi) ∆3f(xi)
x0 f(x0)

∆1f(x0)
x1 f(x1) ∆2f(x0)

∆1f(x1) ∆3f(x0)
x2 f(x2) ∆2f(x1)

∆1f(x2)
x3 f(x3)

Για ισαπέχοντα σηµεία όπου h = xi+1 − xi όταν i = 0, 1, 2, . . . , k, ο τελεστής ∆ των
προς τα εµπρός διαφορών k τάξης συνδέεται µε τον αντίστοιχο τελεστή των διηρηµένων
διαφορών µε την σχέση

f [x0, x1, ..., xk] =
∆kf0

k!hk
,

οπότε το πολυώνυµο παρεµβολής αρχικά γράφεται :

Pk (x) = f0 + (x− x0)
∆f0

1!h
+ (x− x0) (x− x1)

∆2f0

2!h2
+ · · ·+

+ (x− x0) (x− x1) . . . (x− xk−1)
∆kf0

k!hk

και ονοµάζεται πολυώνυµο παρεµβολής Newton µε προς τα εµπρός διαφορές.
Εάν Θεωρήσουµε την νέα µεταβλητή

s =
(x− x0)

h
↔ x = x0 + sh,

τότε ϑα ισχύει η σχέση x− xk = h (s− k), και το πολυώνυµο γράφεται :

Pk (s) = f0 + s∆f0 +
s (s− 1)

2!
·∆2f0 + · · ·+ s (s− 1) ... (s− k + 1)

k!
·∆kf0.
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Τα πολυώνυµα αυτά µπορούν να γραφούν και µε τις παρακάτω εκφράσεις :

Pk (s) =
k∑

n=0

(
s
n

)
∆nf0

χρησιµοποιώντας τους διωνυµικούς συντελεστές(
s
n

)
=

s!

n!(s− n)!
=
s · (s− 1) · · · (s− n) · (s− n+ 1)

1 · 2 · · · (n− 1) · n
.

Παράδειγµα 5.4.4 Να γραφεί σε µορφή Newton µε προς τα εµπρός διαφορές το πο-
λυώνυµο που παρεµβάλει τα σηµεία της συνάρτησης που δίνονται στον ακόλουθο πί-
νακα:

i xi f(xi)
0 −2.0 4.0
1 0.0 2.0
2 2.0 8.0

Τα σηµεία είναι ισαπέχοντα µε h = 2 οπότε µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τον τύπο
µε τις προς τα εµπρός διαφορές. Συµπληρώνουµε τον πίνακα των προς τα εµπρός
διαφορών:

xi ∆0f(xi) ∆1f(xi) ∆2f(xi)
−2.0 4

2− 4 = −2
0.0 2 6− (−2) = 8

8− 2 = 6
2.0 8

Οπότε το τετραγωνικό πολυώνυµο είναι το

P2(x) = 4 +
−2

1! · 2
(x− (−2.0)) +

8

2! · 22
(x− 0.0)(x− (−2)) =

= 4− (x+ 2) + x(x+ 2) = x2 + x+ 2.

Παράδειγµα 5.4.5 Να γραφεί σε µορφή Newton µε προς τα εµπρός διαφορές το πο-
λυώνυµο που παρεµβάλει τα σηµεία της συνάρτησης f(x) = e2x στα σηµεία x0 =
0.0, x1 = 0.3, x2 = 0.6, x3 = 0.9 .
Για το παράδειγµά µας έχουµε h = 0.3. Συµπληρώνουµε τον πίνακα προς τα εµπρός
διαφορών:

xi ∆0f(xi) ∆1f(xi) ∆2f(xi) ∆3f(xi)
0.0 e0.0 = 1.0

0.82212
0.3 e0.6 = 1.82212 0.67588

1.49800 0.55565
0.6 e1.2 = 3.32012 1.23153

2.72953
0.9 e1.8 = 6.04965
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Οπότε το κυβικό πολυώνυµο είναι το

P3(x) = 1.0 +
0.82212

1! · 0.3
(x− 0.0) +

0.67588

2! · 0.32
(x− 0.0)(x− 0.3) +

+
0.55565

3! · 0.33
(x− 0.0)(x− 0.3)(x− 0.6)

= 1 + 2.7404x+ 3.75489x(x− 0.3) + 3.4299x(x− 0.3)(x− 0.6)

= 3.4299x3 + 0.66798x2 + 2.23132x+ 1

�

Παράδειγµα 5.4.6 Να γραφεί σε µορφή Newton µε προς τα εµπρός διαφορές το πο-
λυώνυµο που παρεµβάλει τα σηµεία της συνάρτησης f(x) = x + sin(x) στα σηµεία
x0 = 0.0, x1 = 0.5, x2 = 1.0, x3 = 1.5 .
Για το παράδειγµά µας έχουµε h = 0.5. Συµπληρώνουµε τον πίνακα προς τα εµπρός
διαφορών:

xi ∆0f(xi) ∆1f(xi) ∆2f(xi) ∆3f(xi)
0.0 0.0

0.97943
0.5 0.97943 −0.11739

0.86204 −0.08863
1.0 1.84147 −0.20602

0.65602
1.5 2.49749

Οπότε το κυβικό πολυώνυµο είναι το

P3(x) = 0.0 +
0.97943

1! · 0.5
(x− 0.0)− 0.11739

2! · 0.52
(x− 0.0)(x− 0.5)−

− 0.08863

3! · 0.53
(x− 0.0)(x− 0.5)(x− 1.0)

= 1.95886x− 0.23478x(x− 0.5)− 0.11739x(x− 0.5)(x− 1.0)

= −0.11739x3 − 0.058695x2 + 2.01755x

�

5.5 Παρεµβολή Hermite

Η κυβική Hermite παρεµβολή µπορεί να εφαρµοστεί όταν εκτός από τις τιµές µίας
συνάρτησης σε κάποια σηµεία και γνωρίζουµε και τις τιµές της παραγώγου της.
΄Οταν γνωρίζουµε τα f (x0) = f0, f ′ (x0) = f ′0, f (x1) = f1, f ′ (x1) = f ′1 µπορούµε να
ορίσουµε το πολυώνυµο τρίτου ϐαθµού

p (x) = c1x
3 + c2x

2 + c3x+ c4
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που να ικανοποιεί τις συνθήκες

p (x0) = f0, p
′ (x0) = f ′0, p (x1) = f1, p

′ (x1) = f ′1.

Από τις συνθήκες αυτές κατασκευάζουµε το ακόλουθο γραµµικό σύστηµα εξισώσεων

c1x
3
0 + c2x

2
0 + c3x0 + c4 = f0

3c1x
2
0 + 2c2x0 + c3 = f ′0

c1x
3
1 + c2x

2
1 + c3x1 + c4 = f1

3c1x
2
1 + 2c2x1 + c3 = f ′1

η λύση του οποίου καθορίζει τα c1, c2, c3, c4. Οµαδοποιώντας ανά Ϲεύγη τα δεδοµένα
µας µπορούµε να υλοποιήσουµε την κατά τµήµατα κυβική Hermite παρεµβολή.

Παράδειγµα 5.5.1 Να ϐρεθεί το κυβικό πολυώνυµο Hermite που παρεµβάλει τα ση-
µεία που δίνονται στον πίνακα:

i xi f(xi) f ′(xi)
0 0 0 0
1 1 1 0

Οι παρεµβολικές συνθήκες ορίζουν το σύστηµα:

c1 · 03 + c2 · 02 + c3 · 0 + c4 = 0

3c1 · 02 + 2c2 · 0 + c3 = 0

c1 · 13 + c2 · 12 + c3 · 1 + c4 = 1

3c1 · 12 + 2c2 · 1 + c3 = 0

Από όπου έχουµε

c4 = 0

c3 = 0

c1 + c2 + c3 + c4 = 1

3c1 + 2c2 + c3 = 0

δηλαδή

c4 = 0

c3 = 0

c1 + c2 = 1

3c1 + 2c2 = 0
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το οποίο έχει λύση:

c1 = −2

c2 = 3

c4 = 0

c3 = 0

∆ηλαδή το πολυώνυµο είναι το

p(x) = −2x3 + 3x2.

Σχήµα 5.6: Κυβική παρεµβολή Hermite στα δεδοµένα του παραδείγµατος.

΄Οταν έχουµε k + 1 σηµεία και στις συνθήκες παρεµβολής λάβουµε υπ΄ όψιν και την
πρώτη παράγωγο της συνάρτησης, προκύπτουν πολυώνυµα παρεµβολής Hermite
ϐαθµού 2k + 1. ΄Ετσι για δεδοµένη συνάρτηση f (x), µπορούµε να κατασκευάσουµε
ένα πολυώνυµο Hermite του οποίου οι τιµές του και οι τιµές της πρώτης του παρα-
γώγου συµφωνούν µε την f (x) και την f ′ (x) αντίστοιχα στα σηµεία x0, x1, ..., xk.
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Το πολυώνυµο Hermite ϐαθµού 2k + 1

PH
2k+1 =

k∑
i=0

f(xi)Hk,i (x) +
k∑
i=0

f
′
(xi)H

∗
k,i (x)

, είναι το µοναδικό πολυώνυµο που πληροί τις συνθήκες :

PH
2k+1 (xi) = f(xi),

d

dx
PH

2k+1 (xi) = f
′
(xi), i = 0, 1, ..., k

Τα πολυώνυµα Hk,i (x) , H∗k,i (x) είναι ϐαθµού k και δίνονται από τις σχέσεις :

Hk,i (x) =
(

1− 2 (x− xi)L
′

k,i (xi)
)
L2
k,i (x) ,

H∗k,i (x) = (x− xi)L2
k,i (x)

όπου Lk,i (x) , i = 0, 1, ..., k πολυώνυµα Lagrange ϐαθµού k.
∆ηλαδή το πολυώνυµο Hermite είναι το

PH
2k+1 =

k∑
i=0

(
f(xi)

(
1− 2 (x− xi)L

′

k,i (xi)
)

+ f
′
(xi) (x− xi)

)
L2
k,i (x)

Παράδειγµα 5.5.2 Να ϐρεθεί το πολυώνυµο παρεµβολής Hermite πέµπτου ϐαθµού
που παρεµβάλει τα σηµεία της συνάρτησης f(x) = e

x
2 στα σηµεία x0 = 0.0, x1 =

0.5, x2 = 1.0.
Για την συγκεκριµένη συνάρτηση ισχύει k = 2 και f ′(x) = e

x
2 /2.

Σύµφωνα µε τα όσα αναφέρουµε παραπάνω Ϲητάµε

PH
3 (x) =

2∑
i=0

(
f(xi)

(
1− 2 (x− xi)L

′

2,i (xi)
)

+ f
′
(xi) (x− xi)

)
L2

2,i (x) =

=
(
f(0.0)

(
1− 2L

′

2,0(0)(x− 0.0)
)

+ f ′(0.0)(x− 0.0)
)
L2

2,0(x) +

+
(
f(0.5)

(
1− 2L

′

2,1(0.5)(x− 0.5)
)

+ f ′(0.5)(x− 0.5)
)
L2

2,1(x) +

+
(
f(1.0)

(
1− 2L

′

2,2(1.0)(x− 1.0)
)

+ f ′(1.0)(x− 1.0)
)
L2

2,2(x) =

=

(
e0
(

1− 2L
′

2,0(0)x)
)

+
e0

2
x

)
L2

2,0(x) +

+

(
e0.25

(
1− 2L

′

2,1(0.5)(x− 0.5)
)

+
e0.25

2
(x− 0.5)

)
L2

2,1(x) +

+

(
e

1
2

(
1− 2L

′

2,2(1.0)(x− 1.0)
)

+
e

1
2

2
(x− 1.0)

)
L2

2,2(x)
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όπου

L2,0(x) =
(x− 0.5)(x− 1)

(0− 0.5)(0− 1)
= 2(x− 0.5)(x− 1), L

′

2,0(x) = 2(2x− 1.5) =⇒ L
′

2,0(0) = 3

L2,1(x) =
(x− 0.0)(x− 1)

(0.5− 0)(0.5− 1.0
= −4x(x− 1), L

′

2,1(x) = −4(2x− 1) =⇒ L
′

2,1(0.5) = 0

L2,2(x) =
(x− 0.0)(x− 0.5)

(1− 0)(1− 0.5)
= 2x(x− 0.5), L

′

2,2(x) = 2(2x− 0.5) =⇒ L
′

2,2(1) = 3

Οπότε το Ϲητούµενο πολυώνυµο, ϐαθµού 5, είναι το

PH
5 (x) = (6.5x+ 1)(2x− 1)2(x− 1)2 + e0.25(0.5x+ 0.75)16x2(x− 1)2 +

+ e0.5(6.5− 5.5x)x2(2x− 1)2

= 0.000335378x5 + 0.00251933x4 + 0.0208733x3 + 0.124993x2 + 0.5x+ 1.

όπου e0.25 ≈ 1.28403 και e0.5 ≈ 1.64872. �

Σχήµα 5.7: Παρεµβολή Hermite 5ου ϐαθµού στα δεδοµένα του παραδείγµατος.
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5.6 Κατά τµήµατα πολυωνυµική παρεµβολή

Στον πίνακα που ακολουθεί εµφανίζονται τα δεδοµένα ενός πειράµατος.

x 4. 4.2 4.5 4.7 5.1 5.5 5.9 6.3 6.8 7.1
y 102.56 113.18 130.11 142.05 167.53 195.14 224.87 256.73 299.50 326.72

Χρησιµοποιήσαµε τις δυνατότητες του Matlab ώστε να υπολογίσουµε το πολυώνυµο
9ου ϐαθµού που τα παρεµβάλει. Το πολυώνυµο είναι το ακόλουθο:

P9(x) = −0.006268x9 + 0.324796x8 − 7.433051x7 + 98.604515x6 −
− 835.586238x5 + 4690.725544x4 − 17443.740595x3 +

+ 41444.153995x2 − 57057.701096x+ 34697.187137

4 4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5
100

150

200

250

300

350

Σχήµα 5.8: Παρεµβολή στα δεδοµένα του 1ου παραδείγµατος

Κάναµε το ίδιο και για τα δεδοµένα:

x 4. 4.2 4.5 4.7 5.1 5.5 5.9 6.3 6.8 7.1
y 102.56 -113.18 -130.11 142.05 167.53 195.14 -224.87 -256.73 299.50 326.72
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Το πολυώνυµο που πήραµε είναι :

P9(x) = 1078.963755x9 − 53037.924001x8 + 1153249.383626x7 −
− 14558120.369197x6 + 117576731.080645x5 − 630025926.617306x4 +

+ 2239807361.885093x3 − 5094241528.909459x2 + 6726117703.494138x−
− 3927940178.392927

4 4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5
−800

−600
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−200
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Σχήµα 5.9: Παρεµβολή στα δεδοµένα του 2ου παραδείγµατος

Εάν ϑέλουµε να σχολιάσουµε τα αποτελέσµατα από τα γραφήµατα παρατηρούµε
ότι τα δεδοµένα στο πρώτο παράδειγµα είναι τέτοια ώστε το πολυώνυµο (που στην
ουσία είναι ϐαθµού πολύ µικρότερου του 9) τα προσεγγίζει οµαλά. Στην δεύτερη
περίπτωση ο ϐαθµός του πολυώνυµου είναι τόσο υψηλός και τα δεδοµένα τέτοια που
σε µερικές περιοχές όπως µετά το 6 το πολυώνυµο δεν προσεγγίζει οµαλά τα δεδοµένα
και ταλαντώνεται µακριά από αυτά.

Στην ουσία το πολυώνυµο χάνει έτσι τη συνοχή των δεδοµένων. Για αυτό το λόγο
εάν έχουµε πολλά δεδοµένα δεν προτιµάµε να τα παρεµβάλουµε όλα µε ένα πολυώ-
νυµο αλλά τα οµαδοποιούµε ανά δύο, τρία ή τέσσερα γειτονικά και Ϲητούµε πολλά
πολυώνυµα µικρότερου ϐαθµού (1ου, 2ου ή 3ου συνήθως) τα οποία προσεγγίζουν
καθένα την κάθε οµάδα δεδοµένων. Η διαδικασία αυτή λέγεται κατά τµήµατα πο-
λυωνυµική παρεµβολή (piecewise polynomial interpolation ή piecewise fitting).
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Για την οµαλή παρεµβολή των δεδοµένων συνήθως επιβάλλονται επιπλέον παρεµβο-
λικές συνθήκες.

Το πλέον γνωστό και ικανό τµηµατικό παρεµβολικό πολυώνυµο, το οποίο σε κάθε
υποδιάστηµα χρησιµοποιεί πολυώνυµα τρίτου ϐαθµού, ονοµάζεται κυβική συνάρ-
τηση spline. Σε αυτό το πολυώνυµο δεν περιοριζόµαστε µόνο στις παρεµβολικές
συνθήκες αλλά Ϲητάµε τα διαδοχικά πολυώνυµα να έχουν την ίδια τιµή στο κοινό
τους άκρο αλλά και την ίδια πρώτη και δεύτερη παράγωγο. ∆ηλαδή, η συνάρτηση
spline, η οποία συµβολίζεται συνήθως µε S, επιλέγεται έτσι ώστε να είναι συνεχής
και να έχει συνεχείς πρώτες και δεύτερες παραγώγους στα κοµβικά σηµεία.

Είναι γνωστό ότι κάθε κυβικό πολυώνυµο ορίζεται από τέσσερις συντελεστές και
εποµένως απαιτούνται ανάλογες συνθήκες για την κατασκευή τους. Ο παρακάτω
ορισµός καταγράφει αυτές τις συνθήκες.
΄Εστω η f | [α , β] και το σύνολο των σηµείων α = x 0 < x 1 < x 2 < . . . < xn = β.
Η καµπύλη spline τρίτου ϐαθµού S, που παρεµβάλει την f (x) είναι µία συνάρτηση
η οποία ικανοποιεί τις συνθήκες :
Η συνάρτηση S είναι ένα κυβικό πολυώνυµο, στο υποδιάστηµα [x i , x i+ 1] και συµ-
ϐολίζεται µε S i, για κάθε i = 0 , 1 , . . . , n − 1

� S (x i) = f (x i) , i = 0 , 1 , . . . , n

� S i+ 1 (x i+ 1) = S i (x i+ 1) , i = 0 , 1 , . . ., n − 2

� S
′
i+ 1 (x i+ 1) = S

′
i (x i+ 1) , i = 0 , 1 , . . ., n − 2

� S
′′
i+ 1 (x i+ 1) = S

′′
i (x i+ 1) , i = 0 , 1 , . . ., n − 2

στα άκρα του διαστήµατος [α , β] ισχύει µία από τις επόµενες συνοριακές συνθήκες :

(α) S
′′

(x 0) = S
′′

(xn) = 0

(ϐ) S
′

(x 0) = f
′

(x 0) και S
′

(xn) = f
′

(xn).

΄Οταν ισχύουν οι συνοριακές συνθήκες (α), η κυβική spline ονοµάζεται ϕυσική
spline.
Για να κατασκευάσουµε την παρεµβολική κυβική spline για µία συνάρτηση f (x),
εφαρµόζουµε τις συνθήκες του ορισµού της στο κυβικό πολυώνυµο της µορφής:

S i (x) = a i + b i (x − x i ) + c i (x − x i )
2 + d i (x − x i )

3 , i = 0 , 1 , . . . , n − 1,

οπότε προκύπτουν αντίστοιχες εξισώσεις ο κατάλληλος συνδυασµός των οποίων µας
επιτρέπει να υπολογίσουµε τους συντελεστές του παρεµβολικού πολυωνύµου.
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5.7 Λυµένες Ασκήσεις

΄Ασκηση 5.7.1 ∆ίνεται ο πίνακας τιµών µίας συνάρτησης :

i 0 1 2
xi 2 2.5 4
fi 0.5 0.4 0.25

Βρείτε το µοναδικό πολυώνυµο Lagrange 2oυ το πολύ ϐαθµού που τα παρεµβάλει
και προβλέψτε την τιµή στο x = 3.

Λύση
Κατασκευάζουµε τους συντελεστές του Lagrange,

L0(x) =
(x− 2.5) · (x− 4)

(2− 2.5) · (2− 4)
, L1(x) =

(x− 2) · (x− 4)

(2.5− 2) · (2.5− 4)
, L2(x) =

(x− 2) · (x− 2.5)

(4− 2) · (4− 2.5)

Από όπου έχουµε
L0(x) = x2 − 6.5x+ 10,
L1(x) = −4(x2 − 6x+ 8)/3 = (−4x2 + 24x− 32)/3,
L2(x) = (x2 − 4.5x+ 5)/3.
Οπότε,

P2(x) = 0.5 · L0(x) + 0.4 · L1(x) + 0.25 · L2(x)

= 0.5 · (3x2 − 19.5x+ 30)/3 + 0.4 · (−4x2 + 24x− 32)/3

+ 0.25 · (x2 − 4.5x+ 5)/3

= (0.15x2 − 1.275x+ 3.45)/3

= 0.05x2 − 0.425x+ 1.15.

Η πρόβλεψη για την τιµή στο x = 3 είναι το P2(3) = 0.3250.

΄Ασκηση 5.7.2 ∆ίνεται ο πίνακας τιµών µίας συνάρτησης :

i 0 1 2
xi 1 2 4
fi 1 3 13

Βρείτε το µοναδικό πολυώνυµο Lagrange 2oυ το πολύ ϐαθµού που τα παρεµβάλει και
προβλέψτε την τιµή στο x = 3.
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Λύση
Κατασκευάζουµε τους συντελεστές του Lagrange,

L0(x) =
(x− 2) · (x− 4)

(1− 2) · (1− 4)
, L1(x) =

(x− 1) · (x− 4)

(2− 1) · (2− 4)
, L2(x) =

(x− 1) · (x− 2)

(4− 1) · (4− 2)

Από όπου έχουµε
L0(x) = 1

3
(x2 − 6x+ 8),

L1(x) = −1
2
(x2 − 5x+ 4),

L2(x) = 1
6
(x2 − 3x+ 2).

Οπότε,

P2(x) = 1 · L0(x) + 3 · L1(x) + 13 · L2(x) =

= 1 · 1

3
(x2 − 6x+ 8) + 3 · −1

2
(x2 − 5x+ 4) + 13 · 1

6
(x2 − 3x+ 2) =

= x2 − x+ 1.

Η πρόβλεψη για την τιµή στο x = 3 είναι το P2(3) = 7.

΄Ασκηση 5.7.3 Να γραφεί σε µορφή Newton µε διηρηµένες διαφορές το πολυώνυµο
που παρεµβάλει τα σηµεία της συνάρτησης που δίνονται στον ακόλουθο πίνακα:

i xi f(xi)
0 −1 2
1 0 1
2 1 2
3 2 −7
4 3 10

Λύση
Συµπληρώνουµε τον πίνακα των διηρηµένων διαφορών:

i xi f [xi] f [xi, xi+1] f [xi, xi+1, xi+2] f [xi, xi+1, xi+2, xi+3] f [xi, xi+1, xi+2, xi+3, xi+4]
0 −1 2

(1− 2)/(0− (−1))=−1
1 0 1 (1− (−1))/(1− (−1)) =1

(2− 1)/(1− 0) = 1 (−5− 1)/(2 + 1) =−2
2 1 2 (−9− 1)/(2− 0) = −5 (6− (−2))/(3− (−1)) =2

(−7− 2)/(2− 1) = −9 (13− (−5))/(3− 0) = 6
3 2 −7 (17− (−9))/(3− 1) = 13

(10− (−7))/(3− 2) = 17
4 3 10

Οπότε το παρεµβολικό πολυώυµο τετάρτου ϐαθµού είναι το

P4(x) = 2− (x+ 1) + (x+ 1)x− 2(x+ 1)x(x− 1) + 2(x+ 1)x(x− 1)(x− 2)

= 2x4 − 6x3 − x2 + 6x+ 1.
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΄Ασκηση 5.7.4 Να γραφεί σε µορφή Newton µε προς τα εµπρός διαφορές το πολυώ-
νυµο που παρεµβάλει τα σηµεία της συνάρτησης που δίνονται στον ακόλουθο πίνακα:

i xi f(xi)
0 −1 2
1 0 1
2 1 2
3 2 −7
4 3 10

Λύση
Τα σηµεία είναι ισαπέχοντα µε h = 1 οπότε µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τον τύπο
µε τις προς τα εµπρός διαφορές. Συµπληρώνουµε τον πίνακα των προς τα εµπρός
διαφορών:

i xi ∆0f(xi) ∆1f(xi) ∆2f(xi) ∆3f(xi) ∆4f(xi)
0 −1 2

(1− 2)=−1
1 0 1 (1− (−1)) =2

(2− 1) = 1 (−10− 2) =−12
2 1 2 (−9− 1) = −10 36− (−12) =48

(−7− 2) = −9 (26− (−10)) = 36
3 2 −7 (17− (−9)) = 26

(10− (−7)) = 17
4 3 10

Οπότε το παρεµβολικό πολυώυµο τετάρτου ϐαθµού είναι το

P4(x) = 2 +
−1

1! · 11
(x+ 1) +

2

2! · 12
(x+ 1)x+

−12

3! · 13
(x+ 1)x(x− 1)

+
48

4! · 14
(x+ 1)x(x− 1)(x− 2)

= 2− (x+ 1) + (x+ 1)x− 2(x+ 1)x(x− 1) + 2(x+ 1)x(x− 1)(x− 2)

= 2x4 − 6x3 − x2 + 6x+ 1.

΄Ασκηση 5.7.5 Να γραφεί σε µορφή Newton µε προς τα εµπρός διαφορές το πολυώνυ-
µο που παρεµβάλει τα τρία πρώτα σηµεία της συνάρτησης που δίνονται στον ακόλουθο
πίνακα:

i 0 1 2 3
xi 1 2 3 4
fi 1 3 7 13

Στη συνέχεια να γραφεί το πολυώνυµο που τα παρεµβάλει όλα.
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Λύση
Τα σηµεία είναι ισαπέχοντα µε h = 1 οπότε µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τον τύπο
µε τις προς τα εµπρός διαφορές. Συµπληρώνουµε τον πίνακα των προς τα εµπρός
διαφορών:

i xi ∆0f(xi) ∆1f(xi) ∆2f(xi) ∆3f(xi)
0 1 1

(3− 1)=2
1 2 3 (4− 2) =2

(7− 3) = 4 (2− 2) =0
2 3 7 (6− 4) = 2

(13− 7) = 6
3 4 13

Οπότε το παρεµβολικό πολυώνυµο δευτέρου ϐαθµού που παρεµβάλει τα 3 πρώτα
σηµεία είναι το

P2(x) = 1 +
2

1! · 11
(x− 1) +

2

2! · 12
(x− 1)(x− 2)

= x2 − x+ 1.

΄Οπως ϐλέπουµε, επειδή τα 4 σηµεία ϐρίσκονται πάνω στην ίδια καµπύλη δευτέρου
ϐαθµού ίδιο είναι και το πολυώνυµο που τα παρεµβάλει όλα.

P3(x) = 1 +
2

1! · 11
(x− 1) +

2

2! · 12
(x− 1)(x− 2) +

0

3! · 13
(x− 1)(x− 2)(x− 3)

= x2 − x+ 1.

5.8 Ερωτήσεις

Ερώτηση 5.8.1 Ποια γενική ιδέα µας παρέχει το ϑεώρηµα προσέγγισης του Weier-
strass;

Ερώτηση 5.8.2 Ποιο είναι το κύριο χαρακτηριστικό της προσέγγισης µε πολυώνυµο
Taylor;

Ερώτηση 5.8.3 Ποια είναι η σχέση που ικανοποιούν τα ϐασικά πολυώνυµα Lagrange
ώστε να εξασφαλίζεται η ισχύ των παρεµβολικών συνθηκών;

Ερώτηση 5.8.4 Ποιο χαρακτηριστικό ϑα µας οδηγήσει στο να επιλέξουµε να υπο-
λογίσουµε ένα παρεµβολικό πολυώνυµο µε τη µέθοδο παρεµβολής Newton αντί της
µεθόδου παρεµβολής Lagrange;
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Ερώτηση 5.8.5 Πότε µπορούµε να υπολογίσουµε το πολυώνυµο παρεµβολής Newton
µε πεπερασµένες διαφορές;

Ερώτηση 5.8.6 Τι είναι η κατά τµήµατα πολυωνυµική παρεµβολή και γιατί επιλέγου-
µε να την εφαρµόσουµε;

Ερώτηση 5.8.7 Τι υλοποιεί η παρεµβολή Hermite;

Ερώτηση 5.8.8 Τι εξασφαλίζει η παρεµβολή µε κυβικά πολυώνυµα spline;
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Κεφάλαιο 6

Αριθµητική ∆ιαφόριση και
Ολοκλήρωση

Στο κεφάλαιο αυτό ϑα ασχοληθούµε µε τις µεθόδους της Αριθµητικής Ανάλυσης µε
τις οποίες µπορούµε να προσεγγίσουµε παραγώγους και ολοκληρώµατα. Η παρα-
γώγιση και η ολοκλήρωση αποτελούν ϐασικές πράξεις του διαφορικού λογισµού και
συναντώνται πολλές εφαρµογές των µαθηµατικών στην τεχνολογία και την επιστήµης.

Ο αναλυτικός (ακριβής) υπολογισµός της παραγώγου µιας συνάρτησης f(x) εί-
ναι σχετικά εύκολος και άµεσος µε την εφαρµογή κανόνων παραγώγισης. ΄Αλλωστε
τα σύγχρονα µαθηµατικά περιβάλλοντα (π.χ. Matlab, Mathematica) δίνουν την δυ-
νατότητα να υπολογίσουµε µε ακριβείς (συµβολικές) πράξεις τις παραγώγους µιας
συνάρτησης. Ωστόσο, ο υπολογισµός της παραγώγου σε κάποιο σηµείο µπορεί να
αποτελεί µέρος µίας άλλης προσεγγιστικής διαδικασίας. Συνήθως, σε τέτοιες περι-
πτώσεις, ενσωµατώνουµε στην προσεγγιστική µέθοδο προσεγγίσεις της παραγώγου.

Σε αντίθεση µε ότι συµβαίνει µε τις παραγώγους, ο αναλυτικός υπολογισµός του
ολοκληρώµατος µίας συνάρτησης µπορεί να είναι πολύ δύσκολος ή και ακόµη α-
δύνατος. Το γεγονός αυτό οδήγησε στην µελέτη και ανάπτυξη πολλών αριθµητικών
διαδικασιών για τον υπολογισµό της τιµής ενός ορισµένου ολοκληρώµατος. Σε πολ-
λές περιπτώσεις οι προσεγγιστικές µέθοδοι δουλεύουν καλά επειδή η ολοκλήρωση
είναι µία οµαλή διαδικασία και τα σφάλµατα της προσέγγισης συνήθως αλληλοαναι-
ϱούνται χωρίς αυτό να σηµαίνει ότι δεν παρουσιάζονται διάφορες δυσκολίες.

6.1 Αριθµητική προσέγγιση παραγώγων

Η προσέγγιση των παραγώγων διαφόρων τάξεων µίας συνάρτησης σε κάποιο σηµείο
γίνεται µε τη χρήση των τιµών της συνάρτησης στο ίδιο και σε γειτονικά σηµεία. ΄Εστω
ότι έχουµε µία συνάρτηση f ∈ C [α , β] και ότι δίνονται οι τιµές f (x i) = f i , i =
0 , 1 , 2 , . . . , k αυτής σε k + 1 διαφορετικά µεταξύ τους σηµεία του [α , β]. ΄Εστω
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ακόµη ότι και οι παράγωγοι υψηλότερης τάξης της στο διάστηµα αυτό υπάρχουν
και ότι είναι συνεχείς. Θεωρούµε επίσης, ότι η διαµέριση αυτή έχει σταθερό πλάτος
h = xi+1 − xi.

. . . . .
x0 x1 x2 xk−1 xk

� -

. .
xi xi+1

h = β−α
k

Σχήµα 6.1: ∆ιαµέριση k ίσου µήκους διαστηµάτων [α , β].

Το ανάπτυγµα Taylor 1ης τάξης µε κέντρο ένα σηµείο xi της διαµέρισης ισούται µε

f(x) = f(xi) +
f
′
(xi)

1!
(x− xi) +

f
′′
(ξ)

2!
(x− xi)2 .

Αποκόπτοντας τον όρο του σφάλµατος έχουµε την προσέγγιση

f(x) ≈ f(xi) +
f
′
(xi)

1!
(x− xi)

αντικαθιστώντας όπου x το xi+1 και λύνοντας ως προς f ′(xi) έχουµε την προς τα
εµπρός προσέγγιση της 1ης παραγώγου από τον τύπο:

f ′(xi) ≈
f(xi+1)− f(xi)

h
.

Το απόλυτο σφάλµα της προσέγγισης είναι

E = |f ′(xi)−
f(xi+1)− f(xi)

h
| = h

2
f
′′
(ξ)

όπου ξ ∈ (xi, xi+1). Εφόσον η δεύτερη παράγωγος σε αυτό το διάστηµα είναι απόλυτα
ϕραγµένη τότε και το σφάλµα της προσέγγισης ϕράσσεται. Στην περίπτωση αυτή λέµε
ότι το σφάλµα έχει τάξη O(h).
Γενικά, µπορούµε να δώσουµε τον παρακάτω ορισµό.

Ορισµός 6.1.1 Το σφάλµα µίας προσέγγισης E(h) λέµε ότι έχει τάξη σφάλµατος hp,
και συµβολίζουµε µε O(hp) όταν υπάρχει ϑετικός αριθµός K τέτοιος ώστε :

E(h) ≤ Khp.

�
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Εάν αντίστοιχα, αντικαταστήσουµε όπου x το xi+1 και λύσουµε ως προς f ′(xi)
έχουµε την προς τα πίσω προσέγγιση της 1ης παραγώγου από τον τύπο:

f ′(xi) ≈
f(xi)− f(xi−1)

h
.

Για να παράξουµε τύπους παραγώγισης γενικά, χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 5.3.3
γράφουµε τη συνάρτηση ως :

f(x) =
k∑
j=0

f(xj) · Lj(x) +
(x− x0) · · · (x− xk)

(k + 1)!
f (k+1)(ξ(x))

όπου Lj(x) τα πολυώνυµα Lagrange.
Παραγωγίζοντας µία (ή και περισσότερες ϕορές) έχουµε µία έκφραση της πρώτης
παραγώγου (αλλά και ανώτερων αντίστοιχα) της συνάρτησης. ∆ηλαδή,

f ′(x) =
k∑
j=0

f(xj) · L′j(x) +Dx[
(x− x0) · · · (x− xk)

(k + 1)!
]f (k+1)(ξ(x))]

+
(x− x0) · · · (x− xk)

(k + 1)!
Dx[f

(k+1)(ξ(x))]

ϑέτοντας x = xi ο τελευταίος όρος µηδενίζεται και ο τύπος γίνεται :

f ′(xi) =
k∑
j=0

f(xj) · L′j(xi) +
f (k+1)(ξ(xi))

(k + 1)!

k∏
m=0,m6=i

(xi − xk).

Ο τύπος αυτός ονοµάζεται τύπος k+ 1-σηµείων για την προσέγγιση της παραγώ-
γου f ′(xi).
Αν ϑεωρήσουµε το πολυώνυµο που παρεµβάλει τα σηµεία xi−1, xi, xi+1 έχουµε

P2(x) = Li−1(x)f(xi−1) + Li(x)f(xi) + Li+1(x)f(xi+1)

όπου

Li−1(x) =
(x− xi) · (x− xi+1)

(xi−1 − xi) · (xi−1 − xi+1)
,

Li(x) =
(x− xi−1) · (x− xi+1)

(xi − xi−1) · (xi − xi+1)
,

Li+1(x) =
(x− xi−1) · (x− xi+1)

(xi+1 − xi−1) · (xi+1 − xi)
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Εάν παραγωγίσουµε λαµβάνουµε

L′i−1(x) =
(2x− xi − xi+1)

(xi−1 − xi) · (xi−1 − xi+1)
,

L′i(x) =
(2x− xi−1 − xi+1)

(xi − xi−1) · (xi − xi+1)
,

L′i−1(x) =
(2x− xi−1 − xi)

(xi+1 − xi−1) · (xi+1 − xi)
.

Εάν τώρα ϑέσουµε όπου x = xi και xi = xi−1 + h, xi+1 = xi−1 + 2h τελικά έχουµε

L′i−1(xi) =
(2xi − xi − xi+1)

(xi−1 − xi) · (xi−1 − xi+1)
= − 1

2h
,

L′i(xi) =
(2xi − xi−1 − xi+1)

(xi − xi−1) · (xi − xi+1)
= 0,

L′i+1(xi) =
(2xi − xi−1 − xi)

(xi+1 − xi−1) · (xi+1 − xi)
=

1

2h
.

και καταλήγουµε στον τύπο προσέγγισης της τριών σηµείων (κεντρικών διαφορών)
της πρώτης παραγώγου

f ′(xi) ≈ P ′2(xi) = L′i−1(xi)f(xi−1) + L′i(xi)f(xi) + L′i+1(x)f(xi+1)

= − 1

2h
f(xi−1) +

1

2h
f(xi+1)

ή πιο απλά

f
′
(xi) ≈

f(xi+1)− f(xi−1)

2h

Ανάλογα, παραγωγίζοντας περισσότερες ϕορές έχουµε τύπους προσέγγισης παραγώ-
γου 2ης τάξης, όπως ο ακόλουθος 3 σηµείων

f
′′

(xi) ≈
f(xi+1)− 2f(xi) + f(xi−1)

h2

αλλά και άλλοι ανώτερης τάξης.
Στον Πίνακα 6.1 συνοψίζονται οι συντελεστές των τύπων προσέγγισης από πρώτη

ως τέταρτη παράγωγο. Παρατηρούµε, ότι οι προσεγγίσεις παραγώγων ίδιας τάξης
που εµπλέκουν περισσότερα σηµεία έχουν µεγαλύτερη τάξη σφάλµατος, δηλαδή α-
ποτελούν καλύτερες προσεγγίσεις. Επειδή το σφάλµα εξαρτάται από το πλάτος της
διαµέρισης h, όσο πιο µικρό είναι αυτό τόσο καλύτερες προσεγγίσεις έχουµε.
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f(xi−3) f(xi−2) f(xi−1) f(xi) f(xi+1) f(xi+2) f(xi+3) τ α̇ξη σϕα̇λµ.

2hf
′
(xi) 0 0 −1 0 1 0 0 h2

h2f
′′

(xi) 0 0 1 −2 1 0 0 h2

2h3f (3) (xi) 0 −1 2 0 −2 1 0 h2

h4f (4) (xi) 0 1 −4 6 −4 1 0 h2

12hf
′
(xi) 0 1 −8 0 8 −1 0 h4

12h2f
′′

(xi) 0 −1 16 −30 16 −1 0 h4

8h3f (3) (xi) 1 −8 13 0 −13 8 −1 h4

6h4f (4) (xi) −1 12 −39 56 −39 12 −1 h4

Πίνακας 6.1: Συντελεστές των τύπων υπολογισµού παραγώγων.

Παράδειγµα 6.1.1 Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = xex και τον ακόλουθο πίνακα
τιµών της :

i 0 1 2 3 4
xi 1.8 1.9 2 2.1 2.2
fi 10.889365 12.703199 14.778112 17.148957 19.855030

η παράγωγος της συνάρτησης ισούται µε f ′(x) = (x+ 1)ex η οποία στο σηµείο 2 ισούται
µε f ′(2) = 22.167168.
Η προσέγγιση της τιµής της παραγώγου µε τον τύπο της προς τα εµπρός διαφοράς είναι

f ′(2) ≈ f(2.1)− f(2)

0.1
=

17.148957− 14.778112

0.1
= 23.708370

και το απόλυτο σφάλµα 1.541201.
Για τον αντίστοιχο τύπο τριών σηµείων έχουµε

f
′
(2) ≈ f(2.1)− f(1.9)

2 · 0.1
=

17.148957− 12.703199

0.2
= 22.22879

µε απόλυτο σφάλµα 0.061622.
Τέλος, για τον τύπο των πέντε σηµείων που υπάρχει στον πίνακα έχουµε

f
′
(2) ≈ −f(2.2) + 8f(2.1) + 0f(2)− 8f(1.9) + f(1.8)

12 · 0.1
= 22.166999

µε απόλυτο σφάλµα 1.69× 10−4. �
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6.2 Αριθµητική Ολοκλήρωση

΄Εστω ότι έχουµε µία συνάρτηση f ∈ Ck+1 [α, β] και ϑέλουµε να υπολογίσουµε το
ολοκλήρωµα ∫ β

α

f (x) dx.

Η ϐασικές µέθοδοι αριθµητικής ολοκλήρωσης προσεγγίζουν το ολοκλήρωµα αυτό µε
το ακόλουθο άθροισµα ∫ β

α

f (x) dx ≈
k∑
i=0

cifi(xi)

όπου χρησιµοποιούµε τις τιµές f (x i) = f i , i = 0 , 1 , 2 , . . . , k την προς ολοκλή-
ϱωση συνάρτησης σε k + 1 σηµεία του [a , β].
Είναι γνωστό ότι ισχύει :

f (x) = Pk (x) + Ek (x)

όπου Pk (x) είναι το πολυώνυµο παρεµβολής ϐαθµού k ορισµένο στα σηµεία x0, x1, ..., xk
του διαστήµατος [α, β] και Ek (x) το σφάλµα της παρεµβολής. Στο σηµείο αυτό ϑεω-
ϱούµε ότι το Pk (x) είναι ένα πολυώνυµο παρεµβολής τύπου Lagrange οπότε :

f (x) =
k∑
i=0

Li (x) f(xi) +
f (k+1) (ξ (x))

(k + 1) !
·

k∏
i=0

(x− xi) .

΄Οταν ολοκληρώσουµε τα µέλη της προηγούµενης σχέσης στο [α, β] οπότε προκύπτει
η γενική σχέση: ∫ β

α

f (x) dx =
k∑
i=0

cif(xi) + E (f)

όπου

ci =

∫ β

α

Li (x) dx,E (f) =

∫ β

α

f (k+1) (ξ (x))

(k + 1) !
·

k∏
i=0

(x− xi) dx.

6.2.1 Τύποι Newton Cotes

Ο πιο απλός τύπος αριθµητικής ολοκλήρωσης είναι ο κανόνας του Τραπεζίου:∫ x1

x0

f (x) dx =
h

2
(f(x0) + f(x1))− h3

12
f
′′

(ξ) , ξ ∈ (x0, x1) .

Ο τύπος αυτός προκύπτει όταν k = 1 και εµπλέκει δύο σηµεία (τα άκρα) του δια-
στήµατος ολοκλήρωσης. Στην περίπτωση αυτή x0 = α και x1 = β και h = β − α.
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Σχήµα 6.2: Κανόνας τραπεζίου

Στο Σχήµα 6.2 ϐλέπουµε την προσέγγιση του ολοκληρώµατος µε τον κανόνα του
Τραπεζίου.

Επίσης εύκολα µπορούµε να καταλήξουµε στον κανόνα αριθµητικής ολοκλήρω-
σης του Simpson:∫ x2

x0

f (x) dx =
h

3
(f(x0) + 4f(x1) + f(x2))− h5

90
f (4) (ξ) , ξ ∈ (x0, x2) .

Ο τύπος αυτός προκύπτει όταν k = 2 και εµπλέκει τρία σηµεία του διαστήµατος
ολοκλήρωσης, τα άκρα και το µέσο του διαστήµατος. Στην περίπτωση αυτή x0 =
α, x1 = α+β

2
, x2 = β και το h = β−α

2
. Στο Σχήµα 6.3 ϐλέπουµε την προσέγγιση του

ολοκληρώµατος µε τον κανόνα του Simpson .

Ορισµός 6.2.1 Ως ϐαθµός ακρίβειας ή ακρίβεια µίας αριθµητικής µεθόδου ολοκλή-
ϱωσης ορίζεται ως ο µεγαλύτερος ϑετικός ακέραιος p για τον οποίο ο τύπος ολοκλήρω-
σης είναι ακριβής για τα πολυώνυµα xk όπου k = 0, 1, . . . , p.

Ο τύπος του τραπεζίου έχει ϐαθµό ακρίβειας ένα ενώ ο τύπος του Simpson τρία.
∆ηλαδή, ο τύπος του τραπεζίου ολοκληρώνει ακριβώς κάθε πολυωνυµική συνάρτηση
πρώτου ϐαθµού, ενώ ο τύπος του Simpson ολοκληρώνει ακριβώς κάθε πολυωνυµική
συνάρτηση τρίτου ϐαθµού.
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Σχήµα 6.3: Κανόνας Simpson

Για k > 2 µπορούµε να υπολογίσουµε και άλλους τύπους της οικογένειας των
κλειστών τύπων Newton Cotes, τρεις από τους πιο δηµοφιλείς είναι οι ακόλουθοι :

∫ x3

x0

f (x) dx =
3h

8
(f(x0) + 3f(x1) + 3f(x2) + f(x3))

− 3h5

80
f (4) (ξ) , ξ ∈ (x0, x3)∫ x 4

x 0

f (x) dx =
2h

45
(7f(x0) + 32f(x1) + 12f(x2) + 32f(x3) + 7f(x4))

− 8h7

945
f (6) (ξ) , ξ ∈ (x0, x4)∫ x5

x0

f (x) dx =
5h

288
(19f(x0) + 75f(x1) + 50f(x2) + 502f(x3) + 75f(x4) + 19f(x5))

− 275h7

12096
f (6) (ξ) , ξ ∈ (x0, x5)

Από τους παραπάνω, ο πρώτος τύπος που χρησιµοποιεί 4 σηµεία είναι γνωστός
και ως κανόνας ολοκλήρωσης του Simpson 3/8, έχει και αυτός ϐαθµό ακρίβειας τρία.
Για τον όρο του σφάλµατος των τύπων Newton Cotes ισχύουν τα ακόλουθα:
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΄Οταν k = 2ρ + 1, f ∈ Ck+1 [α, β], αποδεικνύεται ότι υπάρχει σηµείο ξ ∈ [α, β]
έτσι ώστε :

E (f) =
f (k+1) (ξ)

(k + 2)!

∫ β

α

k∏
i=0

(x− xi) dx.

Ενώ, όταν k = 2ρ, f ∈ Ck+2 [α, β], τότε αποδεικνύεται ότι υπάρχει ξ ∈ [α, β] έτσι
ώστε :

E (f) =
f (k+2) (ξ)

(k + 2)!

∫ β

α

x
k∏
i=0

(x− xi) dx.

΄Οταν το k είναι άρτιος, ο ϐαθµός ακρίβειας ενός κλειστού τύπου Newton Cotes είναι
k + 1 ενώ όταν είναι περιττός ο ϐαθµός ακρίβειας είναι k.

Παράδειγµα 6.2.1 Ο κανόνας του τραπεζίου για το ολοκλήρωµα µιας συνάρτησης
f(x) στο διάστηµα [0, 2] είναι∫ 2

0

f(x)dx ≈ 2

2
(f(0) + f(2)) = f(0) + f(2)

ενώ ο κανόνας του Simpson για το ίδιο ολοκλήρωµα είναι∫ 2

0

f(x)dx ≈ 1

3
[f(0) + 4f(1) + f(2)],

ενώ ο κανόνας του Simpson 3/8 για το ίδιο ολοκλήρωµα είναι∫ 2

0

f(x)dx ≈ 3

8
· 2

3
[f(0) + 3f(

2

3
) + 3f(

4

3
) + f(2)].

Εάν εφαρµόσουµε τους τρεις αυτούς τύπους σε κάποιες στοιχειώδεις συναρτήσεις των
οποίων την ακριβή τιµή του ολοκληρώµατος γνωρίζουµε λαµβάνουµε τα παρακάτω
αποτελέσµατα :

f(x) x x2 x3 x4 1
(x+1)

√
1 + x2 sin(x) ex

Ακριβής τιµή 2 2.667 4 6.400 1.099 2.958 1.416 6.389
Τραπέζιο 2 4.000 8 16.000 1.333 3.326 0.909 8.389
Simpson 2 2.667 4 6.667 1.111 2.964 1.425 6.421

Simpson 3/8 2 2.667 4 6.519 1.105 2.960 1.420 6.403

Παρατηρούµε ϕυσικά, ότι οι κανόνες του Simpson είναι ακριβείς για πολυώνυµα τρίτου
ϐαθµού και υπερέχουν του κανόνα του Τραπεζίου ο οποίος είναι ακριβής µόνο για
το γραµµικό πολυώνυµο. Ο κανόνας του Simpson 3/8 έχει µικρότερο σφάλµα από
τον κανόνα του Simpson, ενώ έχουν οι όροι του σφάλµατός τους έχουν την ίδια τάξη
(δύναµη που υψώνεται το ϐήµα h). Ωστόσο στον πρώτο έχουµε ένα σηµείο παραπάνω
στη διαµέριση του διαστήµατος ολοκλήρωσης, οπότε και µικρότερο ϐήµα h το οποίο
είναι µικρότερο της µονάδας.

�
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6.2.2 Σύνθετοι τύποι ολοκλήρωσης

Από κάθε απλό τύπο ολοκλήρωσης Newton Cotes µπορούµε να ϕτιάξουµε έναν σύν-
ϑετο. Για παράδειγµα εάν διαµερίσουµε το διάστηµα [α, β] σε k υποδιαστήµατα
και εφαρµόσουµε σε καθένα από αυτά τον κανόνα του Τραπεζίου οδηγούµαστε στον
σύνθετο τύπο του Τραπεζίου∫ β

α

f (x) dx =
h

2

{
f(x0) + 2

k−1∑
i=1

f(xi) + f(xk)

}
− h3

12
·

k∑
i=1

f
′′

(ξi) , ξi ∈ (xi−1, xi)

Αποδεικνύεται ότι για τον όρο του σφάλµατος ισχύει η σχέση:

Ek = −h
3

12
·

k∑
i=1

f
′′

(ξi) , ξi ∈ (xi−1, xi) = −h
2

12
· (β − α) · f ′′ (ξ)

Σχήµα 6.4: Σύνθετος κανόνας τραπεζίου

Στο Σχήµα 6.4 ϐλέπουµε γραφικά την προσέγγιση του ολοκληρώµατος µε τον σύνθετο
τύπο του Τραπεζίου.

Παράδειγµα 6.2.2 Είχαµε δει στο παράδειγµα 6.2.1 ότι ο κανόνας του τραπεζίου
(k = 1) για το ολοκλήρωµα της συνάρτησης f(x) = ex στο διάστηµα [0, 2] είναι∫ 2

0

f(x)dx ≈ 2

2
(f(0) + f(2)) = e0 + e2 = 8.389056
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ενώ η ακριβής τιµή του ολοκληρώµατος είναι 6.389056. Θεωρώντας k = 2 (δηλαδή
h = 1) και εφαρµόζοντας τον σύνθετο τύπο του τραπεζίου έχουµε∫ 2

0

f(x)dx ≈ 1

2
(f(0) + 2f(1) + f(2)) =

1

2
(e0 + 2e+ e2) = 6.912809.

Για k = 4 (δηλαδή h = 0.5) και εφαρµόζοντας τον σύνθετο τύπο του τραπεζίου έχουµε∫ 2

0

f(x)dx ≈ 0.5

2
(f(0) + 2f(0.5) + 2f(1) + 2f(1.5) + f(2))

=
0.5

2
(e0 + 2e0.5 + 2e+ 2e1.5 + e2) = 6.521610.

Για k = 8 (δηλαδή h = 0.25) έχουµε∫ 2

0

f(x)dx ≈ 0.25

2
(f(0) + 2

7∑
i=1

f(0.25 ∗ i) + f(2))

=
0.25

2
(e0 + 2

7∑
i=1

e0.25∗i + e2) = 6.422297.

Τέλος, για k = 16 (δηλαδή h = 0.125) έχουµε

∫ 2

0

f(x)dx ≈ 0.125

2
(f(0) + 2

15∑
i=1

f(0.125 ∗ i) + f(2))

=
0.125

2
(e0 + 2

15∑
i=1

e0.125∗i + e2) = 6.397373.

Είναι, ϕανερό ότι όσο το k µεγαλώνει τόσο το σφάλµα της προσέγγισης µικραίνει.
�

Ανάλογα όταν το k είναι άρτιος µπορούµε να εφαρµόσουµε τον κανόνα του Simpson
σε k/2 διαδοχικά διαστήµατα και να οδηγηθούµε στον σύνθετο τύπο του Simpson:

∫ β

α

f (x) dx =
h

3
[f(x0) + 4 (f(x1) + f(x3) + ...+ f(xk−1))

+ 2 (f(x2) + f(x4) + ...+ f(xk−2)) + f(xk)]−
h5

90

k/2∑
i=1

f (4) (ξi)
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=
h

3

f(x0) + 2

(k/2)−1∑
i=1

f(x2i) + 4

k/2∑
i=1

f(x2i−1) + f(xk)


− h5

90

k/2∑
i=1

f (4) (ξj) , ξi ∈ (xi−1, xi)

Αποδεικνύεται οµοίως ότι για τον όρο του σφάλµατος ισχύει η σχέση:

Ek = −h
5

90

k/2∑
i=1

f (4) (ξj) , ξi ∈ (xi−1, xi) = −(β − α)h4f (4) (ξ)
/

180

Σχήµα 6.5: Σύνθετος κανόνας Simpson

Στο Σχήµα 6.3 ϐλέπουµε την προσέγγιση του ολοκληρώµατος µε τον κανόνα του
Simpson.

Παράδειγµα 6.2.3 Είχαµε δει στο παράδειγµα 6.2.1 ότι ο κανόνας του Simpson (k =
2, h = 1) για το ολοκλήρωµα της συνάρτησης f(x) = ex στο διάστηµα [0, 2] είναι∫ 2

0

f(x)dx ≈ 1

3
[f(0) + 4f(1) + f(2)] =

1

3
[e0 + 4e+ e2] = 6.420727
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ενώ η ακριβής τιµή του ολοκληρώµατος είναι 6.389056.
Για k = 4 (δηλαδή h = 0.5) και εφαρµόζοντας τον σύνθετο τύπο του Simpson έχουµε∫ 2

0

f(x)dx ≈ 0.5

3
(f(0) + 4f(0.5) + 2f(1) + 4f(1.5) + f(2))

=
0.5

3
(e0 + 4e0.5 + 2e+ 4e1.5 + e2) = 6.391210.

Για k = 8 (δηλαδή h = 0.25) έχουµε∫ 2

0

f(x)dx ≈ 0.25

3
(f(0) + 4f(0.25) + 2f(0.5) + 4f(0.75)

+ 2f(1) + 4f(1.25) + 2f(1.5) + 4f(1.75) + f(2))

=
0.25

3
(e0 + 4e0.25 + 2e0.5 + 4e0.75

+ 2e1 + 4e1.25 + 2e1.5 + 4e1.75 + e2) = 6.389193.

΄Οπως ήταν αναµενόµενο, ο σύνθετος τύπος του Simpson µε λιγότερα σηµεία δια-
µέρισης (οπότε και λιγότερους υπολογισµούς της συνάρτησης f , δηλαδή µικρότερο
υπολογιστικό κόστος) επιτυγχάνει σε σύγκριση µε τον σύνθετο κανόνα Τραπεζίου πολύ
µεγαλύτερη ακρίβεια προσέγγισης.

�

6.3 Λυµένες Ασκήσεις

΄Ασκηση 6.3.1 Για τον ακόλουθο πίνακα τιµών µίας συνάρτησης, χρησιµοποιείστε τον
κατάλληλο τύπο προς τα εµπρός, προς τα πίσω και τριών σηµείων για να υπολογίσετε
προσεγγίσεις της παραγώγου της συνάρτησης στα σηµεία αυτά.

i 0 1 2 3
xi 1.1 1.2 1.3 1.4
fi 9.0250 11.0232 13.4637 19.4446

Λύση

Για το x = 1.1 προσέγγιση της τιµής της παραγώγου µε τον τύπο της προς τα εµπρός
είναι

f ′(1.1) ≈ f(1.2)− f(1.1)

0.1
=

11.0232− 9.0250

0.1
= 19.9820

Για το x = 1.2 µε αντίστοιχο τύπο τριών σηµείων έχουµε

f
′
(1.2) ≈ f(1.3)− f(1.1)

2 · 0.1
=

13.4637− 9.0250

0.2
= 22.1936
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Για το x = 1.3 µε αντίστοιχο τύπο τριών σηµείων έχουµε

f
′
(1.3) ≈ f(1.4)− f(1.2)

2 · 0.1
=

19.4446− 11.0232

0.2
= 27.1073

Για το x = 1.4 προσέγγιση της τιµής της παραγώγου µε τον τύπο της προς τα πίσω
είναι

f ′(1.4) ≈ f(1.4)− f(1.3)

0.1
=

19.4446− 13.4637

0.1
= 59.8090.

΄Ασκηση 6.3.2 Χρησιµοποιείστε τον κανόνα του τραπεζίου και τον κανόνα του Simp-
son για να ϐρείτε προσεγγίσεις στο ολοκλήρωµα της f(x) = 1

1+x2
στο διάστηµα [0, 1].

Υπολογίστε το απόλυτο σφάλµα.

Λύση
Η ακριβής τιµή του ολοκληρώµατος είναι :

arctan(1) =
π

4
≈ 0.7853981633974483.

Ο κανόνας του τραπεζίου για το ολοκλήρωµα µιας συνάρτησης f(x) στο διάστηµα
[0, 1] είναι : ∫ 1

0

f(x)dx ≈ 1

2
(f(0) + f(1)) =

1

2

(
1

1 + 02
+

1

1 + 12

)
=

3

4
.

Το απόλυτο σφάλµα είναι

|0.7853981633974483− 0.75| = 0.0353981633974483.

Ο κανόνας του Simpson για το ίδιο ολοκλήρωµα είναι∫ 1

0

f(x)dx ≈
1
2

3
(f(0) + 4f(

1

2
) + f(1)) =

1

6

(
1

1 + 02
+ 4

1

1 + (1
2
)2

+
1

1 + 12

)
=

47

60

Το απόλυτο σφάλµα είναι

|0.7853981633974483− 47

60
| = |0.7853981633974483− 0.78333 . . . | = 0.00206483 . . . .

΄Ασκηση 6.3.3 Προσεγγίστε ολοκλήρωµα της f(x) = 1
1+x2

στο διάστηµα [0, 1] χρησι-
µοποιώντας τον σύνθετο κανόνα του τραπεζίου µε h = 0.5.
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Λύση
Η ακριβής τιµή του ολοκληρώµατος είναι :

arctan(1) =
π

4
≈ 0.7853981633974483.

Ο σύνθετος τύπος του τραπεζίου είναι :∫ 1

0

f(x)dx ≈ 0.5

2
(f(0) + 2f(

1

2
) + f(1)) =

1

4

(
1

1 + 02
+ 2

1

1 + (1
2
)2

+
1

1 + 12

)
=

31

40

Το απόλυτο σφάλµα είναι

|0.7853981633974483− 31

40
| = |0.7853981633974483− 0.775| = 0.010398163397448.

΄Ασκηση 6.3.4 Προσεγγίστε ολοκλήρωµα της f(x) = 1
1+x2

στο διάστηµα [0, 1] χρησι-
µοποιώντας τον σύνθετο κανόνα του Simpson µε h = 0.25.

Λύση
Η ακριβής τιµή του ολοκληρώµατος είναι :

arctan(1) =
π

4
≈ 0.7853981633974483.

Ο σύνθετος τύπος του τραπεζίου είναι :∫ 1

0

f(x)dx ≈ 0.25

3
(f(0) + 4f(0.25) + 2f(0.5) + 4f(0.75) + f(1))

=
1

12

(
1

1 + 02
+ 4

1

1 + (1
4
)2

+ 2
1

1 + (1
2
)2

+ 4
1

1 + (3
4
)2

+
1

1 + 12

)
= 0.7854.

Το απόλυτο σφάλµα είναι

|0.7853981633974483− 0.7854| = 1.8366× 10−6.

΄Ασκηση 6.3.5 Χρησιµοποιείστε τον κανόνα του τραπεζίου και τον κανόνα του Simp-
son για να ϐρείτε προσεγγίσεις στο ολοκλήρωµα της f(x) = 1

1+x
στο διάστηµα [0, 1].

Προσεγγίστε το ίδιο ολοκλήρωµα χρησιµοποιώντας τον σύνθετο κανόνα του τραπεζίου
µε h = 0.5 και τον σύνθετο κανόνα του Simpson µε h = 0.25.

Λύση
Η ακριβής τιµή του ολοκληρώµατος είναι :

ln(3) ≈ 0.6931471805599453.
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Ο κανόνας του τραπεζίου για το ολοκλήρωµα µιας συνάρτησης f(x) στο διάστηµα
[0, 1] είναι ∫ 1

0

f(x)dx ≈ 1

2
(f(0) + f(1)) =

1

2

(
1

1 + 0
+

1

1 + 1

)
=

3

4

Το απόλυτο σφάλµα είναι

|0.6931471805599453− 3

4
| = |0.6931471805599453− 0.75| = 0.0568528 . . . .

Ο κανόνας του Simpson για το ίδιο ολοκλήρωµα είναι∫ 1

0

f(x)dx ≈
1
2

3
(f(0)+4f(

1

2
)+f(1)) =

1

6

(
1

1 + 0
+ 4

1

1 + (1
2
)

+
1

1 + 1

)
=

25

36
≈ 0.6944

Το απόλυτο σφάλµα είναι

|0.6931471805599453− 0.6944| = 0.00125282 . . . .

Ο σύνθετος κανόνας του τραπεζίου

∫ 1

0

f(x)dx ≈
1
2

2
(f(0)+2f(

1

2
)+f(1)) =

1

4

(
1

1 + 0
+ 2

1

1 + (1
2
)

+
1

1 + 1

)
=

17

24
≈ 0.7083

Το απόλυτο σφάλµα είναι

|0.6931471805599453− 0.7083| = 0.0151528 . . . .

Ο σύνθετος κανόνας του Simpson∫ 1

0

f(x)dx ≈
1
4

3
(f(0) + 4f(

1

4
) + 2f(

1

2
) + 4f(

3

4
) + f(1)) =

=
1

12

(
1

1 + 0
+ 4

1

1 + (1
4
)

+ 2
1

1 + (1
2
)

+ 4
1

1 + (3
4
)

+
1

1 + 1

)
=

1747

2520
≈ 0.6933.

Το απόλυτο σφάλµα είναι

|0.6931471805599453− 0.6933| = 0.000152819 . . . .
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6.4 Ερωτήσεις

Ερώτηση 6.4.1 Πότε λέµε ότι το σφάλµα προσέγγισης µίας τιµής της παραγώγου µίας
συνάρτησης σε κάποιο σηµεία µίας διαµέρισης ότι έχει τάξη hp, και συµβολίζουµε µε
O(hp);

Ερώτηση 6.4.2 Με τι προσεγγίζουν την τιµή ενός ολοκληρώµατος οι ϐασικές µέθοδοι
αριθµητικής ολοκλήρωσης;

Ερώτηση 6.4.3 Τι ονοµάζουµε ϐαθµό ακρίβειας ή ακρίβεια µίας αριθµητικής µεθό-
δου ολοκλήρωσης; Τι ϐαθµό ακρίβειας έχει ο τύπος του τραπεζίου και τι ο τύπος του
Simpson;

Ερώτηση 6.4.4 Πως δηµιουργούνται οι σύνθετοι τύποι αριθµητικής ολοκλήρωσης;
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Κεφάλαιο 7

Προσέγγιση µε την µέθοδο
ελαχίστων τετραγώνων.

Μία άλλη µεθοδολογία είναι η προσαρµογή µιας συνάρτησης (πολυωνυµικής ή άλ-
λης) σε ένα σύνολο δεδοµένων µε το κριτήριο των ελαχίστων τετραγώνων .

Σύµφωνα µε αυτό το κριτήριο αναζητούµε την ϐέλτιστη προσεγγιστική καµπύ-
λη (ευθεία, µεγαλύτερου ϐαθµού πολυώνυµο ή άλλη συνάρτηση) όταν το σφάλµα
προσέγγισης είναι το άθροισµα των τετραγώνων των διαφορών µεταξύ των τιµών της
καµπύλης αυτής και των αντίστοιχων τιµών της συνάρτησης. Η µέθοδος ελαχίστων τε-
τραγώνων είναι ένα αξιόπιστο εργαλείο για την προσέγγιση πειραµατικών µετρήσεων
(data).

7.1 Γραµµική προσέγγιση µε Ελάχιστα Τετράγωνα

Το γενικό πρόβληµα προσαρµογής της ϐέλτιστης ευθείας y = ax + b σε ένα σύνολο
δεδοµένων (xi , yi) , i = 1, 2, .., n µε την µέθοδο ελαχίστων τετραγώνων, συνεπάγεται
την ελαχιστοποίηση της παράστασης :

E(a, b) =
n∑
i=1

(yi − (a · xi + b))2

η οποία µπορεί να ϑεωρηθεί ως µία συνάρτηση δύο µεταβλητών, των a, b.

Το πρόβληµα εύρεσης του ελαχίστου της παραπάνω συνάρτησης µας οδηγεί στις
ακόλουθες αναγκαίες συνθήκες

∂

∂a
E(a, b) =

∂

∂a

n∑
i=1

(yi − (a · xi + b))2 = 0
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Σχήµα 7.1: Μέθοδος ελαχίστων τετραγώνων.

∂

∂b
E(a, b) =

∂

∂b

n∑
i=1

(yi − (a · xi + b))2 = 0

ή ισοδύναµα

2
n∑
i=1

(yi − axi − b)(−xi) = 0⇔

2
n∑
i=1

(−xiyi + ax2
i + bxi) = 0⇔

−
n∑
i=1

xiyi + a
n∑
i=1

x2
i + b

n∑
i=1

xi = 0

και

2
n∑
i=1

(yi − axi − b)(−1) = 0⇔

2
n∑
i=1

(−yi + axi + b) = 0⇔

−
n∑
i=1

yi + a

n∑
i=1

xi + b

n∑
i=1

1 = 0⇔
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−
n∑
i=1

yi + a

n∑
i=1

xi + b · n = 0

Το πρόβληµα µετασχηµατίζεται στο να λύσουµε το ακόλουθο σύστηµα εξισώσεων, ο
οποίες ονοµάζονται κανονικές εξισώσεις.

a

n∑
i=1

x2
i + b

n∑
i=1

xi =
n∑
i=1

xiyi

a
n∑
i=1

xi + n · b =
n∑
i=1

yi

Λύνοντας το σύστηµα των κανονικών εξισώσεων, ως προς a και b έχουµε τη λύση:

a =
n
∑n

i=1 xiyi −
∑n

i=1 xi
∑n

i=1 yi
n
∑n

i=1 x
2
i − (

∑n
i=1 xi)

2

b =

∑n
i=1 x

2
i

∑n
i=1 yi −

∑n
i=1 xiyi

∑n
i=1 xi

n
∑n

i=1 x
2
i − (

∑n
i=1 xi)

2

Παράδειγµα 7.1.1 Θα υπολογίσουµε την ευθεία ελαχίστων τετραγώνων που προσεγ-
γίζει τις τιµές του ακόλουθου πίνακα:

i xi yi
1 −1 −6
2 0 −4
3 2 −6
4 3 2

Συµπληρώνουµε τον πίνακα µε τις τιµές που ϑα χρειαστούµε, όπως ακολουθεί. Η
τελευταία στήλη αφορά τις προσεγγιστικές τιµές της ευθείας ελαχίστων τετραγώνων
στα σηµεία προσέγγισης, και την συµπληρώνουµε αφού υπολογίσουµε τα a, b.

i xi yi x2
i xiyi y(xi)

1 −1 −6 1 6 −5.3
2 0 −4 0 0 −4.9
3 2 −6 4 −12 −2.1
4 3 2 9 6 0.7∑n
i=1 4 −14 14 0
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Αντικαθιστούµε στη λύση των κανονικών εξισώσεων που αναφέρουµε παραπάνω.

a =
n
∑n

i=1 xiyi −
∑n

i=1 xi
∑n

i=1 yi
n
∑n

i=1 x
2
i − (

∑n
i=1 xi)

2
=

4 · 0− 4 · (−14)

4 · 14− (4)2
= 1.4

b =

∑n
i=1 x

2
i

∑n
i=1 yi −

∑n
i=1 xiyi

∑n
i=1 xi

n
∑n

i=1 x
2
i − (

∑n
i=1 xi)

2
=

14 · (−14)− 0 · 4
4 · 14− (4)2

= −4.9

Η ευθεία είναι η y(x) = 1.4x− 4.9.

Σχήµα 7.2: Παράδειγµα 7.1.1 ευθείας ελαχίστων τετραγώνων

�

Παράδειγµα 7.1.2 Θα εργαστούµε ανάλογα για τις τιµές του ακόλουθου πίνακα:
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i xi yi x2
i xiyi y(xi)

1 1 1.3 1 1.3 1.24
2 2 3.5 4 7.0 2.76
3 3 4.2 9 12.6 4.28
4 4 5.0 16 20.0 5.79
5 5 7.0 25 35.0 7.31
6 6 8.8 36 52.8 8.83
7 7 10.1 49 70.7 10.34
8 8 12.5 64 100.0 11.86
9 9 13.0 81 117.0 13.38
10 10 15.6 100 156.0 14.89
11 11 16.1 121 177.1 16.41∑n
i=1 66 97.1 506 749.5

Αντικαθιστούµε στη λύση των κανονικών εξισώσεων που αναφέρουµε παραπάνω.

a =
n
∑n

i=1 xiyi −
∑n

i=1 xi
∑n

i=1 yi
n
∑n

i=1 x
2
i − (

∑n
i=1 xi)

2
=

11 · 749.5− 66 · 97.1

11 · 506− 662
= 1.517

b =

∑n
i=1 x

2
i

∑n
i=1 yi −

∑n
i=1 xiyi

∑n
i=1 xi

n
∑n

i=1 x
2
i − (

∑n
i=1 xi)

2
=

506 · 97.1− 66 · 749.5

11 · 506− 662
= −0.276

Η ευθεία είναι η y(x) = 1.517x − 0.276. Εάν ϑέλουµε να τη χρησιµοποιήσουµε για
να προβλέψουµε την τιµή για x = 20 υπολογίζουµε το y(20) = 1.517 · 20 − 0.276 =
30.340− 0.276 = 30.064.

�

7.2 Πολυωνυµική προσέγγιση µε Ελάχιστα Τετράγω-
να

Το γενικό πρόβληµα της προσέγγισης των δεδοµένων (xi , yi) , i = 1 , 2 , . . . , µ.
Θεωρούµε το πολυώνυµο ϐαθµού n < µ της µορφής:

pn(x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0.

Ηµέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων απαιτεί τον υπολογισµό των συντελεστών a0 , a1 , . . . , an,
έτσι ώστε να ελαχιστοποιηθεί το σφάλµα των ελαχίστων τετραγώνων

E =

µ∑
i=1

(yi − pn(xi))
2 .
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Σχήµα 7.3: Παράδειγµα 7.1.2 ευθείας ελαχίστων τετραγώνων

Για την ελαχιστοποίηση της Ε είναι αναγκαίο να ισχύουν οι συνθήκες :

∂ E

∂ aj
= 0, j = 0, 1, · · · , n

για κάθε j ϑα έχουµε

−2

µ∑
i=1

yix
j
i + 2

n∑
k=0

ak

µ∑
i=1

xj+ki = 0

οπότε προκύπτει ένα σύστηµα µε n+1 αγνώστους αj και n+1 εξισώσεις, τις κανονικές
εξισώσεις ,της µορφής:

n∑
k=0

ak

µ∑
i=1

xj+ki =

µ∑
i=1

yix
j
i , j = 0, 1, · · · , n

Το σύστηµα αυτό έχει πάντα µοναδική λύση όταν τα σηµεία xi, i = 1, 2, ..., µ είναι
διακεκριµένα (διάφορα) µεταξύ τους.
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Στην περίπτωση όπου n = 2 αναζητούµε ένα τετραγωνικό πολυώνυµο της µορφής

p3(x) = a2x
2 + a1x+ a0

το οποίο ελαχιστοποιεί το σφάλµα

E =

µ∑
i=0

(
yi − a2x

2
i − a1xi + a0

)2
.

Το πολυώνυµο αυτό καθορίζεται λύνοντας το ακόλουθο γραµµικό σύστηµα 3 εξισώ-
σεων µε 3 αγνώστους (τα a0, a1, a2):

µ a0 + (

µ∑
i=1

xi)a1 + (

µ∑
i=1

x2
i )a2 =

µ∑
i=1

yi

(

µ∑
i=1

xi)a0 + (

µ∑
i=1

x2
i )a1 + (

µ∑
i=1

x3
i )a2 =

µ∑
i=1

yixi

(

µ∑
i=1

x2
i )a0 + (

µ∑
i=1

x3
i )a1 + (

µ∑
i=1

x4
i )a2 =

µ∑
i=1

yix
2
i

7.3 Εκθετική και λογαριθµική συσχέτιση των δεδο-
µένων

Μερικές ϕορές τα πειραµατικά δεδοµένα σχετίζονται µε κάποιο εκθετικό κανόνα. Σε
τέτοιες περιπτώσεις είναι προτιµότερο η προσεγγιστική συνάρτηση που χρησιµοποιεί-
ται µε την µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων, να έχει µία από τις µορφές

y(x) = beax y(x) = bxa.

Θεωρούµε πάλι τα δεδοµένα (xi, yi), i = 0, 1, ..., n και πρέπει να προσδιορίσουµε
τις σταθερές a, b ώστε τα σφάλµατα

E =
n∑
i=0

(yi − beaxi)2 ή E =
n∑
i=0

(yi − bxa)2

να ελαχιστοποιηθούν. Θεωρώντας τις µερικές παραγώγους, όπως παραπάνω, οι κα-
νονικές εξισώσεις που προκύπτουν είναι οι :

∂ E

∂ a
= 2

n∑
i=0

(yi − bea xi) (−bxiea xi) = 0

∂ E

∂ b
= 2

n∑
i=0

(yi − bea xi) (−ea xi) = 0
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ή αντίστοιχα

∂ E

∂ a
= 2

n∑
i=0

(yi − bxai ) (−bxai lnxi) = 0

∂ E

∂ b
= 2

n∑
i=0

(yi − bxai ) (−xai ) = 0.

Επειδή αυτές οι εξισώσεις είναι δύσκολο να λυθούν χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες
λογαρίθµων µπορούµε να τα µετασχηµατίσουµε σε µοντέλα γραµµικών εξισώσεων
ελαχίστων τετραγώνων:

y(x) = beax ⇔ ln(y) = ln(b) + ax⇔ Y = ax+B

y(x) = bxa ⇔ ln(y) = ln(b) + a ln(x)⇔ Y = aX +B

όπου Y = ln(x) και B = ln(b) και στα δύο µοντέλα και X = ln(x) για το δεύτερο.
Εφαρµόζοντας τις κατάλληλες λογαριθµίσεις των δεδοµένων λύνουµε τα γραµµικά
αυτά µοντέλα και καθορίζουµε τις σταθερές a, b.

Παράδειγµα 7.3.1 Θα χρησιµοποιήσουµε την εκθετική συνάρτηση y(x) = beax για
να προσεγγίσουµε µε την µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων τα δεδοµένα που δίνονται
στον παρακάτω πίνακα:

i xi yi Yi = ln(yi) x2
i xiYi y(xi)

1 1.0000 5.1000 1.6292 1.0000 1.6292 5.1199
2 1.2500 5.7900 1.7561 1.5625 2.1952 5.8100
3 1.5000 6.5300 1.8764 2.2500 2.8146 6.5931
4 1.7500 7.4500 2.0082 3.0625 3.5144 7.4818
5 2.0000 8.5600 2.1353 4.0000 4.2707 8.4903∑n
i=1 7.5000 9.4053 11.8750 14.4241

Οπότε σύµφωνα µε τα όσα είπαµε παραπάνω έχουµε,

a =
n
∑n

i=1 xiYi −
∑n

i=1 xi
∑n

i=1 Yi
n
∑n

i=1 x
2
i − (

∑n
i=1 xi)

2
=

5 · 14.4241− 7.5 · 9.4053

5 · 11.875− 7.52
= 0.5058

B =

∑n
i=1 x

2
i

∑n
i=1 Yi −

∑n
i=1 xiYi

∑n
i=1 xi

n
∑n

i=1 x
2
i − (

∑n
i=1 xi)

2
=

11.875 · 9.4053− 14.422 · 7.5
5 · 11.875− 7.52

= 1.1273

Η ευθεία που προσαρµόζει τα λογαριθµισµένα δεδοµένα είναι η

Y (x) = 0.5058x+ 1.1273.
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Σχήµα 7.4: Παράδειγµα 7.3.1 εκθετικού µοντέλου

Από τη σχέση
B = ln(b)⇔ b = eB = e1.1273 = 3.0874

οπότε το Ϲητούµενο µοντέλο είναι το

y(x) = beax = 3.0874e0.5058x.

Παράδειγµα 7.3.2 Θα χρησιµοποιήσουµε τώρα την άλλη εκθετική συνάρτηση y(x) =
bxa για να προσεγγίσουµε µε την µέθοδο των ελαχίστων τετραγώνων τα δεδοµένα του
προηγούµενου παραδείγµατος. Μετασχηµατίζουµε ανάλογα τον πίνακα:

i xi yi Xi = ln(xi) Yi = ln(yi) X2
i XiYi y(xi)

1 1.0000 5.1000 0 1.6292 0 0 4.9928
2 1.2500 5.7900 0.2231 1.7561 0.0498 0.3919 5.8703
3 1.5000 6.5300 0.4055 1.8764 0.1644 0.7608 6.7006
4 1.7500 7.4500 0.5596 2.0082 0.3132 1.1238 7.4936
5 2.0000 8.5600 0.6931 2.1353 0.4805 1.4801 8.2560∑n
i=1 7.5000 1.8814 9.4053 1.0078 3.7566
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Οπότε σύµφωνα µε τα όσα είπαµε παραπάνω έχουµε,

a =
n
∑n

i=1XiYi −
∑n

i=1 Xi

∑n
i=1 Yi

n
∑n

i=1 X
2
i − (

∑n
i=1Xi)2

=
5 · 3.7566− 1.8814 · 9.4053

5 · 1.0078− 1.88142
= 0.7256

B =

∑n
i=1X

2
i

∑n
i=1 Yi −

∑n
i=1 XiYi

∑n
i=1Xi

n
∑n

i=1X
2
i − (

∑n
i=1 Xi)2

=
1.0078 · 9.4053− 3.7566 · 1.8814

5 · 1.0078− 1.88142
= 1.6080

Η ευθεία που προσαρµόζει τα λογαριθµισµένα δεδοµένα είναι η

Y (x) = 0.7256x+ 1.6080.

Από τη σχέση

B = ln(b)⇔ b = eB = e1.6080 = 4.9928

οπότε το Ϲητούµενο µοντέλο είναι το

y(x) = bxa = 4.9928x0.7256.

7.4 Λυµένες Ασκήσεις

΄Ασκηση 7.4.1 Να υπολογίσετε την ευθεία ελαχίστων τετραγώνων που προσεγγίζει τις
τιµές του ακόλουθου πίνακα:

i xi yi
1 0.00 1.0000
2 0.25 1.2840
3 0.50 1.6487
4 0.75 2.1170
5 1.00 2.7183

Στη συνέχεια ϐρείτε την ελάχιστη τιµή του σφάλµατος των ελαχίστων τετραγώνων και
προβλέψτε την τιµή στο x = 0.7.

Λύση
Συµπληρώνουµε τον πίνακα µε τις τιµές που ϑα χρειαστούµε, όπως ακολουθεί. Η
τελευταία στήλη αφορά τις προσεγγιστικές τιµές της ευθείας ελαχίστων τετραγώνων
στα σηµεία προσέγγισης, και την συµπληρώνουµε αφού υπολογίσουµε τα a, b.
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Σχήµα 7.5: Παράδειγµα 7.3.2 εκθετικού µοντέλου

i xi yi x2
i xiyi y(xi) (y(xi)− yi)2

1 0.00 1.000 0.0000 0.0000 0.8997 0.0101
2 0.25 1.2840 0.0625 0.3211 1.3267 0.0018
3 0.50 1.6487 0.2500 0.8244 1.7536 0.0110
4 0.75 2.1170 0.5625 1.5878 2.1806 0.0040
5 1.00 2.7183 1.0000 2.7813 2.6075 0.0123∑n
i=1 2.5 8.7680 1.875 5.4516 0.0392

Αντικαθιστούµε στη λύση των κανονικών εξισώσεων που αναφέρουµε παραπάνω.

a =
n
∑n

i=1 xiyi −
∑n

i=1 xi
∑n

i=1 yi
n
∑n

i=1 x
2
i − (

∑n
i=1 xi)

2
=

5 · 5.4516− 2.5 · 8.7685

5 · 1.8750− (2.5)2
= 1.7078

b =

∑n
i=1 x

2
i

∑n
i=1 yi −

∑n
i=1 xiyi

∑n
i=1 xi

n
∑n

i=1 x
2
i − (

∑n
i=1 xi)

2
=

1.8750 · 8.7685− 5.4516 · 2.5
5 · 1.8750− (2.5)2

= 0.8997
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Η ευθεία είναι η y(x) = 1.7078x+ 0.8997.
Η ελάχιστη τιµή του σφάλµατος είναι η E =

∑5
i=1(yi−y(xi))

2 = 0.0392. Η πρόβλεψη
για την τιµή στο x = 0.7 είναι το y(0.7) = 2.0952.

7.5 Ερωτήσεις

Ερώτηση 7.5.1 Τι υλοποιεί η µεθοδολογία προσέγγισης ελαχίστων τετραγώνων;

Ερώτηση 7.5.2 Τι είναι οι κανονικές εξισώσεις;

Ερώτηση 7.5.3 Ποιο σφάλµα ελαχιστοποιούµε στην γραµµική προσέγγιση ελαχίστων
τετραγώνων;

Ερώτηση 7.5.4 Γράψτε τις κανονικές εξισώσεις για την περίπτωση της κυβικής προ-
σέγγισης µε ελάχιστα τετράγωνα.

Ερώτηση 7.5.5 Πως µετατρέπεται το εκθετικό µοντέλο σε γραµµικό µοντέλο ελαχί-
στων τετραγώνων;

Ερώτηση 7.5.6 Πως µετατρέπεται το λογαριθµικό µοντέλο σε γραµµικό µοντέλο ελα-
χίστων τετραγώνων;



Κεφάλαιο 8

Αριθµητική Επίλυση Συνήθων
∆ιαφορικών Εξισώσεων

8.1 Εισαγωγή και ϐασικοί ορισµοί

Στην σύγχρονη εποχή µας καλούµαστε να κατανοήσουµε πολλά ϕυσικά ϕαινόµενα
αλλά και να λύσουµε τεχνολογικά ή άλλα επιστηµονικά προβλήµατα. Η µελέτη και
ερµηνεία αυτών εξηγείται µέσω πάγιων ϑεωριών που ϑεµελιώνονται µε την εξέλιξη της
κάθε επιστήµης που τα µελετά. Πολλές ϕορές είναι απαραίτητο το να γνωρίσουµε
την εξέλιξη του ϕαινοµένου ή να δώσουµε λύση στο τεχνολογικό πρόβληµα. Για αυτό
το λόγο χρησιµοποιούνται τα Μαθηµατικά ως γλώσσα έκφρασης και περιγραφής των
ϕαινοµένων και των προβληµάτων.

Το σύνολο µαθηµατικών εργαλείων (π.χ. των εξισώσεων) αλλά της σχετικής ϑε-
ωρίας που τα συνδέει µε το ϕυσικό πρόβληµα, αποτελούν το µαθηµατικό µοντέλο
που το περιγράφει. Τα Μαθηµατικά µοντέλα δεν είναι όµως τέλειες αναπαραστά-
σεις της ϕύσης. Υπάρχουν απλοποιητικές παραδοχές ή άγνωστοι παράγοντες που
δεν µπορούµε να ερµηνεύσουµε µέσω των εξισώσεων. ΄Οµως αυτές αποτελούν το
µόνο εργαλείο που έχουµε στη διάθεσή µας για να λύσουµε το ϕυσικό πρόβληµα.
Σε καταστάσεις οι οποίες περιγράφουν ϱυθµούς µεταβολών µεγεθών (π.χ. ταχύτητα)
εµφανίζονται στις µαθηµατικές σχέσεις και εξισώσεις παράγωγοι αυτών. ΄Ετσι, συχνά
καλούµαστε να λύσουµε διαφορικές εξισώσεις για να ερµηνεύσουµε το ϕυσικό
πρόβληµα.

Είναι γνωστό ότι µόνο ένα µικρό µέρος των διαφορικών εξισώσεων µπορούν να
επιλυθούν αναλυτικά, δηλαδή να ϐρεθούν ακριβείς µαθηµατικές εκφράσεις των λύ-
σεών τους. Στην εποχή µας, µε την χρήση υπολογιστικών συστηµάτων, το µεγαλύτερο
µέρος αυτών των προβληµάτων επιλύεται προσεγγιστικά από ταχύτατες και ακριβείς
µεθόδους. Μερικές από αυτές τις αριθµητικές (προσεγγιστικές) µεθόδους είχαν α-
ναπτυχθεί πριν την έλευση των ηλεκτρονικών υπολογιστών στη Ϲωή µας. Οι µέθοδοι
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όµως αυτές, αλλά και άλλες, ϐρήκαν πρόσφορο έδαφος για την εφαρµογή τους µέσω
των υπολογιστών. Η επιτακτική ανάγκη για προσεγγιστικές λύσεις όλο και περισσό-
τερων ϕυσικών προβληµάτων υπήρξε η εφαλτήρια δύναµη εξέλιξης των υπολογιστών
δύναµη κατά τις πρώτες δεκαετίες της ύπαρξής τους.

Οι διαφορικές εξισώσεις είναι εξισώσεις στις οποίες η άγνωστη ποσότητα είναι
µία συνάρτηση (µίας ή περισσοτέρων µεταβλητών) και περιέχουν και παραγώγους
της. Μπορούµε να έχουµε και συστήµατα διαφορικών εξισώσεων. Τις διαφορικές
εξισώσεις µπορούµε να τις χωρίσουµε σε δύο ϐασικές κατηγορίες :

� τις Συνήθεις ∆ιαφορικές Εξισώσεις (Σ∆Ε) στις οποίες η άγνωστη ποσότητα
εξαρτάται από µία µεταβλητή µε γενικό τύπο:

F (x, y(x), y′(x), y′′(x), . . . , y(k−1)(x), y(k)(x)) = 0.

΄Ενα χαρακτηριστικό παράδειγµα είναι η γνωστή λογιστική διαφορική εξίσωση:

y′(x) = y(x)(1− y(x)).

� τις ∆ιαφορικές µε Εξισώσεις Μερικές Παραγώγους (Μ∆Ε) στις οποίες η
άγνωστη ποσότητα εξαρτάται από δύο ή περισσότερες µεταβλητές. Μία συ-
νηθισµένη µορφή τέτοιων εξισώσεων, η οποία πηγάζει από ϐασικούς νόµους
της Φυσικής, µπορεί να είναι η διαφορική εξίσωση σε δύο διαστάσεις η οποία
γράφεται ως :

a (x , t)
∂2u

∂ x2
+ b (x , t)

∂2u

∂ x ∂ t
+ c (x , t)

∂2u

∂ t2
+ f

(
x , t , u ,

∂ u

∂ t
,
∂ u

∂ t

)
= g.

΄Ενα χαρακτηριστικό παράδειγµα είναι η κυµατική εξίσωση:

∂2 u

∂ t2
= c2 ∂

2 u

∂ x2
.

Ως τάξη k της διαφορικής εξίσωσης ονοµάζουµε την τάξη της µέγιστης παράγω-
γου στην οποία εµφανίζεται η άγνωστη ποσότητα στην διαφορική εξίσωση. Η τάξη της
λογιστικής εξίσωσης είναι ένα ενώ της κυµατικής δύο. Ως γενική λύση µιας διαφο-
ϱικής εξίσωσης k τάξης εννοούµε το καθορισµό όλων των k-ϕορές συνεχώς διαφο-
ϱίσιµων συναρτήσεων οι οποίες όταν, µαζί µε τις παραγώγους τους, αντικατασταθούν
στην διαφορική εξίσωση, την ικανοποιούν πλήρως. Στις Σ∆Ε k τάξης µία γενική λύση
περιέχει k ολοκληρωτικές σταθερές, ως παραµέτρους, οι οποίες µας επιτρέπουν να
επιλέξουµε από το σύνολο των λύσεων εκείνη που ικανοποιεί τις συγκεκριµένες συν-
ϑήκες (αρχικές ή συνοριακές) που καθορίζει το πρόβληµα που ϑέλουµε να λύσουµε.
Με ϐάση τα παραπάνω. κατηγοριοποιούµε τα προβλήµατα Σ∆Ε σε δύο οµάδες :
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� στα προβλήµατα Αρχικών Τιµών (ΠΑΤ) στα οποία τη διαφορική εξίσωση συνο-
δεύουν συνθήκες της λύσης (ή/και των παραγώγων της) σε ένα αρχικό σηµείο
της λύσης.

� στα προβλήµατα Συνοριακών Τιµών (ΠΣΤ) στα οποία τη διαφορική εξίσωση
συνοδεύουν συνθήκες της λύσης (ή/και των παραγώγων της) στα άκρα ενός
διαστήµατος της λύσης.

Η γενική λύση της λογιστικής εξίσωσης είναι

y(x) =
ex

ex + ec

όπου το C είναι η παράµετρος της λύσης. Εάν ϑέσουµε την αρχική συνθήκη y(0) = 1
2

(ec = 1), έχουµε ένα πρόβληµα αρχικών τιµών το οποίο µπορεί να δειχθεί ότι έχει
λύση

y(x) =
ex

ex + 1
=

1

1 + e−x

η οποία είναι γνωστή ως λογιστική καµπύλη.
Από τις Σ∆Ε ϑα µας απασχολήσουν µόνο τα ΠΑΤ πρώτης τάξης και ϑα µελετή-

σουµε προσεγγιστικές ή αριθµητικές λύσεις τους. Μία αριθµητική λύση παράγει
προσεγγίσεις της λύσης του προβλήµατος σε σηµεία του πεδίου στο οποίο ϑεωρού-
µε τη διαφορική εξίσωση. Οι προσεγγιστικές λύσεις ϑα πρέπει να συγκλίνουν στις
αντίστοιχες αναλυτικές, να έχουν την επιθυµητή ακρίβεια, να είναι ευσταθείς και να
αναπαράγουν ποιοτικά χαρακτηριστικά της λύσης του προβλήµατος.

΄Ενα πρόβληµα αρχικών τιµών πρώτης τάξης µπορεί να εκφραστεί µε ένα σύστηµα
διαφορικών εξισώσεων της µορφής:

y′ (x) = f (x, y (x)) , y (x0) = s, x ≥ x0, (8.1)

όπου
y = [y1, y2, ..., yn]T , f = [f1, f2, ..., fn]T , s = [s1, s2, ..., sn]T .

Η ϑεωρία µας εξασφαλίζει τις συνθήκες ύπαρξης και µοναδικότητας λύσεων του
προβλήµατος (8.1).
Θεωρούµε ότι το πρόβληµα είναι καλά-τοποθετηµένο δηλαδή,

� η εξίσωση του γενικού προβλήµατος δέχεται λύση,

� υπάρχει µοναδική λύση που ικανοποιεί τις αρχικές συνθήκες,

� η µοναδική αυτή λύση είναι ευσταθής. ∆ηλαδή, µικρές µεταβολές στις αρχικές
συνθήκες του προβλήµατος επιφέρουν µικρές µεταβολές στην µοναδική λύση
του.
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Σχήµα 8.1: Η αναλυτική λύση (συνεχής γραµµή) και µία προσεγγιστική (τελείες) του
ΠΑΤ της λογιστικής διαφορικής εξίσωσης.

Υπάρχουν δύο µεγάλες κατηγορίες µεθόδων για την αριθµητική επίλυση του προ-
ϐλήµατος (8.1), οι µονοβηµατικές (απλού ϐήµατος) και οι µέθοδοι πολλαπλού
ϐήµατος (πολυβηµατικές).

΄Εστω yn, µία προσέγγιση της ϑεωρητικής τιµής y (xn), της λύσης y (x) του παρα-
πάνω προβλήµατος στο σηµείο xn και fn = f (xn, yn). Στην περίπτωση των µεθόδων
απλού ϐήµατος, µε ϐήµα µεθόδου h, η λύση y (xn+1) στο σηµείο xn+1 = xn + h
προσεγγίζεται από το yn+1 χρησιµοποιώντας πληροφορίες µόνο από την προσέγγιση
της λύσης στο προηγούµενο σηµείο xn. Η γενική µορφή µιας µεθόδου αυτής της
κατηγορίας µπορεί να εκφραστεί µε την σχέση:

yn+1 = yn + hΦ (xn, yn, yn+1, h) , (8.2)

όπου Φ (xn , yn, yn+1 , h), µία προσδιοριστέα συνάρτηση. Αν η συνάρτηση Φ είναι
ανεξάρτητη του yn+1 η µέθοδος ονοµάζεται άµεση (explicit), διαφορετικά ονοµάζεται
έµµεση (implicit). Στις άµεσες µέθοδοι η προσέγγιση στο n+1 ϐήµα υπολογίζεται µε
απλή εφαρµογή του τύπου της µεθόδου, µιας και στο δεξί µέρος της σχέσης (8.2) δεν
εµπλέκεται η άγνωστη ποσότητα yn+1. Το απλούστερο παράδειγµα άµεσης µεθόδου
είναι η µέθοδος του Euler

yn+1 = yn + h · f (xn, yn) .
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Στις έµµεσες µεθόδους όπου η άγνωστη ποσότητα yn+1 εµφανίζεται και στο δεξί µέλος
του τύπου της µεθόδου, σχεδόν πάντα, ένα µη γραµµικό σύστηµα ως προς το yn+1

πρέπει να λυθεί σε κάθε νέο ϐήµα. Το απλούστερο παράδειγµα έµµεσης µεθόδου
είναι η έµµεση µέθοδος του Euler

yn+1 = yn +
h

2
[f (xn, yn) + f (xn+1, yn+1)].

Στην περίπτωση των µεθόδων πολλών ϐηµάτων (ας πούµε q), η προσέγγιση της
λύσης yn+q στο σηµείο xn+q, χρησιµοποιεί πληροφορίες από την προσέγγιση της
λύσης στα q προηγούµενα σηµεία xn, xn+1, ..., xn+q−1. Η γενική µορφή µιας µεθόδου
από την κατηγορία αυτή µπορεί να γραφεί ως :

q∑
i=0

aiyn+i = h

q∑
i=0

bif (xn+j, yn+j)

όπου {ai, bi} , i = 0, 1, ..., q είναι αριθµητικές ποσότητες και οι αρχικές τιµές y0, y1, ..., yq−1

ϑα πρέπει να είναι γνωστές για να έχουµε προσέγγιση στο σηµείο yq. Μία απλή άµεση
µέθοδος δύο ϐηµάτων είναι η µέθοδος Mid-point Rule µε τύπο

yn+2 − yn = 2hf(xn+1, yn+1)

ενώ έµµεση, η µέθοδος του Simpson µε τύπο

yn+2 − yn =
h

3
(f(xn+2, yn+2) + 4f(xn+1, yn+1) + f(xn, yn)).

΄Οσο αφορά τα σφάλµατα των προσεγγιστικών αυτών διαδικασιών ορίζονται τα
παρακάτω.

Ορισµός 8.1.1 Ως ολικό σφάλµα αποκοπής (global truncation error)Gn+1 στο σηµείο
xn+1, ορίζουµε την ποσότητα :

Gn+1 = ‖y (xn+1)− yn+1‖.

�

Στην περίπτωση που οι ποσότητες είναι ϐαθµωτές (αριθµητικές) ως ‖ · ‖ νοείται η
απόλυτη τιµή ενώ για διανυσµατικές ποσότητες νοείται κάποια νόρµα.

Το ολικό σφάλµα είναι µία ποσότητα η οποία δεν µπορεί να υπολογιστεί εφόσον
δεν γνωρίζουµε την ακριβή λύση στο σηµείο xn+1. ΄Ενα µέτρο µέτρησης του ολικού
σφάλµατος, οπότε και της ακρίβειας της µεθόδου, αποτελεί το τοπικό σφάλµα απο-
κοπής το οποίο υπολογίζει το κατά πόσο η ακριβής λύση του προβλήµατος αρχικών
τιµών αποτυγχάνει να ικανοποιήσει την µέθοδο.



168

Ορισµός 8.1.2 Το τοπικό σφάλµα αποκοπής ή διακριτοποίησης (local truncation or
discretization error) Tn+1 στο σηµείο xn+1, που αντιστοιχεί στην µέθοδο απλού ϐήµατος
ορίζεται από την σχέση :

Tn+1 = ‖y (xn+1)− y (xn)− hΦ (xn, y (xn) , h) ‖.

�

Η ποσότητα αυτή υπολογίζει το µέγεθος του ολικού σφάλµατος στο νέο σηµείο, ό-
ταν ϑεωρήσουµε ότι δεν υπάρχουν σφάλµατα στα προηγούµενα σηµεία που εµπλέκει
και µε την έννοια αυτή ϑεωρείται τοπικό.

Σχήµα 8.2: Σφάλµατα µονοβηµατικών µεθόδων

Ορισµός 8.1.3 Μία αριθµητική µέθοδος για την προσέγγιση της λύσης του προβλή-
µατος αρχικών τιµών ϑα λέµε ότι είναι τάξης p αν

Tn+1 = O
(
hp+1

)
,

όπου Tn+1 το τοπικό σφάλµα αποκοπής της µεθόδου στο σηµείο xn+1 Αυτή η σχέση
σηµαίνει ότι υπάρχει ένα h0 > 0 και µία σταθερά C 6= 0 έτσι ώστε

|Tn+1| ≤ Chp+1,∀h µε 0 < h < h0.

�
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΄Οταν µία µέθοδος έχει τάξη p, το τοπικό σφάλµα αποκοπής είναι O (hp+1) και το
ολικό σφάλµα O (hp).
Εµάς ϑα µας απασχολήσουν οι µονοβηµατικές µέθοδοι οι οποίες είναι και οι πιο
δηµοφιλείς.

8.2 Οι µέθοδοι Euler και Improved Euler

Η απλή µονοβηµατική µέθοδος είναι η µέθοδος του Euler. Η µέθοδος αυτή προάγει
την προσεγγιστική λύση µε ϐάση τον τύπο:

yn+1 = yn + h · f (xn, yn) . (8.3)

Η Euler προκύπτει από το ανάπτυγµα Taylor 1ης τάξης της y(x) µε κέντρο το σηµείο
xn το οποίο ισούται µε

y(xn+1) = y(xn) +
y′(xn)

1!
(xn+1 − xn) +

y
′′
(ξ(xn))

2!
(xn+1 − xn)2

όπου ξ(xn) ∈ [xn, xn+1], δεδοµένου ότι η y έχει συνεχή δεύτερη παράγωγο στο διά-
στηµα αυτό. Αντικαθιστούµε όπου xn+1 − xn = h και y′(xn) = f (xn, yn)

y(xn+1) = y(xn) + h · f (xn, y(xn)) +
h2

2!
y
′′
(ξ(h))

Αποκόπτοντας τον όρο του σφάλµατος έχουµε την προσέγγιση

y(xn+1) ≈ y(xn) + h · f (xn, y(xn)) ,

απ την οποία προκύπτει η (8.3), όταν ϑεωρήσουµε ότι yn+1 ≈ y(xn+1) και yn ≈ y(xn).
Η µέθοδος Euler έχει τάξη 1 δηλαδή το τοπικό σφάλµα αποκοπής της είναι O (h2)
και το ολικό σφάλµα O (h1).

Παράδειγµα 8.2.1 Θα λύσουµε το ΠΑΤ

y′(x) = y(x) µε y(0) = 1

και λύση y(x) = ex. Στην συγκεκριµένη περίπτωση ισχύει f(x, y) = y. Θα λύσουµε το
πρόβληµα στο διάστηµα [0, 4], µε ϐήµα h = 1 αρχικά.

Βήµα 1 y1 = y0 + h · f(x0, y0) = 1 + 1 · 1 = 2

Βήµα 2 y2 = y1 + h · f(x1, y1) = 2 + 1 · 2 = 4

Βήµα 3 y3 = y2 + h · f(x2, y2) = 4 + 1 · 4 = 8

Βήµα 4 y4 = y3 + h · f(x3, y3) = 8 + 1 · 8 = 16
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΄Οταν επιλέξουµε ϐήµα h = 0.5 έχουµε.

Βήµα 1 y1 = y0 + h · f(x0, y0) = 1 + 0.5 · 1 = 1.5

Βήµα 2 y2 = y1 + h · f(x1, y1) = 1.5 + 0.5 · 1.5 = 2.25

Βήµα 3 y3 = y2 + h · f(x2, y2) = 2.25 + 0.5 · 2.25 = 3.3750

Βήµα 4 y4 = y3 + h · f(x3, y3) = 3.3750 + 0.5 · 3.3750 = 5.0625

Βήµα 5 y5 = y4 + h · f(x4, y4) = 5.0625 + 0.5 · 5.0625 = 7.59375

Βήµα 6 y6 = y5 + h · f(x5, y5) = 7.59375 + 0.5 · 7.59375 = 11.390625

Βήµα 7 y7 = y6 + h · f(x6, y6) = 11.390625 + 0.5 · 11.390625 = 17.085937

Βήµα 8 y8 = y7 + h · f(x7, y7) = 17.085937 + 0.5 · 17.085937 = 25.628906

Τα αποτελέσµατα αυτά (µαζί µε τις προσεγγίσεις για h = 0.25 και h = 0.125) παρουσιά-
Ϲονται γραφικά στο Σχήµα 8.3.

Σχήµα 8.3: Λύση µε Euler
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Η πιο απλή έµµεση µονοβηµατική µέθοδος έχει τύπο

yn+1 = yn +
h

2
[f (xn, yn) + f (xn+1, yn+1)]

και ονοµάζεται έµµεση µέθοδος του Euler. Εάν η f είναι µη γραµµική συνάρτηση
του y, ένα µη γραµµικό σύστηµα ως προς το yn+1 πρέπει να λυθεί σε κάθε νέο
ϐήµα. Τον τύπο της µπορούµε να τον παράγουµε ολοκληρώνοντας τη σχέση y′(x) =
f(x, y(x)) στο διάστηµα [xn, xn+1].∫ xn+1

xn

y′(x)dx =

∫ xn+1

xn

f(x, y(x))dx

και αν αντικαταστήσουµε το ολοκλήρωµα στο δεξί µέλος µε µία προσέγγισή του µε
τη µέθοδο του Τραπεζίου έχουµε ότι

y(xn + 1)− y(xn) ≈ h

2
(f(xn, y(xn)) + f(xn+1, y(xn+1))).

Τελικά, καταλήγουµε στην έµµεση µέθοδο του Euler, όταν ϑεωρήσουµε ότι yn+1 ≈
y(xn+1) και yn ≈ y(xn).

Για να διευκολύνουµε την διαδικασία, µπορούµε να προσεγγίσουµε την τιµή της
yn+1, στο δεξί µέλος του παραπάνω τύπου, µε µία προσέγγιση άµεσης µεθόδου Euler,
ŷn+1 = yn + h · f (xn, yn).
∆ηλαδή ο τύπος αυτός ϑα γίνει :

yn+1 = yn +
h

2
· [f (xn, yn) + f (xn+1, ŷn+1)]⇔

yn+1 = yn +
h

2
· [f (xn, yn) + f (xn+1, yn + h · f (xn, yn))]

Η µέθοδος αυτή είναι γνωστή ως µέθοδος Improved Euler ( ή Heun’s ή modified
Euler) και έχει τάξη 2. ∆ηλαδή, το τοπικό σφάλµα αποκοπής της είναι O (h3) και το
ολικό σφάλµα O (h2).

Παράδειγµα 8.2.2 Θα λύσουµε ξανά το ΠΑΤ

y′(x) = y(x) µε y(0) = 1

στο διάστηµα [0, 4], µε ϐήµα h = 1.

Βήµα 1

ŷ1 = y0 + h · f(x0, y0) = 1 + 1 · 1 = 2

y1 = y0 +
h

2
(f(x0, y0) + f(x1, ŷ1)) =

= 1 +
1

2
· (1 + 2) = 1 + 0.5 · 3 = 2.5
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Βήµα 2

ŷ2 = y1 + h · f(x1, y1) = 2.5 + 1 · 2.5 = 5

y2 = y1 +
h

2
(f(x1, y1) + f(x2, ŷ2)) =

= 2.5 +
1

2
· (2.5 + 5) = 2.5 + 0.5 · 7.5 = 6.25

Βήµα 3

ŷ3 = y2 + h · f(x2, y2) = 6.25 + 1 · 6.25 = 12.5

y3 = y2 +
h

2
(f(x2, y2) + f(x3, ŷ3)) =

= 6.25 +
1

2
· (6.25 + 12.5) = 6.25 + 0.5 · 18.75 = 15.625

Βήµα 4

ŷ4 = y3 + h · f(x3, y3) = 15.625 + 1 · 15.625 = 31.250

y4 = y3 +
h

2
(f(x3, y3) + f(x4, ŷ4)) =

= 15.625 +
1

2
· (15.625 + 31.250) = 15.625 + 0.5 · 46.875 = 39.0625

Τα αποτελέσµατα αυτά (µαζί µε τις προσεγγίσεις για h = 0.5) παρουσιάζονται γρα-
ϕικά στο Σχήµα 8.4.

Από το σχήµα ϐλέπουµε ότι τα αποτελέσµατα της Improved Euler είναι καλύτερα
από αυτά της Euler, κάτι που είναι ϕυσικό µιας και η τάξη της είναι υψηλότερη.

8.3 ΄Αµεσες µέθοδοι Runge-Kutta

Μια ιδιαίτερα δηµοφιλής κατηγορία άµεσων µεθόδων αποτελούν οι µέθοδοι Runge
Kutta (RK) µε τύπο

yn+1 = yn + h
s∑
i=1

biki,

όπου
k1 = f (xn, yn)

ki = f
(
xn + cih, yn + h

∑i−1
j=1 aijkj

)
i = 2, 3, ..., s.
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Σχήµα 8.4: Λύση µε Improved Euler

Ο αριθµός s αποτελεί τον αριθµό σταδίων της µεθόδου και h το ϐήµα της µεθόδου.
Η µέθοδος είναι άµεση µε την έννοια ότι κάθε ki εξαρτάται µόνο από τις τιµές, kj, j =
1, 2, ..., i− 1, οι οποίες έχουν υπολογιστεί προηγουµένως.
Οι ιδιότητες της µεθόδου ορίζονται από τους συντελεστές της ci, aij, bi, και s, τον
αριθµό των υπολογισµών των ki. Για λόγους οικονοµίας οι συντελεστές της µεθόδου
µπορούν να παρουσιαστούν µε ένα πίνακα που είναι γνωστός και ως butcher tableau:

c A
bT

Στην περίπτωση των άµεσων µεθόδων ο πίνακας Α είναι αυστηρά κάτω τριγωνικός.
Η µέθοδος Euler µπορεί να ϑεωρηθεί µέθοδος τύπου RK µε ένα στάδιο και πίνακα:

0 0
1

Η µέθοδος improved Euler µπορεί να ϑεωρηθεί µέθοδος τύπου RK µε δύο στάδια και
πίνακα:

0 0 0
1 1 0

1
2

1
2
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Ο πλέον χαρακτηριστικός αντιπρόσωπος της οικογένειας µεθόδων RK είναι η κλασική
µέθοδος τεσσάρων σταδίων και τετάρτης τάξης µε πίνακα:

0 0
1/2 1/2 0
1/2 0 1/2 0
1 0 0 1 0

1/6 1/3 1/3 1/6

Ο τύπος της µεθόδου αυτής, όταν αντικαταστήσουµε τους συντελεστές της είναι ο
ακόλουθος :

yn+1 = yn + h(1
6
k1 + 1

3
k2 + 1

3
k3 + 1

6
k4)

k1 = f (xn, yn)
k2 = f

(
xn + 1

2
h, yn + h1

2
k1

)
k3 = f

(
xn + 1

2
h, yn + h(0k1 + 1

2
k2)
)

k4 = f (xn + 1h, yn + h(0k1 + 0k2 + 1k3)).

Παράδειγµα 8.3.1 Θα λύσουµε για άλλη µία ϕορά το ΠΑΤ

y′(x) = y(x) µε y(0) = 1,

µε την κλασική µέθοδο RK, στο διάστηµα [0, 4], µε ϐήµα h = 1.

Βήµα 1

k1 = f (x0, y0) = y0 = 1
k2 = f

(
x0 + 1

2
h, y0 + h1

2
k1

)
= y0 + 1

2
k1 = 1.5

k3 = f
(
x0 + 1

2
h, y0 + h(0k1 + 1

2
k2)
)

= y0 + 1
2
k2 = 1.75

k4 = f (x0 + 1h, y0 + h(0k1 + 0k2 + 1k3)) = y0 + k3 = 2.75
y1 = y0 + h(1

6
k1 + 1

3
k2 + 1

3
k3 + 1

6
k4) = 2.708333

Βήµα 2

k1 = f (x1, y1) = y1 = 2.708333
k2 = f

(
x1 + 1

2
h, y1 + h1

2
k1

)
= y1 + 1

2
k1 = 4.0625

k3 = f
(
x1 + 1

2
h, y1 + h(0k1 + 1

2
k2)
)

= y1 + 1
2
k2 = 4.739583

k4 = f (x1 + 1h, y1 + h(0k1 + 0k2 + 1k3)) = y1 + k3 = 7.447917
y2 = y1 + h(1

6
k1 + 1

3
k2 + 1

3
k3 + 1

6
k4) = 7.335069

Βήµα 3

k1 = f (x2, y2) = y2 = 7.335069
k2 = f

(
x2 + 1

2
h, y2 + h1

2
k1

)
= y2 + 1

2
k1 = 11.002604

k3 = f
(
x2 + 1

2
h, y2 + h(0k1 + 1

2
k2)
)

= y2 + 1
2
k2 = 12.836371

k4 = f (x2 + 1h, y2 + h(0k1 + 0k2 + 1k3)) = y2 + k3 = 20.171441
y3 = y2 + h(1

6
k1 + 1

3
k2 + 1

3
k3 + 1

6
k4) = 19.865813
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Βήµα 4

k1 = f (x3, y3) = y3 = 19.865813
k2 = f

(
x3 + 1

2
h, y3 + h1

2
k1

)
= y3 + 1

2
k1 = 29.7987196

k3 = f
(
x3 + 1

2
h, y3 + h(0k1 + 1

2
k2)
)

= y3 + 1
2
k2 = 34.765173

k4 = f (x3 + 1h, y3 + h(0k1 + 0k2 + 1k3)) = y3 + k3 = 54.630986
y3 = y3 + h(1

6
k1 + 1

3
k2 + 1

3
k3 + 1

6
k4) = 53.803244

Τα αποτελέσµατα αυτά (µαζί µε τις προσεγγίσεις για h = 0.5) παρουσιάζονται γρα-
ϕικά στο Σχήµα 8.5.

Σχήµα 8.5: Λύση µε RK4

8.4 Λυµένες Ασκήσεις

΄Ασκηση 8.4.1 Λύστε µε την µέθοδο Euler το ΠΑΤ

y′(x) = xe4x − 2y(x) µε y(0) = 0

στο διάστηµα [0, 1] και ϐήµα h = 0.5.

Λύση

Η µέθοδος ϑα κάνει 2 ϐήµατα και ϑα υπολογίσει τις προσεγγίσεις y1 ≈ y(0.5) και
y2 ≈ y(1). Εδώ f(x, y) = xe4x − 2y(x) και y0 = 0.
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Βήµα 1 y1 = y0 + h · f(x0, y0) = 0 + 0.5 · (0 · e4·0 − 2 · 0) = 0

Βήµα 2 y2 = y1 + h · f(x1, y1) = 0 + 0.5 · (0.5 · e4·0.5 − 2 · 0) = 1.8473

΄Ασκηση 8.4.2 Λύστε µε την µέθοδο Improved Euler το ΠΑΤ

y′(x) = x− 2y(x) µε y(0) = 0

στο διάστηµα [0, 1] και ϐήµα h = 0.5. (Οι πράξεις να γίνουν µε 4 δεκαδικά ψηφία
ακρίβεια.)

Λύση
Η µέθοδος ϑα κάνει 2 ϐήµατα και ϑα υπολογίσει τις προσεγγίσεις y1 ≈ y(0.5) και
y2 ≈ y(1). Εδώ f(x, y) = x− 2y(x) και y0 = 0.

Βήµα 1 ŷ1 = y0 + h · f(x0, y0) = 0 + 0.5 · (0− 2 · 0) = 0

y1 = y0 +
h

2
(f(x0, y0) + f(x1, ŷ1))

= 0 +
0.5

2
((0− 2 · 0) + (0.5− 2 · 0)) = 0.125

Βήµα 2 ŷ2 = y1 + h · f(x1, y1) = 0.125 + 0.5 · (0.5− 2 · 0.125) = 0.25

y2 = y1 +
h

2
(f(x1, y1) + f(x2, ŷ2)) =

= 0.125 +
0.5

2
((0.5− 2 · 0.125) + (1− 2 · 0.25))

= 0.125 + 0.25 · (0.25 + 0.5)

= 0.3125

΄Ασκηση 8.4.3 Λύστε µε την µέθοδο Improved Euler το ΠΑΤ

y′(x) = xe3x − 2y(x) µε y(0) = 0

στο διάστηµα [0, 1] και ϐήµα h = 0.5. Το πρόβληµα έχει ακριβή λύση y(x) = 1
5
xe3x −

1
25
e3x + 1

25
e−2x, υπολογίσετε το απόλυτο σφάλµα σε κάθε ϐήµα.

Λύση
Η µέθοδος ϑα κάνει 2 ϐήµατα και ϑα υπολογίσει τις προσεγγίσεις y1 ≈ y(0.5) και
y2 ≈ y(1). Εδώ f(x, y) = xe3x − 2y(x) και y0 = 0.
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Βήµα 1

ŷ1 = y0 + h · f(x0, y0) = 0 + 0.5 · (0 · e3·0 − 2 · 0) = 0

y1 = y0 +
h

2
(f(x0, y0) + f(x1, ŷ1)) =

= 0 +
0.5

2
((0 · e3·0 − 2 · 0) + (0.5 · e3·0.5 − 2 · 0))

= 0 +
0.5

2
(0 + 2.2408) = 0.5602

Βήµα 2

ŷ2 = y1 + h · f(x1, y1) = 0.5602 + 0.5 · (0.5 · e3·0.5 − 2 · 0.5602) = 1.1204

y2 = y1 +
h

2
(f(x1, y1) + f(x2, ŷ2)) =

= 0.5602 +
0.5

2
((0.5 · e3·0.5 − 2 · 0.5602) + (1 · e3·1 − 2 · 1.1204))

= 0.5602 +
0.5

2
(1.1204 + 17.8447)

= 5.3015

Στον ακόλουθο πίνακα παρουσιάζεται το απόλυτο σφάλµα:

ti y(ti) yi |yi − y(ti)|
0.5 0.2836 0.5602 0.2766
1 3.2190 5.3015 2.0825

8.5 Ερωτήσεις

Ερώτηση 8.5.1 Πότε ένα πρόβληµα αρχικών τιµών ονοµάζεται καλά τοποθετηµένο;

Ερώτηση 8.5.2 Πότε µία µέθοδος επίλυσης προβλήµατος αρχικών τιµών λέγεται α-
πλού ϐήµατος;

Ερώτηση 8.5.3 Πότε µία µέθοδος επίλυσης προβλήµατος αρχικών τιµών λέγεται πολ-
λαπλού ϐήµατος;

Ερώτηση 8.5.4 Πότε µία µέθοδος επίλυσης προβλήµατος αρχικών τιµών λέγεται ά-
µεση;

Ερώτηση 8.5.5 Πότε µία µέθοδος επίλυσης προβλήµατος αρχικών τιµών λέγεται έµ-
µεση;
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Ερώτηση 8.5.6 Τι είναι το ολικό σφάλµα αποκοπής;

Ερώτηση 8.5.7 Τι είναι το τοπικό σφάλµα αποκοπής;

Ερώτηση 8.5.8 Πότε µία αριθµητική µέθοδος για την προσέγγιση της λύσης του προ-
ϐλήµατος αρχικών τιµών ϑα λέµε ότι είναι τάξης p;

Ερώτηση 8.5.9 Ποια σχέση υπάρχει µεταξύ του τοπικού και του ολικού σφάλµατος
αποκοπής;
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