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ÌÜèçìá 4ÄÉÁÍÕÓÌÁÔÉÊÅÓÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ
4.1 ÅéóáãùãéêÝò ÝííïéåòÊñßíå�áé óêüðéìï ðñéí áðü �ïí ïñéóìü �ùí äéáíõóìá�éêþí óõíáñ�Þóåùí íáãßíåé ìéá õðåíèýìéóç ó�ïí áíáãíþó�ç ïñéóìÝíùí âáóéêþí åííïéþí �ïõ äéáíõóìá-�éêïý ëïãéóìïý.Ïñéóìüò 4.1 - 1. ËÝãå�áé ðñïóáíá�ïëéóìÝíç åõèåßá Þ Üîïíáò ìéá åõèåßá,Ýó�ù å, ó�çí ïðïßá Ý÷åé ïñéó�åß Ýíá ó�áèåñü óçìåßï Ï, Ýíá åõèýãñáììï�ìÞìá ÏÁ ðïõ �ï ìÞêïò �ïõ èåùñåß�áé óáí ìïíÜäá ìÝ�ñçóçò, äçëáäÞ (ÏÁ) =
1 êáé èå�éêÞ ç öïñÜ áðü �ï Ï ðñïò �ï Á (Ó÷. 4.1 - 1).Ôü�å ðñïöáíþò ç öïñÜ áðü �ï Á ðñïò �ï Ï èá åßíáé áñíç�éêÞ.Áí �þñá Ì åßíáé Ýíá Üëëï �õ÷üí óçìåßï �çò å, èá ðñÝðåé ãéá �ï ìÝ�ñï �çòáðüó�áóÞò �ïõ áðü �ï Ï íá éó÷ýåé (ÏÌ) = x(ÏÁ) = x. Ï áñéèìüò x ïñßæåé�ü�å �çí �å�ìçìÝíç �ïõ óçìåßïõ Ì . Åßíáé ðñïöáíÝò ü�é ç �å�ìçìÝíç åßíáéèå�éêÞ, ü�áí �ï óçìåßï åßíáé äåîéÜ �ïõ Ï. Áí�ßó�ñïöá �þñá, áí åßíáé ãíùó�Þ ç�å�ìçìÝíç åíüò óçìåßïõ, �ü�å èá åßíáé ãíùó�Þ êá�Ü ìïíïóÞìáí�ï �ñüðï êáéç èÝóç �ïõ ó�ïí Üîïíá. Óýìöùíá ìå �á ðáñáðÜíù, åðåéäÞ óå êÜèå óçìåßï�ïõ Üîïíá áí�éó�ïé÷åß áêñéâþò Ýíáò ðñáãìá�éêüò áñéèìüò êáé áí�ßó�ñïöá1



2 Äéáíõóìá�éêÝò Óõíáñ�Þóåéò Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò

Ó÷Þìá 4.1 - 1: ðñïóáíá�ïëéóìÝíç åõèåßá Þ Üîïíáò
 !

- " A

Ó÷Þìá 4.1 - 2: óõìâïëéóìüò äéáíõóìÜ�ùí(áìöéìïíïóÞìáí�ç áí�éó�ïé÷ßá), ç åõèåßá å �áõ�ßæå�áé ìå �ï óýíïëï �ùíðñáãìá�éêþí áñéèìþí ℜ.Óýìöùíá êáé ìå �ïí Ïñéóìü 4.1 - 1 Ý÷ïõìå:Ïñéóìüò 4.1 - 2 (äéáíýóìá�ïò). Ïñßæå�áé óáí äéÜíõóìá êÜèå ðñïóáíá�ïëéóìÝíïåõèýãñáììï �ìÞìá åðß �ïõ å Þ ðáñÜëëçëïõ ðñïò áõ�üí.Ôá äéáíýóìá�á èá óõìâïëßæïí�áé ó�ï åîÞò ìå á, â (Ó÷. 4.1 - 2) ê.ëð.11Óõíçèßæå�áé ó�á âéâëßá ï óõìâïëéóìüò ìå Ýí�ïíá ãñÜììá�á, üðùò á, â ê.ëð., áëëÜ ó�çíðñÜîç ÷ñçóéìïðïéåß�áé åðßóçò êáé ï óõìâïëéóìüò −→á , −→â ê.ëð.
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Ó÷Þìá 4.1 - 3: ðñüóèåóç äéáíõóìÜ�ùí¢ëãåâñá äéáíõóìÜ�ùíÉóü�ç�áÏñéóìüò 4.1 - 3. Äýï äéáíýóìá�á á êáé â èá åßíáé ßóá, ü�áí Ý÷ïõí �ï ßäéïìÝ�ñï, äéåýèõíóç êáé öïñÜ.Ôü�å ãñÜöå�áé á = â, åíþ óå ïðïéáäÞðï�å Üëëç ðåñßð�ùóç �á äéáíýóìá�á èáåßíáé äéáöïñå�éêÜ, äçëáäÞ á 6= â. Åýêïëá áðïäåéêíýå�áé ü�é ç éóü�ç�á ïñßæåéìßá ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò.�ñüóèåóçÏñéóìüò 4.1 - 4. Ôï Üèñïéóìá á+â �ùí äéáíõóìÜ�ùí á êáé â ïñßæå�áé ü�éåßíáé �ï äéÜíõóìá ðïõ ðñïêýð�åé, ü�áí �ï â ãßíåé äéáäï÷éêü �ïõ á, äçëáäÞ çáñ÷Þ �ïõ â óõìðÝóåé ìå �ï �Ýëïò �ïõ á.Ôü�å �ï á+â Ý÷åé óáí áñ÷Þ �çí áñ÷Þ �ïõ á êáé �Ýëïò �ï �Ýëïò �ïõ â. Ï �ñüðïòáõ�üò �çò ðñüóèåóçò åßíáé ãíùó�üò êáé óáí êáíüíáò �ïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ(Ó÷. 4.1 - 3).�éíüìåíï ìå ðñáãìá�éêü áñéèìüÏñéóìüò 4.1 - 5. Ôï ãéíüìåíï åíüò äéáíýóìá�ïò á ìå �ïí ðñáãìá�éêüáñéèìü ë ïñßæå�áé ü�é åßíáé �ï äéÜíõóìá ëá, ðïõ Ý÷åé ìÝ�ñï |ë| öïñÝò �ï



4 Äéáíõóìá�éêÝò Óõíáñ�Þóåéò Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòìÝ�ñï �ïõ á, ßäéá äéåýèõíóç ìå �ï á êáé öïñÜ- ßäéá ìå �ïõ á, ü�áí ë > 0,- áí�ßèå�ç ìå �ïõ á, ü�áí ë < 0,- åßíáé �ï ìçäåíéêü äéÜíõóìá, ü�áí ë = 0.Ìïíáäéáßï äéÜíõóìáÏñéóìüò 4.1 - 6. Ïñßæå�áé óáí ìïíáäéáßï �ï äéÜíõóìá ðïõ �ï ìÝ�ñï �ïõéóïý�áé ìå �ç ìïíÜäá ìÝ�ñçóçò.�áñáäåßãìá�á �Ý�ïéùí äéáíõóìÜ�ùí åßíáé óå ïñèïãþíéï óýó�çìá óõí�å�áãìÝíùíOxyz �á ìïíáäéáßá äéáíýóìá�á i, j êáé k ó�ïõò Üîïíåò Ox, Oy êáé Oz.Õðåíèõìßæå�áé ü�é Ýíá ïñèïãþíéï óýó�çìá óõí�å�áãìÝíùí ó�ï ïðïßï Ý÷ïõíïñéó�åß �á ìïíáäéáßá äéáíýóìá�á �ùí áîüíùí �ïõ èá ëÝãå�áé ïñèïêáíïíéêü.Ó�ç óõíÝ÷åéá ïñßæå�áé �ï ìïíáäéáßï äéÜíõóìá êá�Ü �ç äéåýèõíóç �ïõ �õ÷üí�ïòäéáíýóìá�ïò á.Ïñéóìüò 4.1 - 7. ¸ó�ù á �õ÷áßï äéÜíõóìá ìå á 6= 0. Ôü�å ïñßæå�áé óáíìïíáäéáßï äéÜíõóìá Þ óáí äéáíõóìá�éêÞ ìïíÜäá êá�Ü �ç äéåýèõíóç �ïõá êáé óõìâïëßæå�áé ìå á0 �ï äéÜíõóìáá0 = á
|á| : (4.1 - 1)¸÷ïí�áò õð' üøéí �ïí Ïñéóìü 4.1 - 5, áðü �çí (4:1− 1) äéáäï÷éêÜ ðñïêýð�åé

|á0| = ∣
∣
∣
∣

1

|á| á∣∣∣∣ = 1

|á| |á| = 1; äçëáäÞ |á0| = 1:Óõí�å�áãìÝíåò äéáíýóìá�ïò¸ó�ù Ýíá ïñèïêáíïíéêü óýó�çìá óõí�å�áãìÝíùí Oxyz. Äéáêñßíïí�áé ïéðáñáêÜ�ù ðåñéð�þóåéò:



ÅéóáãùãéêÝò Ýííïéåò 5i) Ç áñ÷Þ �ïõ äéáíýóìá�ïò íá óõìðßð�åé ìå �çí áñ÷Þ �ùí óõí�å�áãìÝíùíO. Ôü�å �ï äéÜíõóìá áõ�ü ëÝãå�áé äéÜíõóìá èÝóçò Þ äéáíõóìá�éêÞáê�ßíá (position Þ loation Þ êáé radius vetor) êáé óõìâïëßæå�áé ìår. Áí x, y êáé z åßíáé ïé ðñïâïëÝò �ïõ r ó�ïõò Üîïíåò óõí�å�áãìÝíùí,�ü�å2 r = r (x; y; z) : (4.1 - 2)ÅðïìÝíùò ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ �ï Üèñïéóìá �ùí óõíéó�ùóþí äéáíõóìÜ�ùíxi, yj êáé zk èá ïñßæåé �ï äéÜíõóìá r, äçëáäÞ ç áíáëõ�éêÞ �ïõ Ýêöñáóçåßíáé r = xi+ yj+ zk: (4.1 - 3)ii) �åíéêÜ, ü�áí �ï á åßíáé Ýíá �õ÷üí äéÜíõóìá �ïõ 3-äéÜó�á�ïõ ÷þñïõ ìåáñ÷Þ �ï óçìåßïA (x1; y1; z1) êáé �Ýëïò �ïÂ (x2; y2; z2), ïé óõí�å�áãìÝíåò�ïõ èá ïñßæïí�áé áðü �éò ðñïâïëÝò �ïõ ó�ïõò Üîïíåò óõí�å�áãìÝíùíêáé èá åßíáé ïé ðñáãìá�éêïß áñéèìïß á1 = x2 − x1, á2 = y2 − y1 êáéá3 = z2 − z1. Ôü�å üìïéá ìå �çí ðåñßð�ùóç (i) èá åßíáé ó�çí ðåñßð�ùóçáõ�Þ3 á = á (á1; á2; á3) = á (x2 − x1; y2 − y1; z2 − z1) ; (4.1 - 4)åíþ ç áíáëõ�éêÞ ÝêöñáóÞ �ïõ åßíáéá = á1i+ á2j+ á3k
= (x2 − x1) i+ (y2 − y1) j+ (z2 − z1)k: (4.1 - 5)Ôü�å �á ìÝ�ñá �ùí äéáíõóìÜ�ùí r = r (x; y; z), áí�ßó�ïé÷á á = á (á1; á2; á3)óõíáñ�Þóåé �ùí óõí�å�áãìÝíùí éóïý�áé ìår = |r| = √x2 + y2 + z2; áí�ßó�ïé÷á (4.1 - 6)á = |á| = √á21 + á22 + á23 : (4.1 - 7)2Åðßóçò óõìâïëßæå�áé ìå r = 〈x; y; z〉.3¼ìïéá ìå á = 〈á1; á2; á3〉 = 〈x2 − x1; y2 − y1; z2 − z1〉.
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Ó÷Þìá 4.1 - 4: åóù�åñéêü ãéíüìåíï �ùí äéáíõóìÜ�ùí á êáé â�áñÜäåéãìá 4.1 - 1¸ó�ù �ï äéÜíõóìá á = á(1;−2; 3). Ôü�å |á| = √

12 + (−2)2 + 32 =
√
14,ïðü�å óýìöùíá ìå �çí (4:1− 1) �ï ìïíáäéáßï äéÜíõóìá á0 êá�Ü �ç äéåýèõíóç�ïõ á åßíáé á0 = á

|á| = 1√
14

(i− 2 j+ 3k) :Åóù�åñéêü ãéíüìåíïÏñéóìüò 4.1 - 8 (åóù�åñéêü ãéíüìåíï). ¸ó�ù �á äéáíýóìá�á á êáé âìå á, â 6= 0. Ôü�å ïñßæå�áé óáí åóù�åñéêü ãéíüìåíï (dot produt) êáéóõìâïëßæå�áé 4 ìå á·â, ï ðñáãìá�éêüò áñéèìüò ðïõ éóïý�áé ìå �ï ãéíüìåíï �ùíìÝ�ñùí �ùí äéáíõóìÜ�ùí åðß �ï óõíçìß�ïíï �çò ãùíßáò è, ðïõ ó÷çìá�ßæïõí�á äýï áõ�Ü äéáíýóìá�á (Ó÷. 4.1 - 4), äçëáäÞá · â = |á||â| cos è ìå 0 ≤ è ≤ �: (4.1 - 8)ÅéäéêÜ, ü�áí Ýíá Þ êáé �á äýï äéáíýóìá�á éóïý�áé ìå �ï ìçäåíéêü äéÜíõóìá,�ü�å �ï åóù�åñéêü �ïõò ãéíüìåíï ïñßæå�áé ßóï ìå �ï ìçäÝí.4Óõìâïëßæå�áé åðßóçò ìå 〈á;â〉.



ÅéóáãùãéêÝò Ýííïéåò 7Éäéü�ç�åòi) á · â = â · á áí�éìå�áèå�éêÞ,ii) á · (â+ ã) = á · â+ á · ã åðéìåñéó�éêÞ,iii) (ëá) · â = ë (á · â) = á · (ëâ), ü�áí ë ∈ ℜ.ÓõíèÞêç êáèå�ü�ç�áò¼�áí � = �=2, áðü �çí (4:1−8) ðñïêýð�åé ü�é, áí �á äéáíýóìá�á åßíáé êÜèå�áìå�áîý �ïõò, åßíáé á · â = 0 (4.1 - 9)êáé áí�ßó�ñïöá. ¢ñá ç (4:1 − 9) åêöñÜæåé �ç óõíèÞêç êáèå�ü�ç�áò äýïäéáíõóìÜ�ùí.Åðßóçò, áí á · â = ±|á| |â|, �ü�å Þ è = 0 Þ è = ð, ïðü�å �á äéáíýóìá�áåßíáé óõããñáììéêÜ (ollinear).Õðïëïãéóìüò óõíáñ�Þóåé �ùí óõí�å�áãìÝíùíÁí á = á1i + á2j + á3k êáé â = â1i + â2j + â3k åßíáé äýï ìç ìçäåíéêÜäéáíýóìá�á, �ü�å, åðåéäÞ �á ìïíáäéáßá äéáíýóìá�á i = (1; 0; 0), j = (0; 1; 0)êáé k = (0; 0; 1) åßíáé áíÜ äýï êÜèå�á ìå�áîý �ïõò, åíþ �ï ìÝ�ñï �ïõò éóïý�áé5ìå 1, óýìöùíá êáé ìå �çí (4:1 − 9) åýêïëá ðñïêýð�åé ü�éá · â = 〈á1i+ á2j+ á3k〉 · 〈â1i+ â2j+ â3k〉 = â1 (á1i+ á2j+ á3k) · i
+â2 (á1i+ á2j+ á3k) · j+ â3 (á1i+ á2j+ á3k) · k

= â1 (á1 i · i+ á2 j · i+ á3 k · i) + â2 (á1 i · j+ á2 j · j+ á3k · j)
+â3 (á1 i · k+ á2 j · k+ á3 k · k) = · · · = á1â1 + á2â2 + á3â3;äçëáäÞ á · â = á1â1 + á2â2 + á3â3: (4.1 - 10)5Áðü �çí (4:1 − 9) ðñïêýð�åé ü�é | i | = √

12 + 0 + 0 = 1, | j | = 1 êáé |k | = 1, åíþóýìöùíá ìå �ïí Ïñéóìü (4:1− 8) åßíáé i · j = | i | | j | cos �
2
= 1 · 1 · 0 = 0. ¼ìïéá j · k = 0,k · i = 0 ê.ëð.



8 Äéáíõóìá�éêÝò Óõíáñ�Þóåéò Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòÁðü �çí (4:1 − 10) ðñïêýð�åéá · á = |á|2 = á21 + á22 + á23 : (4.1 - 11)�áñÜäåéãìá 4.1 - 2¸ó�ù �á äéáíýóìá�á á = á(1; 2;−3) êáé â = â(−1; 4; 2). Ôü�å óýìöùíá ìå�çí (4:1− 10) åßíáéá · â = 1 · (−1) + 2 · 4 + (−3) · 2 = 1:Åîù�åñéêü ãéíüìåíïÏñéóìüò 4.1 - 9 (åîù�åñéêü ãéíüìåíï). Ïñßæå�áé óáí åîù�åñéêü ãéíüìåíï(ross produt) �ùí äéáíõóìÜ�ùí á êáé â, ü�áí á; â 6= 0 êáé óõìâïëßæå�áé ìåá× â �ï äéÜíõóìá ã ìå �éò ðáñáêÜ�ù éäéü�ç�åò:i) �ï ìÝ�ñï �ïõ éóïý�áé ìåã = |á× â| sin è; ü�áí 0 ≤ è ≤ � (4.1 - 12)ìå è �ç ãùíßá ðïõ äéáãñÜöåé �ï äéÜíõóìá á, ü�áí ó�ñÝöå�áé êá�Ü �çäåîéüó�ñïöç öïñÜ, ìÝ÷ñéò ü�ïõ óõìðÝóåé ìå �ï äéÜíõóìá â,ii) åßíáé êÜèå�ï ó�á á êáé â êáé,iii) �á á, â êáé ã ìå �ç óåéñÜ áõ�Þ ïñßæïõí äåîéüó�ñïöï óýó�çìá (Ó÷. 4.1- 5).Ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ �ï Ýíá Þ êáé �á äýï äéáíýóìá�á éóïý�áé ìå �ï ìçäåíéêüäéÜíõóìá Þ åðßóçò �á á, â åßíáé óõããñáììéêÜ (è = 0�), �ü�å �ï åîù�åñéêüãéíüìåíü �ïõò ïñßæå�áé íá åßíáé �ï ìçäåíéêü äéÜíõóìá.ÁëãåâñéêÝò éäéü�ç�åòi) á× â = −â× á ìç áí�éìå�áèå�éêÞ (antiommutative),ii) á× (â+ ã) = á×â+á×ã êáé (â+ ã)×á = â×á+ã×á åðéìåñéó�éêÞ(distributive) ùò ðñïò �çí ðñüóèåóç,
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Ó÷Þìá 4.1 - 5: åîù�åñéêü ãéíüìåíï �ùí äéáíõóìÜ�ùí á êáé âiii) ë (á× â) = (ëá)× â = á× (ëâ) ìå ë ∈ ℜ,iv á× (â× ã) = â× (ã× á) = ã× (á× â) = 0 (�áõ�ü�ç�á �ïõ Jaobi).Ó�ï åîù�åñéêü ãéíüìåíï äåí éó÷ýåé ç ðñïóå�áéñéó�éêÞ éäéü�ç�á êáé ï íüìïò�çò äéáãñáöÞò.�åùìå�ñéêÝò éäéü�ç�åòi) áí �á äéáíýóìá�á åßíáé óõããñáììéêÜ, �ü�å �ï åîù�åñéêü �ïõò ãéíüìåíïéóïý�áé ìå �ï ìçäåíéêü äéÜíõóìá êáé áí�ßó�ñïöá - âëÝðå êáé Ïñéóìü 4.1- 9.ii) Áí �á äéáíýóìá�á á êáé â Ý÷ïõí êïéíÞ áñ÷Þ, �ü�å �ï ìÝ�ñï �ïõ åîù�åñéêïýãéíïìÝíïõ �ïõò éóïý�áé ìå �ï åìâáäüí �ïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ, ðïõïñßæïõí �á á êáé â.iii) Ï üãêïò V �ïõ ðáñáëëçëåðéðÝäïõ ìå áêìÝò �á äéáíýóìá�á á, â êáé ãéóïý�áé ìå V = |á · (â× ã)| :Ôï ãéíüìåíïá · (â× ã) = â · (ã× á) = ã · (á× â) (4.1 - 13)



10 Äéáíõóìá�éêÝò Óõíáñ�Þóåéò Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòåßíáé ãíùó�ü óáí ìåéê�ü ãéíüìåíï (triple produt) êáé óõìâïëßæå�áéìå (á;â;ã).Õðïëïãéóìüò óõíáñ�Þóåé �ùí óõí�å�áãìÝíùíÁí á = á1i + á2j + á3k êáé â = â1i + â2j + â3k åßíáé äýï ìç ìçäåíéêÜäéáíýóìá�á, �ü�å, åðåéäÞ �á ìïíáäéáßá äéáíýóìá�á i, j êáé k åßíáé áíÜ äýïêÜèå�á ìå�áîý �ïõò êáé óýìöùíá ìå �ïí Ïñéóìü 4.1 - 9 åßíáéi× j = k j× k = i k× i = jj× i = −k k× j = −i i× k = −ji× i = 0 j× j = 0 k× k = 0; (4.1 - 14)ðñïêýð�åé ìå áíÜëïãïõò ìå �ï åóù�åñéêü ãéíüìåíï õðïëïãéóìïýò ü�éá× â = (á1i+ á2j+ á3k)× (â1i+ â2j+ â3k) = â1 (á1i+ á2j+ á3k)× i
+â2 (á1i+ á2j+ á3k)× j+ â3 (á1i+ á2j+ á3k)× k

= â1 (á1 i× i+ á2 j× i+ á3 k× i) + â2 (á1 i× j+ á2 j× j+ á3k× j)
+â3 (á1 i× k+ á2 j× k+ á3 k× k) ;äçëáäÞá× â = (á2â3 − á3â2) i− (á1â3 − á3â1) j+ (á1â2 − á2â1)k: (4.1 - 15)Ç (4:1 − 15) ãñÜöå�áé ìå ìïñöÞ ïñßæïõóáò 3çò �Üîçò ùò åîÞò:á× â =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

i j ká1 á2 á3â1 â2 â3 ∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

: (4.1 - 16)Õðåíèõìßæå�áé ü�é �ï áíÜð�õãìá ìéáò ïñßæïõóáò 2çò �Üîçò åßíáé
∣
∣
∣
∣
∣
∣

á1 á2â1 â2 ∣
∣
∣
∣
∣
∣

= á1â2 − á2â1; (4.1 - 17)åíþ ç (4:1 − 16), ü�áí áíáð�õ÷èåß ùò ðñïò �á ó�ïé÷åßá �çò 1çò ãñáììÞòäéáãñÜöïí�áò êÜèå öïñÜ �ç ãñáììÞ êáé �ç ó�Þëç �ïõ ó�ïé÷åßïõ ðïõ èåùñåß�áé



ÅéóáãùãéêÝò Ýííïéåò 11êáé ïñßæïí�áò �çí ïñßæïõóá 2çò �Üîçò ðïõ ðñïêýð�åé áðü �á áñéó�åñÜ ðñïò �áäåîéÜ, ãñÜöå�áéá× â =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

i j ká1 á2 á3â1 â2 â3 ∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(4.1 - 18)
=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

á2 á3â2 â3 ∣
∣
∣
∣
∣
∣

i− ∣
∣
∣
∣
∣
∣

á1 á3â1 â3 ∣
∣
∣
∣
∣
∣

j+ ∣
∣
∣
∣
∣
∣

á1 á2â1 â2 ∣
∣
∣
∣
∣
∣

k
= (á2â3 − á3â2) i− (á1â3 − á3â1) j+ (á1â2 − á2â1)k:Óçìåéþóåéò 4.1 - 1i) Ç ïñßæïõóá õðïëïãéóìïý �ïõ åîù�åñéêïý ãéíïìÝíïõ åßíáé ðÜí�ï�å 3çò�Üîçò, äçëáäÞ �çò ìïñöÞò (4:1 − 16).ii) ¼�áí �á äéáíýóìá�á á; â åßíáé óõíåðßðåäá, äçëáäÞ á = á1i + á2j êáéâ = â1i+ â2j, �ü�å óýìöùíá ìå �çí (4:1 − 16) åßíáéá× â =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

i j ká1 á2 0â1 â2 0

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

= (á1â2 − á2â1)k; (4.1 - 19)äçëáäÞ Ýíá äéÜíõóìá êÜèå�ï ó�ï åðßðåäï �ùí á; â - ðåñßð�ùóç (ii) �ïõÏñéóìïý 4.1 - 9.�áñÜäåéãìá 4.1 - 3¸ó�ù �á äéáíýóìá�á á = i−2 j+k êáé â = 2 i+j+k. Æç�åß�áé íá õðïëïãéó�åß�ï ìÝ�ñï �ïõ á× â.Ëýóç. Óýìöùíá ìå �çí (4:1− 18) åßíáéá× â =

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

i j k
1 −2 1

2 1 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

=

∣
∣
∣
∣
∣
∣

−2 1

1 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

i− ∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 1

2 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

j+ ∣
∣
∣
∣
∣
∣

1 −2

2 1

∣
∣
∣
∣
∣
∣

k
= (−2− 1) i− (1− 2) j+ (1 + 4)k = −3 i+ j+ 5k:



12 Äéáíõóìá�éêÝò Óõíáñ�Þóåéò Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò¢ñá |á× â | = √

(−3)2 + 12 + 52 =
√
35 ≈ 5:91608.Óçìåßùóç 4.1 - 1Áðïäåéêíýå�áé ü�é, áí á = á (á1; á2; á3), â = â (â1; â2; â3) êáé ã = ã (ã1; ã2; ã3),�ü�å �ï ìåéê�ü ãéíüìåíü �ïõò õðïëïãßæå�áé ùò åîÞò:

(á;â;ã) = ∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

á1 á2 á3â1 â2 â3ã1 ã2 ã3 ∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

: (4.1 - 20)Ï õðïëïãéóìüò �ïõ åóù�åñéêïý êáé �ïõ åîù�åñéêïý ãéíïìÝíïõ ìå �ïMATH-EMATICA ãßíå�áé ùò åîÞò: Ýó�ù x = (x1; x2; x3) êáé y = (y1; y2; y3). Ôü�åDot[{x_1,x_2,x_3},{y_1,y_2,y_3}℄ åóù�åñéêüCross[{x_1,x_2,x_3},{y_1,y_2,y_3}℄ åîù�åñéêüÏñéóìüò �çò äéáíõóìá�éêÞò óõíÜñ�çóçòÕðåíèõìßæå�áé ï ïñéóìüò �çò ðñáãìá�éêÞò óõíÜñ�çóçò ìéáò ðñáãìá�éêÞò ìå�áâëç�Þò,ðïõ ãéá åõêïëßá ó�ç óõíÝ÷åéá èá ëÝãå�áé åðßóçò êáé âáèìù�Þ óõíÜñ�çóç.Ïñéóìüò 4.1 - 10 (óõíÜñ�çóçò). ¸ó�ù D êáé T äýï �õ÷üí�á ìç êåíÜõðïóýíïëá �ïõ ℜ. Ôü�å ëÝãå�áé óõíÜñ�çóç ìå ðåäßï ïñéóìïý �ï D êáé ðåäßï�éìþí �ï T , ìßá ìïíïóÞìáí�ç áðåéêüíéóç, Ýó�ù f , �ïõ óõíüëïõ D ó�ï T ,äçëáäÞ D ∋ x −→ y = f(x) ∈ T (4.1 - 21)Þ óõí�ïìü�åñá óõíÜñ�çóç f |D ìå ðåäßï �éìþí T Þ êáé óõíÜñ�çóç f(x), x ∈ Dìå �éìÝò ó�ï T .Ç ó÷Ýóç y = f(x), ðïõ éó÷ýåé ãéá êÜèå x ∈ D, ïñßæåé �ïí �ýðï �çò óõíÜñ�çóçò,�ï ãñÜììá x �çí áíåîÜñ�ç�ç ìå�áâëç�Þ ó�ï D, åíþ �ï y �çí åîáñ�çìÝíçìå�áâëç�Þ ó�ï T . Ôü�å ï �ýðïò �çò óõíÜñ�çóçò åêöñÜæåé �ïí �ñüðï ìå �ïíïðïßï óõíäÝïí�áé ïé ìå�áâëç�Ýò y êáé x. ÅðïìÝíùò ç óõíÜñ�çóç f(x) =x2 ìå ðåäßï ïñéóìïý D = ℜ, èá áðåéêïíßæåé �á ó�ïé÷åßá 1; 3; 5; : : : ó�á
12; 32; 52; : : : ; ê.ëð.



ÅéóáãùãéêÝò Ýííïéåò 13�åíéêåýïí�áò �ïí ðáñáðÜíù ðáñÜäåéãìá èåùñïýìå ü�é åßíáé äõíá�üí íáïñéó�åß åðßóçò ìéá ìïíïóÞìáí�ç áðåéêüíéóç (óõíÜñ�çóç) �ùí ó�ïé÷åßùí 1; : : :,3,: : :, 5, : : : ó�á
(

12; 13) ; : : : ; (32; 33) ; : : : ; (52; 53) ; : : : (4.1 - 22)�ïõ ÷þñïõ ℜ×ℜ = ℜ2,áí�ßó�ïé÷á ó�á
(

12; 13; 1) ; : : : ; (32; 33; 3) ; : : : ; (52; 53; 5) ; : : : (4.1 - 23)�ïõ ℜ × ℜ × ℜ = ℜ3. Ôü�å ï �ýðïò �çò óõíÜñ�çóçò ãéá �á ó�ïé÷åßá (4:1 −
22) ðñÝðåé íá åßíáé �çò ìïñöÞò (x2; x3), åíþ ãéá �á (4:1 − 22) �çò ìïñöÞò
(x2; x3; x), ü�áí x ∈ ℜ. ¸÷ïí�áò �þñá õð' üøéí êáé �éò ó÷Ýóåéò (4:1−2)-(4:1−
3) �á ðáñáðÜíù ó�ïé÷åßá åßíáé äõíá�üí íá èåùñçèïýí óáí ïé óõíéó�þóåòáí�ßó�ïé÷ùí äéáíõóìÜ�ùí, äçëáäÞ �ùí

12 i+ 13 j; : : : ; áí�ßó�ïé÷á 12 i+ 13 j+ k; : : : ;ïðü�å ï áí�ßó�ïé÷ïò �ýðïò �çò óõíÜñ�çóçò, ðïõ ëÝãå�áé ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þäéáíõóìá�éêÞ óõíÜñ�çóç ìéáò ìå�áâëç�Þò, èá Ý÷åé �ç ìïñöÞF(x) = F (x2; x3) = x2 i+ x3 j; áí�ßó�ïé÷áF(x) = F (x2; x3; x) = x2 i+ x3 j+ xk; (4.1 - 24)ü�áí x ∈ ℜ.Ó�éò óõíáñ�Þóåéò �ïõ åßäïõò áõ�ïý ÷ñçóéìïðïéåß�áé óõíÞèùò ó�ï óõìâïëéóìü�çò ìå�áâëç�Þò �ï ãñÜììá t - ðïõ óõíÞèùò ðáñéó�Üíåé �ï ÷ñüíï - áí�ß �ïõ x.Äßíå�áé ó�ç óõíÝ÷åéá ï ïñéóìüò �çò äéáíõóìá�éêÞò óõíÜñ�çóçò.Ïñéóìüò 4.1 - 11 (äéáíõóìá�éêÞ óõíÜñ�çóç). ¸ó�ù D ⊆ ℜ êáé T ⊆
ℜ 2, áí�ßó�ïé÷á T ⊆ ℜ 3 äýï �õ÷áßá ìç êåíÜ óýíïëá. Ôü�å ïñßæå�áé óáíäéáíõóìá�éêÞ óõíÜñ�çóç (vetor funtion Þ vetor-valued funtion) ìéáò ìå�áâëç�Þòìå ðåäßï ïñéóìïý �ï D êáé ðåäßï �éìþí �ï T , ìßá ìïíïóÞìáí�ç áðåéêüíéóç,Ýó�ù F, �ïõ óõíüëïõ D ó�ï T , äçëáäÞD ∋ t −→ F(t) = y = 〈f1(t); f2(t)〉 ∈ T ⊆ ℜ 2;áí�ßó�ïé÷á (4.1 - 25)

〈f1(t); f2(t); f3(t)〉 ∈ T ⊆ ℜ 3



14 Äéáíõóìá�éêÝò Óõíáñ�Þóåéò Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòüðïõ êÜèå fi(t) ìå i = 1; 2, áí�ßó�ïé÷á i = 1; 2; 3 åßíáé ìßá óõíÜñ�çóç ìåìå�áâëç�Þ t, ðïõ ëÝãå�áé óõíéó�þóá (argument)6 �çò F.Óýìöùíá ìå �ïí Ïñéóìü 4.1 - 11, áí Oxy åßíáé Ýíá ïñèïãþíéï óýó�çìááîüíùí �ïõ ÷þñïõ �ùí 2-äéáó�Üóåùí, áí�ßó�ïé÷á Oxyz �ïõ ÷þñïõ �ùí 3-äéáó�Üóåùí, �ü�å ç F åêöñÜæå�áé ó�éò ðåñéð�þóåéò áõ�Ýò óõíáñ�Þóåé �ùíóõíéó�ùóþí ùò åîÞò:F(t) = f1(t)i+ f2(t)j; áí�ßó�ïé÷áF(t) = f1(t)i+ f2(t)j+ f3(t)k; (4.1 - 26)ü�áí i, j êáé k �á ìïíáäéáßá äéáíýóìá�á êá�Ü ìÞêïò �ùí áîüíùí 0x, 0y êáé
0z áí�ßó�ïé÷á.Óçìåéþóåéò 4.1 - 2i) Ï ðñïóäéïñéóìüò �ïõ ðåäßïõ ïñéóìïý D �çò F äåí äéáöÝñåé áðü åêåßíïí�çò óõíÜñ�çóçò f(x), åöüóïí �åëéêÜ óõíåðÜãå�áé �ïí õðïëïãéóìü �ùíðåäßùí ïñéóìïý êÜèå ìéáò óõíéó�þóáò7 êáé ó�ç óõíÝ÷åéá �ùí êïéíþí�ïõò óçìåßùí.�áñÜäåéãìá 4.1 - 4¸ó�ù ç äéáíõóìá�éêÞ óõíÜñ�çóçF(t) = √t cos t i+ sin t j (Ó÷. 4:1− 6):Ôü�å f1(t) = √t cos t ìå ðåäßï ïñéóìïý D1 = [0;+∞) êáé f2(t) = sin tìå ðåäßï ïñéóìïý D2 = ℜ. ¢ñá �ï ðåäßï ïñéóìïý D �çò F åßíáé D =D1 ∩D2 = [0;+∞).6�ïëëÝò öïñÝò, ü�áí áðáé�åß�áé, ÷ñçóéìïðïéåß�áé êáé ç ðáñÜó�áóç �ùí óõíéó�ùóþí ìåðßíáêá äéÜíõóìá, äçëáäÞD ∋ t −→ F(t) = y = [f1(t); f2(t)]⊤ ∈ T ⊆ ℜ 2;áí�ßó�ïé÷á

[f1(t); f2(t); f3(t)]⊤ ∈ T ⊆ ℜ 3:ÂëÝðå âéâëéïãñáößá êáé Á. ÌðñÜ�óïò [2℄ Êåö. 3.7�ïõ åßíáé ç Þäç ãíùó�Þ ó�ïí áíáãíþó�ç óõíÜñ�çóç ìéá ðñáãìá�éêÞò ìå�áâëç�Þò.
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-0.4 -0.2 0.2 0.4 0.6
t

0.2

0.4
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Ó÷Þìá 4.1 - 6: �áñÜäåéãìá 4.1 - 4: ç êáìðýëç ìå ðáñáìå�ñéêÞ åîßóùóçF(t) = √t cos t i+ sin t j, ü�áí t ∈ [0; 3�=5]ii) Ç ïñéáêÞ �éìÞ õðïëïãßæå�áé üìïéá áðü �çí ïñéáêÞ �éìÞ �ùí óõíéó�ùóþíóõíáñ�Þóåùí ùò åîÞò:
limt→ t0 F(t) = limt→ t0 f1(t) i+ limt→ t0 f2(t) j áí�ßó�ïé÷á (4.1 - 27)
limt→ t0 F(t) = limt→ t0 f1(t) i+ limt→ t0 f2(t) j+ limt→ t0 f3(t)k;ü�áí t0 ∈ D ⊆ ℜ.�áñÜäåéãìá 4.1 - 5¸ó�ù ç äéáíõóìá�éêÞ óõíÜñ�çóçF(t) = (

3− 2t2) i+ et j+ cos t− 1t k:Ôü�å, áí t0 = 0, óýìöùíá ìå �çí (4:1 − 27) Ý÷ïõìå
limt→ 0

F(t) = limt→ 0

(

3− 2t2) i+ limt→ 0
et j+ limt→ 0

De L'Hôspital
︷ ︸︸ ︷

cos t− 1t k
= 3 i+ j+ limt→ 0

− sin t
1

k = 3 i+ j+ 0k = 3 i+ j:



16 Äéáíõóìá�éêÝò Óõíáñ�Þóåéò Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòiii) Ç óõíÝ÷åéá óå Ýíá óçìåßï t0 ∈ D ïñßæå�áé áðü �ç óõíèÞêç
limt→ t0 F(t) = F (t0) ; (4.1 - 28)ü�áí ï õðïëïãéóìüò �ïõ lim t→ t0 F(t) ãßíå�áé áðü �çí (4:1− 27).�áñÜäåéãìá 4.1 - 6¸ó�ù ç äéáíõóìá�éêÞ óõíÜñ�çóçF(t) = ln

(

9− t2) i+ j
2− t +√

1 + tk:�ñïöáíþò êÜèå óõíéó�þóá åßíáé óõíå÷Þò ó�ï ðåäßï ïñéóìïý �çò, ïðü�åç F(t) èá åßíáé óõíå÷Þò ó�ï êïéíü ðåäßï ïñéóìïý �ùí, Ýó�ù D, üðïõðñïöáíþò èá éó÷ýåé ç (4:1 − 28). Ôü�å, åðåéäÞ ç f1(t) = ln
(

9− t2)Ý÷åé ðåäßï ïñéóìïý �ï D1 = (−3; 3), ç f2(t) = 1
2−t �ï D2 = (−∞; 2) ∪

(2;+∞) êáé ç f3(t) =
√
1 + t �ï D3 = [−1;+∞), ðñÝðåé D = D1 ∩D2 ∩D3 = [−1; 2) ∪ (2; 3).4.2 �áñáìå�ñéêÞ ðáñÜó�áóç êáìðõëþíÏ ãíùó�üò ìÝ÷ñé �þñá ðñïóäéïñéóìüò �çò áíáëõ�éêÞò åîßóùóçò ìéáò êáìðýëçò,Ýó�ù C, ó�ï ÷þñï ℜ 2, áí�ßó�ïé÷á ℜ 3 ìå êáñ�åóéáíÝò óõí�å�áãìÝíåò, äçëáäÞóå óýó�çìá óõí�å�áãìÝíùí Oxy �ïõ ÷þñïõ �ùí 2-äéáó�Üóåùí, áí�ßó�ïé÷áOxyz �ïõ ÷þñïõ �ùí 3-äéáó�Üóåùí, ðïëëÝò öïñÝò äçìéïõñãåß äõóêïëßåò ó�ïíõðïëïãéóìü äéáöüñùí öõóéêþí ìåãåèþí, üðùò áõ�ü öáßíå�áé ó�ï ðáñáêÜ�ùðáñÜäåéãìá.�éá íá áí�éìå�ùðéó�ïýí ïé äõóêïëßåò áõ�Ýò áíáæç�åß�áé Ýíáò Üëëïò �ñüðïòðåñéãñáöÞò �çò åîßóùóçò �çò ðáñáðÜíù êáìðýëçò C. Õðåíèõìßæå�áé ó�ïóçìåßï ü�é:Óçìåßùóç 4.2 - 1¸íá õëéêü óçìåßï êéíïýìåíï ó�ï ÷þñï êáé Ý÷ïí�áò Ýíá âáèìü åëåõèåñßáòäéáãñÜöåé ãåíéêÜ ìßá êáìðýëç ãñáììÞ, åíþ ü�áí Ý÷åé äýï âáèìïýò åëåõèåñßáòìéá åðéöÜíåéá.



�áñáìå�ñéêÞ ðáñÜó�áóç êáìðõëþí 17¸ó�ù �þñá ü�é æç�åß�áé ï ðñïóäéïñéóìüò �çò åîßóùóçò ìéáò êáìðýëçò C�ïõ ℜ 3. Áí Oxyz åßíáé Ýíá ïñèïãþíéï óýó�çìá áîüíùí êáé M0 (x0; y0; z0)�õ÷üí óçìåßï �çò êáìðýëçò C, �ü�å ó�ï óçìåßï áõ�ü áí�éó�ïé÷åß áêñéâþò ÝíáäéÜíõóìá èÝóçò, Ýó�ù r0, üðïõr0 = x0 i+ y0 j+ z0 k (4.2 - 1)êáé áí�ßó�ñïöá ó�ï r0 áí�éó�ïé÷åß �ï óçìåßï M0 (x0; y0; z0). ¼ìïéá óå ÝíáÜëëï óçìåßï M1 (x1; y1; z1) �çò C èá áí�éó�ïé÷åß �ï äéÜíõóìá èÝóçòr1 = x1 i+ y1 j+ z1 k (4.2 - 2)êáé ãåíéêÜ ó�ï �õ÷üí óçìåßï M (x; y; z), �ïr = x i+ y j+ z k: (4.2 - 3)¸÷ïí�áò õð' üøéí êáé �ïí Ïñéóìü 4.1 - 11 �á äéáíýóìá�á r0 ó�çí (4:2 − 1),r1 ó�çí (4:2 − 2) êáé ãåíéêÜ r ó�çí (4:2 − 3) åßíáé äõíá�üí íá èåùñçèïýíóáí ïé �éìÝò ìéáò êá�Üëëçëçò äéáíõóìá�éêÞò óõíÜñ�çóçò, Ýó�ù r(t), ü�áít ∈ [á; â], ìå �çí Ýííïéá ü�é, áí t = t0, �ü�å ç r (t) = r (t0) èá éóïý�áé ìå �çí
(4:2 − 1) (Ó÷. 4.2 - 1), áí t = t1, ç r (t) = r (t1) ìå �çí (4:2 − 2) êáé ãåíéêÜáí t = t, ç r (t) ìå �çí (4:2 − 3). Ç áíáëõ�éêÞ Ýêöñáóç �çò äéáíõóìá�éêÞòóõíÜñ�çóçò r(t) åßíáér(t) = x(t) i+ y(t) j+ z(t)k ìå t ∈ [á; â] ⊂ ℜ: (4.2 - 4)Ç (4:2−4) èá ëÝãå�áé �ü�å ü�é ïñßæåé �çí ðáñáìå�ñéêÞ åîßóùóç �çò êáìðýëçòC ìå ðáñÜìå�ñï t.Ìå üìïéïí �ñüðï ïñßæå�áé ç ðáñáìå�ñéêÞ åîßóùóç ìéáò åðßðåäçò êáìðýëçòC ùò r(t) = x(t) i+ y(t) j ìå t ∈ [á; â]: (4.2 - 5)Ïé ðáñáìå�ñéêÝò åîéóþóåéò �ùí êáìðõëþí Ý÷ïõí ìåãÜëç åöáñìïãÞ ó�ç ÖõóéêÞ,êõñßùò ü�áí ç ðáñÜìå�ñïò t óõìâïëßæåé �ï ÷ñüíï.Äßíïí�áé ó�ç óõíÝ÷åéá ïñéóìÝíåò ðáñáìå�ñéêÝò ðáñáó�Üóåéò ÷ñÞóéìùíêáìðõëþí áðáñáß�ç�ùí ãéá �á åðüìåíá ìáèÞìá�á.
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Ó÷Þìá 4.2 - 1: ðáñáìå�ñéêÞ ðáñÜó�áóç êáìðõëþí

Ó÷Þìá 4.2 - 2: ðáñáìå�ñéêÞ ðáñÜó�áóç åõèåßáò



�áñáìå�ñéêÞ ðáñÜó�áóç êáìðõëþí 19ÅõèåßáÁí M åßíáé Ýíá �õ÷üí óçìåßï �çò åõèåßáò (Ó÷. 4.2 - 2) ðïõ äéÝñ÷å�áé áðü�á óçìåßá M1 (x1; y1; z1) êáé M2 (x2; y2; z2), �ü�å, åðåéäÞ M1M2 = r − r0,áðïäåéêíýå�áé ü�é ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ åßíáé8r(t) = t r+ (1− t) r0; ü�áí t ∈ ℜ: (4.2 - 6)Ç (4:2 − 6) ïñßæåé �çí ðáñáìå�ñéêÞ åîßóùóç �çò åõèåßáò ðïõ äéÝñ÷å�áéáðü �á óçìåßá M1 êáé M2. ×ñçóéìïðïéþí�áò �éò áíáëõ�éêÝò åêöñÜóåéò r1 =x1i+ y1j+ z1k êáé r2 = x2i+ y2j+ z2k, ç (4:2 − 6) �åëéêÜ ãñÜöå�áér(t) = [tx2 + (1− t)x1] i+ [ty2 + (1− t)y1] j
+ [tz2 + (1− t)z1] k; ü�áí t ∈ ℜ: (4.2 - 7)Óçìåßùóç 4.2 - 2Ç (4:2 − 7), åéäéêÜ ü�áí t ∈ [0; 1], ïñßæåé �çí ðáñáìå�ñéêÞ åîßóùóç �ùíóçìåßùí �ïõ åõèýãñáììïõ �ìÞìá�ïò M1M2.�áñÜäåéãìá 4.2 - 1Íá õðïëïãéó�åß ç ðáñáìå�ñéêÞ åîßóùóç �ïõ åõèýãñáììïõ �ìÞìá�ïò M1M2,ü�áí M1 = (1; 2; 0) êáé M2(2; 4; 3) (Ó÷.4.2 - 3).Ëýóç. Óýìöùíá ìå �çí (4:2− 7) êáé �çí �áñá�Þñçóç 4.2 - 2 åßíáér(t) = (1 + t) i+ 2(1 + t) j+ 3t k; ü�áí t ∈ [0; 1]:

�åñéöÝñåéá êýêëïõ¸ó�ù áñ÷éêÜ ü�é �ï êÝí�ñï �ïõ êýêëïõ óõìðßð�åé ìå �çí áñ÷Þ �ùí áîüíùí.Ôü�å ç åîßóùóç �ùí óçìåßùí �çò ðåñéöÝñåéáò åßíáéx2 + y2 = R2:8ÂëÝðå âéâëéïãñáößá êáé âéâëßï Á. ÌðñÜ�óïò [2℄ Êåö. 1.
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Ó÷Þìá 4.2 - 3: �áñÜäåéãìá 4.2 - 1: ðáñáìå�ñéêÞ ðáñÜó�áóç �ïõ åõèýãñáììïõ�ìÞìá�ïò M1M2ÈÝ�ïí�áò x = R cos t êáéy = R sin t;Ý÷ïõìå �çí ðáñáêÜ�ù ðáñáìå�ñéêÞ åîßóùóçr(t) = R cos t i+R sin t j ìå t ∈ [0; 2�): (4.2 - 8)Áí �ï êÝí�ñï �ïõ êýêëïõ åßíáé �ï óçìåßï (á; â), �ü�å ç åîßóùóç �ùí óçìåßùí�çò ðåñéöÝñåéáò åßíáé
(x− á)2 + (y − â)2 = R2;ïðü�å ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ Ý÷ïõìå óáí ðáñáìå�ñéêÞ åîßóùóç �çír(t) = (á +R cos t) i+ (â +R sin t) j ìå t ∈ [0; 2�): (4.2 - 9)



�áñáìå�ñéêÞ ðáñÜó�áóç êáìðõëþí 21¸ëëåéøç¼ìïéá ãéá �çí Ýëëåéøç ìå åîßóùóçx2á2 +
y2â2 = 1Ý÷ïõìå óáí ðáñáìå�ñéêÞ åîßóùóç �çír(t) = á cos ti+ â sin t j ìå t ∈ [0; 2�): (4.2 - 10)�áñáâïëÞÁí ç åîßóùóç �çò ðáñáâïëÞò åßíáéy = áx2;�ü�å ìßá ðáñáìå�ñéêÞ åîßóùóÞ �çò ðñïêýð�åé èÝ�ïí�áò x = t, ïðü�å y = á t2êáé êá�Ü óõíÝðåéá r(t) = t i+ á t2 j ìå t ∈ ℜ: (4.2 - 11)Óçìåéþóåéò 4.2 - 1i) Áí åßíáé ãíùó�Þ ç åîßóùóç �çò êáìðýëçò óå êáñ�åóéáíÝò óõí�å�áãìÝíåò,�ü�å ïé óõí�å�áãìÝíåò �çò ðáñáìå�ñéêÞò åîßóùóçò ðïõ èá ðñïóäéïñéó�åß,ðñÝðåé íá åðáëçèåýïõí �çí áñ÷éêÞ åîßóùóç �çò êáìðýëçò.ii) Áðü �çí ðáñáìå�ñéêÞ åîßóùóç �çò êáìðýëçò åßíáé äõíá�üí íá ðñïóäéïñéó�åßç áí�ßó�ïé÷ç åîßóùóç óå êáñ�åóéáíÝò óõí�å�áãìÝíåò, èÝ�ïí�áò x =x(t), y = y(t) êáé z = z(t) êáé áðáëåßöïí�áò �çí ðáñÜìå�ñï t, åöüóïíáõ�ü åßíáé äõíá�üí.�áñÜäåéãìá 4.2 - 2¸ó�ù ç êáìðýëç ðïõ äßíå�áé ìå ðáñáìå�ñéêÞ åîßóùóç ùòr(t) = (1 + cos t)i+ (2 + sin t)j ìå t ∈ [0; �]:ÈÝ�ïí�áò x = 1 + cos t, y = 2 + sin t, ïðü�å x − 1 = cos t, y − 2 = sin têáé áðáëåßöïí�áò �çí ðáñÜìå�ñï t, ðñïêýð�åé ü�é ç åîßóùóç óå êáñ�åóéáíÝòóõí�å�áãìÝíåò åßíáé (x − 1)2 + (y − 2)2 = 1. ÅðåéäÞ t ∈ [0; �] ðñüêåé�áé ãéá�ï Üíù ìÝñïò �çò ðåñéöÝñåéáò, ðïõ Ý÷åé êÝí�ñï �ï óçìåßï (1; 2) êáé áê�ßíá 1.



22 Äéáíõóìá�éêÝò Óõíáñ�Þóåéò Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò4.3 �áñÜãùãïò äéáíõóìá�éêÞò óõíÜñ�çóçòÓýìöùíá ìå �ïí Ïñéóìü 4.1 - 11 êáé �çí (4:1− 27) ç ìÝ÷ñé �þñá Þäç ãíùó�ÞÝííïéá �çò ðáñáãþãïõ ðñáãìá�éêÞ óõíÜñ�çóçò ìéáò ðñáãìá�éêÞò ìå�áâëç�Þòåðåê�åßíå�áé êáé ó�çí ðåñßð�ùóç �ùí äéáíõóìá�éêþí óõíáñ�Þóåùí ùò åîÞò:Ïñéóìüò 4.3 - 1 ¸ó�ù F(t) ìßá äéáíõóìá�éêÞ óõíÜñ�çóç ìå ðåäßï ïñéóìïý�ï óýíïëï D = (á; â) ⊆ ℜ êáé óçìåßï t0 ∈ D. Ôü�å ç äéáíõóìá�éêÞóõíÜñ�çóç G(t) = F(t)− F (t0)t− t0 (4.3 - 1)Ý÷åé Ýííïéá ãéá êÜèå t ∈ D−{t0} êáé ïñßæåé �ï óõí�åëåó�Þ ìå�áâïëÞò �çòóõíÜñ�çóçò F ó�ï óçìåßï t0. Ïñßæå�áé óáí 1çò �Üîçò ðáñÜãùãïò �çò Fó�ï t0 êáé óõìâïëßæå�áé ìå F′ (t0) ç �éìÞ �ïõ ïñßïõF′ (t0) = limt→ t0 F(t)− F (t0)t− t0 ; (4.3 - 2)Þ éóïäýíáìá F′ (t0) = limÄt→ 0

F (t0 +Ät)− F (t0)Ät ; (4.3 - 3)ü�áí áõ�ü õðÜñ÷åé.H F′ (t0) åßíáé ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ äéÜíõóìá.Áí ç F′ (t0) õðÜñ÷åé ãéá êÜèå t0 ∈ D, �ü�å ïñßæå�áé ç 1çò �Üîçò ðáñÜãùãïò�çò F ó�ï D êáé óõìâïëßæå�áé ìåF′(t) = dF(t)d t :H F′ (t) åßíáé äéáíõóìá�éêÞ óõíÜñ�çóç.¼ìïéá ïñßæå�áé ç ðáñÜãùãïò �çò F′(t) ðïõ ëÝãå�áé 2çò �Üîçò ðáñÜãùãïò�çò F ó�ï D êáé óõìâïëßæå�áé ìåF′′(t) = d 2F(t)d t2êáé åðáãùãéêÜ ç í-�Üîçò ðáñÜãùãïò ùòF(�)(t) = d �F(t)dt � =
dd t [d �−1F(t)dt �−1

] ãéá êÜèå � = 2; 3; : : : : (4.3 - 4)



�áñÜãùãïò äéáíõóìá�éêÞò óõíÜñ�çóçò 23ÅéäéêÜ ïñßæå�áé ü�é F(0)(t) = F(t).Áí �þñá Oxy, áí�ßó�ïé÷á Oxyz åßíáé Ýíá ïñèïãþíéï óýó�çìá áîüíùí,�ü�å óýìöùíá ìå �çí (4:1− 26) åßíáéF(t) = f1(t) i+ f2(t) j; áí�ßó�ïé÷áF(t) = f1(t) i+ f2(t) j+ f3(t)k ãéá êÜèå t ∈ D: (4.3 - 5)Áðïäåéêíýå�áé ü�é:�ñü�áóç 4.3 - 1. Ç F èá Ý÷åé ðñþ�çò �Üîçò ðáñÜãùãï ó�ï D �ü�å êáéìüíï, ü�áí õðÜñ÷ïõí ó�ï D ïé ðáñÜãùãïé �ùí óõíáñ�Þóåùí f1(t), f2(t) êáéf3(t). Ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ éó÷ýåéF′(t) = f ′1(t) i+ f ′2(t) j; áí�ßó�ïé÷áF′(t) = f ′1(t) i+ f ′2(t) j+ f ′3(t)k ãéá êÜèå t ∈ D: (4.3 - 6)
Êáíüíåò ðáñáãþãéóçò¸ó�ù ïé äéáíõóìá�éêÝò óõíáñ�Þóåéò F, G êáé W ìå êïéíü ðåäßï ïñéóìïý Dêáé ðáñáãùãßóéìåò ó�ï D. Ôü�å, áí ö åßíáé ìßá ðñáãìá�éêÞ óõíÜñ�çóç ìåðåäßï ïñéóìïý üìïéá �ï D, áðïäåéêíýå�áé ü�é éó÷ýïõí ïé ðáñáêÜ�ù êáíüíåòðáñáãþãéóçòi) Áí F =  ó�áèåñÜ, �ü�å F′ = 0ii) (F+G)′ = F′ +G′iii) (kF)′ = kF′ ü�áí k ó�áèåñÜiv) (F ·G)′ = F′ ·G+ F ·G′v) (F×G)′ = F′ ×G+ F×G′vi) (öF)′ = ö′F+ öF′ ü�áí ö âáèìù�Þ óõíÜñ�çóçvii) (F ·G×W)′ = F ·G×W′ + F ·G′ ×W + F′ ·G×Wviii) [F× (G×W)]′ = F× (G×W′) + F× (G′ ×W) + F′ × (G×W).Ïé éäéü�ç�åò (ii)-(iv) ãåíéêåýïí�áé ãéá �-�ï ðëÞèïò óõíáñ�Þóåéò.



24 Äéáíõóìá�éêÝò Óõíáñ�Þóåéò Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò�áñÜäåéãìá 4.3 - 1¸ó�ù ç äéáíõóìá�éêÞ óõíÜñ�çóçF(t) = cos t i+ sin2 t j+ tk:Ôü�å óýìöùíá ìå �çí �ñü�áóç 4.3 - 1 êáé �ïõò ãíùó�ïýò �ýðïõò ðáñáãþãéóçòóýíèå�ùí óõíáñ�Þóåùí (�ßíáêáò 4.3 - 1) åßíáéF′(t) = (cos t)′ i+ (

sin2 t)′ j+ t′ k = − sin t i+ sin 2t
︷ ︸︸ ︷

2 sin t cos t j+ k;F′′(t) = −(sin t)′ i+ (sin 2t)′ j+ 0k = − cos t i+ 2 cos 2t j; ê.ëð.�áñÜäåéãìá 4.3 - 2¼ìïéá, Ýó�ù ïé äéáíõóìá�éêÝò óõíáñ�ÞóåéòF(t) = t i+ 2 j êáé G(t) = t3 i+ t j:Ôü�å óýìöùíá ìå �ïí êáíüíá ðáñáãþãéóçò (iv) åßíáé
(F ·G)′ = F′ ·G+ F ·G′

= (i+ 0 j) · (t3 i+ t j)+ (t i+ 2 j) · (3 t2 i+ j)
=

(

1 · t3 + 0 · t)+
(t · 3 t2 + 2 · 1

)

= 4 t3 + 2:9
9Áðáãïñåýå�áé ç áíáäçìïóßåõóç Þ áíáðáñáãùãÞ �ïõ ðáñüí�ïò ó�ï óýíïëü �ïõ Þ�ìçìÜ�ùí �ïõ ÷ùñßò �ç ãñáð�Þ Üäåéá �ïõ Êáè. Á. ÌðñÜ�óïõ.E-mail: bratsos�teiath.gr URL: http://users.teiath.gr/bratsos/
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�ßíáêáò 4.3 - 1: ðáñáãþãùí �ùí êõñéü�åñùí óýíèå�ùí óõíáñ�Þóåùíá / á ÓõíÜñ�çóç �áñÜãùãïò1 fa(x) af ′(x)fa−1(x)2 ef(x) f ′(x)ef(x)3 ln f(x) f ′(x)f(x)4 sin f(x) f ′(x) cos f(x)5 cos f(x) −f ′(x) sin f(x)6 tan f(x) f ′(x)

cos2 f(x)7 cot f(x) − f ′(x)
sin2 f(x)8 tan−1 f(x) f ′(x)

1 + f2(x)9 sin−1 f(x) f ′(x)
√

1− f2(x)10 cos−1 f(x) − f ′(x)
√

1− f2(x)11 sinh f(x) f ′(x) cosh f(x)12 cosh f(x) f ′(x) sinh f(x)13 tanh f(x) f ′(x)
cosh2 f(x) = f ′(x) [1− tanh2 f(x)]14 coth f(x) − f ′(x)
sinh2 f(x) = f ′(x) [1− oth2f(x)]
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• http://eom.springer.de/
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Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα 

Τεχνολογικό Εκπαιδευτικό Ίδρυμα Αθήνας 

Τέλος Ενότητας 
 
 
 

Χρηματοδότηση 
 

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του εκπαιδευτικού 
έργου του διδάσκοντα. 

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο ΤΕΙ Αθήνας» έχει χρηματοδοτήσει 
μόνο τη αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.  

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράμματος «Εκπαίδευση 
και Δια Βίου Μάθηση» και συγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση 
(Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόρους. 
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Σημειώματα 

Σημείωμα Αναφοράς 

Copyright ΤΕΙ Αθήνας, Αθανάσιος Μπράτσος, 2014. Αθανάσιος Μπράτσος. «Μαθηματικά ΙΙΙ. 

Ενότητα 4: Διανυσματικές Συναρτήσεις μιας Μεταβλητής». Έκδοση: 1.0. Αθήνα 2014. 

Διαθέσιμο από τη δικτυακή διεύθυνση: ocp.teiath.gr. 

 

Σημείωμα Αδειοδότησης 

Το παρόν υλικό διατίθεται με τους όρους της άδειας χρήσης Creative Commons Αναφορά, 

Μη Εμπορική Χρήση Παρόμοια Διανομή 4.0 [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση.   

Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. φωτογραφίες, διαγράμματα κ.λ.π.,  τα οποία 

εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται μαζί με τους όρους χρήσης τους στο 

«Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων». 

 

[1] http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/  

Ως Μη Εμπορική ορίζεται η χρήση: 

 που δεν περιλαμβάνει άμεσο ή έμμεσο οικονομικό όφελος από την χρήση του 

έργου, για το διανομέα του έργου και αδειοδόχο 

 που δεν περιλαμβάνει οικονομική συναλλαγή ως προϋπόθεση για τη χρήση ή 

πρόσβαση στο έργο 

 που δεν προσπορίζει στο διανομέα του έργου και αδειοδόχο έμμεσο οικονομικό 

όφελος (π.χ. διαφημίσεις) από την προβολή του έργου σε διαδικτυακό τόπο 

Ο δικαιούχος μπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να χρησιμοποιεί το έργο 

για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 

Διατήρηση Σημειωμάτων 

 Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 

συμπεριλαμβάνει: 

 Το Σημείωμα Αναφοράς 

 Το Σημείωμα Αδειοδότησης 

 Τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων  

 Το Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) μαζί με τους 

συνοδευόμενους υπερσυνδέσμους. 

 

https://ocp.teiath.gr/
file:///C:/Users/pantelis/Downloads/[1] http:/creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
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