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[bookmark: _Toc438480002] Εισαγωγή
Ένα πρόβλημα βελτιστοποίησης συνίσταται στην εύρεση ενός συνόλου μεταβλητών, συνδεδεμένων μεταξύ τους με περιορισμούς (υπόδειγμα), το οποίο δίνει μια ακραία τιμή σ’ ένα κριτήριο.
Η επίλυση ενός τέτοιου προβλήματος χρειάζεται τις τεχνικές της βελτιστοποίησης, οι οποίες μπορούν να ταξινομηθούν από:
· Το πεδίο στο οποίο οι μεταβλητές αριστοποίησης είναι ορισμένες.
· Από τη φύση και το τύπο του κριτηρίου.
· Από τη φύση και το τύπο των περιορισμών.
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[bookmark: _Toc438480003]  Γραμμικός Προγραμματισμός
Μέθοδος Simplex
Η μέθοδος Simplex είναι ένας αλγόριθμος που χρησιμοποιείται για την επίλυση προβλημάτων της μορφής:
Να ευρεθεί η μέγιστη τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης 
  που υπόκειται στους εξής περιορισμούς:
			(k = 1, 2, ......., n1)   και
			(k = n1+1,.......,n)
Οι άγνωστες μεταβλητές Xi μπορούν να είναι περιορισμένες  ή χωρίς περιορισμούς (Xi<>0).
Το πρόβλημα της ελαχιστοποίησης λύνεται αν θέσουμε -Ζ = min.
Θέτοντας επίσης n1=0, ο αλγόριθμος μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την επίλυση γραμμικών εξισώσεων.
Παρακάτω θα δοθούν τα βήματα του αλγόριθμου για να μπορεί να προγραμματισθεί στην περίπτωση που κάποιος δεν έχει τη δυνατότητα να έχει στη βιβλιοθήκη του υπολογιστή το έτοιμο πρόγραμμα της Simplex.

Περιγραφή του αλγορίθμου
Για δυο μεταβλητές χρειαζόμαστε δυο tableau και ένα αρχικό. Αρχίζοντας τη καταχώρηση θέτουμε τους συντελεστές της αντικείμενης συνάρτησης στη γραμμή 0 ενώ οι άλλες ακολουθούν αριθμητικά 1, 2, 3. Συμπληρωματικά τα κενά με 0 ή 1.
1. Ψάχνουμε για τον μικρότερο (αρνητικό) αριθμό στη γραμμή 0 της αντικειμενικής συνάρτησης. Αυτή λέγεται στήλη κλειδί και προσδιορίζουμε τη βασική μεταβλητή που θα κινηθεί στη θέση της μη βασικής που αντιστοιχεί.
2. Υπολογίζουμε τα πηλίκα των σταθερών όρων με τους συντελεστές της στήλης κλειδί. Το μικρότερο πηλίκο καθορίζει τη γραμμή κλειδί. Ο αριθμός που βρίσκεται στη διασταύρωση αυτής της γραμμής και στήλης αποτελεί τον αριθμό κλειδί.
3. Διαιρούμε όλους τους αριθμούς της γραμμής κλειδί με τον αριθμό κλειδί και τα γράφουμε από κάτω στην πρόσθετη γραμμή του tableau. Αυτή είναι η κύρια γραμμή κλειδί.
4. Πολλαπλασιάζουμε τη κύρια γραμμή με τους αντίθετους συντελεστές της στήλης κλειδί. Γράφουμε τα τελικά αποτελέσματα αυτού του πολλαπλασιασμού σε βοηθητικό χώρο.
5. Προσθέτουμε τα πιο πάνω εργαζόμενα με την αντίστοιχη γραμμή και καταγράφουμε σε δεύτερο tableau. Συμπληρώνουμε την κύρια γραμμή στην αρχική της θέση και έτσι έχουμε το πρώτο μετά το αρχικό tableau.
6. Επαναλαμβάνουμε τα βήματα 2, 3, 4, 5 ξεκινώντας τη δεύτερη επαναληπτική διαδικασία. Το tableau που θα έχει όλους τους συντελεστές θετικούς δίνει τη τελική λύση.
Στην περίπτωση που υπάρχει έτοιμο στη βιβλιοθήκη το πρόγραμμα της Simplex. Ο χρήστης πρέπει να δώσει το εξής πρόγραμμα (main program) με υπορουτίνα τη Simplex.
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[bookmark: _Toc438480004]  Μη Γραμμικός Προγραμματισμός
α) Αλγόριθμος της γενικευμένης Simplex
Ο αλγόριθμος της γενικευμένης Simplex προτάθηκε από τους Nelder και Mead και είναι ο ακόλουθος.
Έστω ότι θέλουμε να βρούμε το ελάχιστο μιας συνάρτησης n μεταβλητών. Αρχικά παίρνουμε (n+1) τυχαία σημεία xi στο n-διάστατο αυτό χώρο των n μεταβλητών. Αν yi είναι οι τιμές της συνάρτησης στα σημεία xi θα έχουμε κάποια ανώτερη τιμή yh = max(yi) που αντιστοιχεί στο σημείο xh, και κάποια κατώτερη τιμη yl = min(yi) που αντιστοιχεί στο σημείο xl.
Στη συνέχεια ο αλγόριθμος οδηγεί στην διαδοχική αντικατάσταση του σημείου xh, με σημείο όπου παίρνει διαρκώς μικρότερη τιμή.
Ο τρόπος εύρεσης των νέων αυτών σημείων είναι ο εξής:
Υπολογίζεται το κέντρο βάρους μεταξύ των xj με  καθώς και η απόσταση (xixj) μεταξύ των xi και xj. 
Το νέο σημείο  x* βρίσκεται από την <ανάκλαση> του xh ως προς το x σύμφωνα με τη σχέση:
 όπου a συντελεστής ανάκλασης, με a>0.
Γεωμετρικά η θέση του x* παριστάνεται στο Σχήμα 2.



[bookmark: _Toc438480007]Σχήμα 2. Γεωμετρική παράσταση των σημείων
Η απόσταση του x* από το  είναι  
Αν η τιμή της συνάρτησης σ’ αυτό το σημείο βρίσκεται μεταξύ των yh και yl, το σημείο είναι δεκτό, αντικαθιστά το xh και επαναλαμβάνεται ο υπολογισμός σύμφωνα με την Simplex.
Αν y*<yl, δηλ. η ανάκλαση έδωσε ένα νέο ελάχιστο, επεκτείνουμε το x* στο x** σύμφωνα με τη σχέση: 

Ο συντελεστής επέκτασης y, που είναι μεγαλύτερος της μονάδας είναι ο λόγος της απόστασης προς την απόσταση . Αν y**<yl αντικαθιστούμε το xh με x** και ξαναρχίζουμε, αλλά αν x**>yl επεκτεινόμαστε προς λάθος κατεύθυνση και αντικαθιστούμε το xh με x* πριν ξαναρχίσουμε.
Αν ανακλώντας το x στο x* βρούμε ότι y*>yi για όλα τα  , τότε ορίζουμε ένα νέο xh που μπορεί να είναι το παλαιό xh ή το x*, ανάλογα με το ποιο έχει τη μικρότερη τιμή y και δημιουργούμε τις 
Ο συντελεστής συστολής β βρίσκεται μεταξύ 0 και 1 και είναι ο λόγος . Τότε δεχόμαστε το x** για yh και ξαναρχίζουμε, εκτός εάν y**>min(yh,y*), δηλ. το σημείο συστολής είναι χειρότερο από το καλύτερο μεταξύ των xh και x*. Σε μια τέτοια συστολή, αντικαθιστούμε όλα τα xi με (xi+xl)/2 και ξαναρχίζουμε.
Από την παραπάνω περιγραφή της συμπεραίνουμε ότι η Simplex τεχνική είναι μια έξυπνη τεχνική αναζήτησης του ελάχιστου, ικανή να επιλύσει συναρτήσεις που παρουσιάζουν ασυνέχεια στην κλίση (gradient) και συναρτήσεις που η αναλυτική τους έκφραση δεν είναι γνωστή όπως στη δική μας περίπτωση η συνάρτηση κόστους τριών μεταβλητών.
Ο αλγόριθμος της δίνεται στο Σχήμα 3.
 


[bookmark: _Toc438480008]Σχήμα 3. Διάγραμμα ροής της Simplex

β)  Τροποποιημένος αλγόριθμος βαθύτατης κατάδυσης
Οι τεχνικές επίλυσης που στηρίζονται στη κλίση στηρίζονται στην επόμενη σχέση:

όπου xj είναι η παλιά τιμή του x, xj+1 η νέα τιμή του    είναι η κλίση (gradient) του Z και  είναι το μήκος του βήματος. Οι διάφορες μέθοδοι διαφέρουν στον τρόπο που βρίσκονται τα g και λ στο σημείο x = xj. 
Η αλληλουχία των βημάτων υπολογισμού δίνεται στο Σχήμα 4. και επεξηγείται παρακάτω.


[bookmark: _Toc438480009]Σχήμα 4. Διάγραμμα ροής του τροποποιημένου αλγόριθμου 
βαθύτατης κατάδυσης του Polak

Σύμφωνα με τον παραπάνω αλγόριθμο τα βήματα είναι τα εξής:
Βήμα 0:	Δίνονται αρχικές συνθήκες
Βήμα 1:	Υπολογίζεται το διάνυσμα διεύθυνσης hj (ταυτόσημο του -gj)
Βήμα 2:	Ελέγχεται αν το επόμενο σημείο που παράγεται με την προσέγγιση ε στην διεύθυνση του hj ελαττώνει την τιμή της συνάρτησης. Αν όχι θέτει ε = ε/2 έτσι ώστε να μην προσπεράσει το σημείο αυτό και επιστρέψει στο 1ο βήμα.
Βήμα 3:	Υπολογίζει το μήκος βήματος .
Βήμα 4:	Ελέγχει αν το νέο σημείο που βρέθηκε με το παρακάτω μήκος βήματος είναι πολύ κοντά στο σημείο xj στο οποίο η συνάρτηση ελαχιστοποιείται. Αν όχι, προχωρεί στην επόμενη επανάληψη.
Ο Υπολογιστής του βήματος (λj) μπορεί να γίνει λεπτομερέστερα με μια από τις εξής δύο μεθόδους:  Α) τη μέθοδο του Polak και Β) τη μέθοδο του Armijio.
Α) 	Η Τεχνική που δίνει ο Polak στον αλγόριθμο του με τον υπολογισμό του βήματος περιγράφεται στο Σχήμα 5.β και το Σχήμα 5.α δίνει τη γεωμετρική του παράσταση.



[bookmark: _Toc438480010]Σχήμα 5α. Διάγραμμα ροής του τροποποιημένου αλγόριθμου 
βαθύτατης κατάδυσης του Polak
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[bookmark: _Toc438480011]Σχήμα 5β. Διάγραμμα ροής του αλγόριθμου (Α)


Β)	Στο Σχήμα 6.α δίνεται ο αλγόριθμος του Armijio και η γεωμετρική του παράσταση φαίνεται στο Σχήμα 6.6.β.
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[bookmark: _Toc438480013]Σχήμα 6β. Διάγραμμα ροής του αλγόριθμου του Armijio
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Η conjugate gradient method μπορεί να χρησιμοποιηθεί για την επίλυση ενός συστήματος γραμμικών αλγεβρικών εξισώσεων:
Ax = K  	(1)
όπου Α είναι ένας NxN πίνακας συντελεστών, x είναι ένα Nx1 διάνυσμα των αγνώστων και k είναι να Νx1 διάνυσμα σταθερών. Η μέθοδος δίνει μια λύση εφ’ όσον υπάρχει. Ο βασικός αλγόριθμος της μεθόδου έχει σαν υπόθεση ότι ο πίνακας Α είναι θετικός και συμμετρικός. Αλλά η μέθοδος μπορεί να επεκταθεί και στη περίπτωση όπου ο Α είναι ένας οποιοσδήποτε πίνακας. Και οι δύο περιπτώσεις δίνονται παρακάτω στον αλγόριθμο. 
Η μέθοδος είναι μια επαναληπτική μέθοδος Ν βημάτων.
Ο αλγόριθμος μπορεί να δώσει ικανοποιητικές προσεγγίσεις ως προς τη λύση για ένα δεδομένα γραμμικό σύστημα. Η λύση δίνεται μετά από Μ επαναλήψεις όπου Μ Ν.
Τα πλεονεκτήματα της μεθόδου είναι:
α) 	Απλές υπολογιστικές διαδικασίες
β) 	Η δυνατότητα διατήρησης του αρχικού πίνακα των συντελεστών
γ) 	Η υπεροχή της μεθόδου στις προσεγγιστικές λύσεις με την έννοια ότι είναι πολύ κοντά στην πραγματική λύση.

Υπολογιστική Μέθοδος
Αν Α παριστάνει έναν συμμετρικό και θετικά ορισμένο πίνακα, x το άνυσμα των αγνώστων και h είναι το άνυσμα της λύσης στο σύστημα Αx = k.
Τότε h = C0P0 + C1P1 + ... + CN-1 PN-1
όπου P, ανύσματα. Αν υπολογίσουμε τα {Ci} μπορούμε να φτάσουμε στη λύση h
Ισχύει (Ah, Pi) = (K, Pi) = Ci(APi, Pi)
ή     

Ο υπολογιστής της παραπάνω εξίσωσης μπορεί να περιγραφεί με την Παρακάτω επαναληπτική μέθοδο:

 , όπου 
Αν τώρα θεωρήσουμε  μια αρχική προσέγγιση της λύσης οι παρακάτω σχέσεις θα οδηγήσουν στην επίλυση της (1).
	(2)
		(3)
		(4)
		(5)
			(6)
	(7)
Αν αντί των (3) και (6) χρησιμοποιήσουμε τις σχέσεις:


θα οδηγηθούμε με μεγαλύτερη ακρίβεια, εις βάρος όμως υπολογιστικού κόστους. Η εκλογή εξαρτάται από τις απαιτήσεις μας.
Στην περίπτωση που ο πίνακας Α δεν είναι θετικά ορισμένος και συμμετρικός ισχύουν οι σχέσεις:
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Περιγραφή του διαγράμματος ροής
1. Ο μετρητής i τίθεται = 0. Το αρχικό άνυσμα τίθεται ίσο με xi. Το αρχικό άνυσμα υπολοίπου υπολογίζεται μπαίνει στις θέσεις των Γi και Pi.
2. Το άνυσμα APi που προκύπτει υπολογίζεται και μπαίνει σε προσωρινή μεταβλητή. Υπολογίζεται το εσωτερικό γινόμενο (βαθμού το μέγεθος)
λi = (Pi, APi) 
3. Υπολογίζεται η παράσταση αi.
4. Υπολογίζεται η επόμενη προσέγγιση για το άνυσμα επίλυσης Xi+1
5. Αν i έφθασε τη τιμή Ν-1, το πρόβλημα τελείωσε και το Xi είναι το ζητούμενο άνυσμα. Αλλιώς συνεχίζουμε με το άνυσμα 6. (Τέλος της διαδικασίας μπορεί επίσης να βασισθεί στην επιθυμητή ακρίβεια της τελευταίας προσέγγισης όπως φαίνεται από τη πολύ μικρή τιμή του Γi. Σ’ αυτή την περίπτωση, το τεστ θα γίνονταν μετά το 10ο βήμα). 
6. Υπολογίζεται το επόμενο άνυσμα υπολοίπου.
7. Υπολογίζεται το Βi.
8. Υπολογίζεται το επόμενο μέρος του συζυγούς. 
9. Αυξάνεται ο δείκτης i προκειμένου ν’ αρχίσει η επόμενη επανάληψη.
10. Το μέγεθος του ανύσματος υπόλοιπου υπολογίζεται και τυπώνεται ώστε να δούμε το πόσο καλή είναι η προσέγγιση.

Υπόδειξη προγραμματισμού
Θα μπορούσαν να χρησιμοποιηθούν υπορουτίνες για τις παρακάτω επιμέρους πράξεις.
SR1:	Υπορουτίνα για το εσωτερικό γινόμενο δύο ανυσμάτων. Το αποτέλεσμα βαθμωτό μέγεθος μπορείτε να το θέσετε double precision.
SR2:	Πολλαπλασιασμός πίνακα επί άνυσμα.
SR3:	Άθροισμα και διαφορά δύο ανυσμάτων.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 
Να επιλυθεί το σύστημα:
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· που δεν περιλαμβάνει άμεσο ή έμμεσο οικονομικό όφελος από την χρήση του έργου, για το διανομέα του έργου και αδειοδόχο
· που δεν περιλαμβάνει οικονομική συναλλαγή ως προϋπόθεση για τη χρήση ή πρόσβαση στο έργο
· που δεν προσπορίζει στο διανομέα του έργου και αδειοδόχο έμμεσο οικονομικό όφελος (π.χ. διαφημίσεις) από την προβολή του έργου σε διαδικτυακό τόπο
Ο δικαιούχος μπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να χρησιμοποιεί το έργο για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί.
Διατήρηση Σημειωμάτων
· Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να συμπεριλαμβάνει:
· Το Σημείωμα Αναφοράς
· Το Σημείωμα Αδειοδότησης
· Τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων 
· Το Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) μαζί με τους συνοδευόμενους υπερσυνδέσμους.
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