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[bookmark: _Toc438480106]Θεωρία συνόλων - Κλασσικά και ασαφή σύνολα
Η θεωρία ασαφών συνόλων αναπτύσσεται σ’ αυτό το κεφάλαιο σε σύγκριση με τις έννοιες και τις πράξεις των κλασσικών συνόλων. Τα ασαφή σύνολα θα φανεί ότι περιέχουν τη πλειονότητα των ορισμών, εννοιών και αξιωμάτων που ορίζονται στα κλασσικά σύνολα. Στη πραγματικότητα, πολύ λίγες διαφορές υπάρχουν  μεταξύ των δύο θεωριών. 
Η θεωρία ασαφών συνόλων είναι στην πραγματικότητα μία ευρύτερη θεωρία από την τρέχουσα κλασσική θεωρία συνόλων. Η θεωρία ασαφών συνόλων θεωρεί έναν άπειρο αριθμό «βαθμού μέλους» σε ένα σύνολο, σε αντίθεση με την κλασσική θεωρία που θεωρεί τις κανονικοποιημένες τιμές 0 και 1. Με αυτή την έννοια, κάποιος θα μπορούσε να επιχειρηματολογήσει ότι τα κλασσικά σύνολα είναι περιορισμένα σε σχέση με τα ασαφή.
Κατά συνέπεια, ένα ασαφές σύνολο μπορεί να ορισθεί σαν μια συλλογή στοιχείων στο κόσμο (universe) της πληροφορίας όπου το όριο του συνόλου που περιέχεται στο κόσμο είναι αμφίβολο, συζητήσιμο και έτσι κι αλλιώς ασαφές. 
Για εκπαιδευτικούς λόγους θα δοθούν πρώτα τα στοιχεία της κλασσικής θεωρίας συνόλων.
[bookmark: _Toc438480107]Κλασσικά σύνολα

Ορίζουμε ως Χ το σύνολο των αντικειμένων με τα ίδια χαρακτηριστικά , ονομαζόμενο κόσμος (universe), του οποίου τα μεμονωμένα στοιχεία δηλώνονται με x. Τα στοιχεία του κόσμου μπορεί να είναι διακριτά και πεπερασμένα ή συνεχή και άπειρα. Ορίζουμε επίσης τον πληθικό αριθμό (cardinality number)  nx , σαν τον ολικό αριθμό των στοιχείων  στο Χ. Ένα σύνολο Α αποτελείται από συλλογές κάποιων στοιχείων στο Χ, το σύνολο Α είναι ένα υποσύνολο του κόσμου Χ. Επιπλέον, έχουμε τις επόμενες δηλώσεις:
x  X → το x ανήκει στο X
x  A → το x ανήκει στο A
x  A → το x δεν ανήκει στο A


Για σύνολα Α και Β του Χ, επίσης έχουμε:
Α  Β → το Α περιέχεται στο Β
→ x A, τότε το x  Β
Α  Β → το Α περιέχεται πλήρως στο Β
Α = Β → Α  Β και Β  Α
Ορίζουμε το μηδενικό σύνολο, , σαν το σύνολο που δεν περιέχει στοιχεία, και ολόκληρο το σύνολο Χ, όπως το σύνολο όλων των στοιχείων του κόσμου. Όλα τα υποσύνολα του Χ συνιστούν ένα ειδικό σύνολο ονομαζόμενο το δυναμοσύνολο (power set) P(X). Για παράδειγμα , στον επόμενο κόσμο Χ, το δυναμοσύνολο είναι απαριθμησιμο. 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 
Έχουμε έναν κόσμο που αποτελείται από τρία στοιχεία Χ = {a,b,c}, και ο πληθικός αριθμός είναι nx =3. Το δυναμοσύνολο είναι:
P(x) = { , {a}, {b}, {c}, {a,b}, {a,c}, {b,c}, {a,b,c}}
Ο πληθικός αριθμός του δυναμοσυνόλου δηλώνεται np(X), και υπολογίζεται από τον παρακάτω τύπο:
 nP(X) =2 nx = 23 = 8
Ο πληθικός αριθμός του κόσμου είναι αόριστος, όταν πληθικός αριθμός του δυναμοσυνόλου είναι αόριστο.
Δηλαδή: Αν nx =  → np(X) = .

1.1. [bookmark: _Toc438480108]Πράξεις επί των συνόλων 
Έστω Α και Β τα δύο σύνολα του κόσμου Χ. Η ένωση μεταξύ των δύο συνόλων, δηλώνεται με ΑΒ, και αναπαριστά όλα εκείνα τα στοιχεία στο κόσμο που ανήκουν είτε στο σύνολο Α ή στο σύνολο Β. Η τομή των δύο συνόλων, δηλώνεται ΑΒ, και αναπαριστά όλα εκείνα τα στοιχεία που ανήκουν και στα δύο σύνολα Α και Β ταυτόχρονα. Το συμπλήρωμα του συνόλου Α, δηλώνεται , και ορίζεται σαν το σύνολο όλων των στοιχείων του κόσμου που δεν ανήκουν στο σύνολο Α. Η διαφορά του συνόλου Α ως προς το Β δηλώνεται Α\Β, ορίζεται σαν το σύνολο των στοιχείων στο κόσμο Χ που ανήκουν στο Α και δεν ανήκουν ταυτόχρονα στο Β. Έτσι έχουμε:
Ένωση:  ΑΒ = {x/x  A ή x  Β}
Τομή: ΑΒ ={ x/x  A και x  Β}
Συμπλήρωμα: = {x/x  A, x  Χ}
Διαφορά:	 Α\Β = { x/x  A και x  Β}
Οι τέσσερις πράξεις  απεικονίζονται παρακάτω στα διαγράμματα Venn.




[bookmark: _Toc438480124]Διάγραμμα 1. Venn (Ένωση – Τομή)
1.2. [bookmark: _Toc438480109]Ιδιότητες των συνόλων
Ορισμένες ιδιότητες των συνόλων πρέπει να αναφερθούν διότι επιδρούν στις μαθηματικές πράξεις των συνόλων. Οι πιο αντιπροσωπευτικές ιδιότητες που δείχνουν την ομοιότητα των κλασσικών συνόλων με τα ασαφή σύνολα είναι.
Αντιμεταθετική: ΑB = BA  και AB = BA
Προσεταιριστική:  Α (ΒC) =(AB) C και A (ΒC) =(AB) C


		
[bookmark: _Toc438480125]Διάγραμμα 2. Venn (Συμπλήρωμα – Διαφορά)

Επιμεριστική: Α ( ΒC) = (AB)  (AC) και A (ΒC) =( AB)  (AC)
Ισοδυναμίες: ΑΑ = Α και AΑ = Α
Ταυτότητες: Α  = Α και AΧ = Α και A =  και ΑΧ = Χ
Μεταθετικότητα: Αν ΑΒC, τότε ΑC
Αναίρεση:  = Α
Δύο ειδικές ιδιότητες για τις πράξεις των συνόλων είναι ο νόμος του εξαιρούμενου μέσου και οι νόμοι DeMorgan. Οι νόμοι του εξαιρούμενου μέσου είναι οι μόνες ιδιότητες  απ’ αυτές που περιγράφονται εδώ που δεν ισχύουν και για τα κλασσικά και για τα ασαφή σύνολα, ενώ οι νόμοι του DeMorgan είναι χρήσιμοι στην απόδειξη ταυτολογιών και συγκρούσεων στην λογική, καθώς και για την χρησιμότητα τους σε άλλες πράξεις και αποδείξεις των συνόλων. 
Ο νόμος του εξαιρούμενου μέσου είναι δύο νόμοι, ο πρώτος ονομάζεται ο νόμος του εξαιρούμενου μέσου και πραγματεύεται την ένωση ενός συνόλου Α και του συμπληρώματος του , και ο δεύτερος ονομάζεται νόμος της σύγκρουσης  και αναπαριστά τη τομή ενός συνόλου Α και του συμπληρώματος του. 
Αυτοί οι νόμοι αναφέρονται παρακάτω για δύο σύνολα Α και Β , ενώ οι νόμοι DeMorgan δίνονται και σε διαγράμματα Venn.

Νόμοι του εξαιρούμενου μέσου
Νόμος του εξαιρούμενου μέσου:	Α =Χ
Νόμος της σύγκρουσης:   Α = 
Νόμοι του DeMorgan
 () = 
 ()  =  


			
[bookmark: _Toc438480126]Διάγραμμα 3. Νόμοι του DeMorgan
1.3. [bookmark: _Toc438480110]Απεικόνιση των κλασσικών συνόλων σε συναρτήσεις

Η απεικόνιση είναι ένα θέμα που συνδέει τους τύπους των συνόλων με τις συναρτησιακές αναπαραστάσεις της πληροφορίας. Γενικότερα χρησιμοποιείται για να απεικονίσει στοιχεία ή υποσύνολα ενός κόσμου  σε στοιχεία ή σύνολα ενός άλλου κόσμου.
Έστω ότι X και Y είναι δύο διαφορετικοί κόσμοι πληροφοριών. Αν ένα στοιχείο x περιέχεται στο Χ και αντιστοιχεί σε ένα στοιχείο y που περιέχεται στο Y , αυτό είναι γενικά ο ορισμός μιας απεικόνισης του Χ στο Υ, ή f: X→ Υ. Τότε η χαρακτηριστική συνάρτηση χΑ(x) ορίζεται ως:
χΑ(x) = 
όπου χΑ εκφράζει τη «συμμετοχή» του στοιχείου x στο σύνολο Α. Αυτή η ιδέα της συμμετοχής, είναι μία απεικόνιση του στοιχείου x του κόσμου Χ σε ένα ή δύο στοιχεία του κόσμου Y; στα στοιχεία 1ή 0.
Για οποιοδήποτε σύνολο Α ορισμένο στο κόσμο Χ, υπάρχει μία τιμή-σύνολο, V(A) από την απεικόνιση της χαρακτηριστικής συνάρτησης χ. Κατά σύμβαση, το μηδενικό σύνολο  αντιστοιχεί στη τιμή 0 και όλο το σύνολο Χ αντιστοιχεί στη τιμή μέλους 1.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 
Συνεχίζοντας με το προηγούμενο παράδειγμα του κόσμου των τριών στοιχείων , Χ = {a, b, c}, θέλουμε να απεικονίσουμε τα στοιχεία του δυναμοσυνόλου  του Χ,P(X), σε ένα κόσμο ,Y, που αποτελείται από δύο μόνο στοιχεία (τη χαρακτηριστική συνάρτηση), Y = {0, 1}.
Τα στοιχεία του δυναμοσυνόλου είναι:
P(X) = {, a, b, c, (a, b), (b, c), (a, c), (a, b, c), (a, b, c)}
Τα στοιχεία του συνόλου τιμών V(A) όπως ορίζονται από την απεικόνιση είναι;
V[P(X)] = [{0, 0, 0}, {1, 0, 0}, {0, 1, 0}, {0, 0, 1}, {1, 1, 0}, {0, 1, 1}, {1, 0, 1}, {1, 1, 1}].
Τώρα ορίζουμε δύο σύνολα στο κόσμο Χ, τα σύνολα Α και Β. Η ένωση, η τομή, το συμπλήρωμα, η διαφορά, και η έννοια περιέχεται αυτών των δύο συνόλων σε μορφή συναρτησιακής σχέσης είναι:
Ένωση: ΑΒ → (x) = (x) ∨ (x) = max( (x), (x))
Τομή: ΑΒ→ (x)  = (x) ∧  (x) = min( (x),  (x))
Συμπλήρωμα: Ε  (x) =1 - CA((x)
Για δύο σύνολα του ίδιου κόσμου Α και Β, αν ένα σύνολο (Α) περιέχεται σε ένα άλλο σύνολο (Β) τότε
Εγκλεισμός:  ΑΒ→  (x)   (x)
[bookmark: _Toc438480111]Ασαφή σύνολα
Στα κλασσικά σύνολα η μετάβαση μεταξύ της συμμετοχής και της μη συμμετοχής σε ένα δεδομένο σύνολο για ένα στοιχείο του κόσμου ορίζεται με ακρίβεια. Για ένα στοιχείο σε ένα κόσμο που περιέχει ασαφή σύνολα αυτή η μετάβαση μπορεί να είναι βαθμιαία. Αυτή η μετάβαση ανάμεσα σε διάφορους βαθμούς συμμετοχής μπορεί να θεωρηθεί σαν συμμόρφωση στο γεγονός ότι τα όρια των ασαφών συνόλων  είναι αόριστα και ασαφή. Έτσι, η συμμετοχή ενός στοιχείου από τον κόσμο σ’ αυτό το σύνολο μετριέται από μία συνάρτηση η οποία επιχειρεί να περιγράψει αοριστίες και αμφιβολίες.
Έτσι ένα ασαφές σύνολο είναι ένα σύνολο στοιχείων που έχουν διάφορους βαθμούς συμμετοχής στο σύνολο. Αυτή η θεωρία έρχεται σε αντίθεση με αυτήν στα κλασσικά σύνολα διότι τα μέλη ενός κλασσικού συνόλου δεν θα ήταν μέλη εκτός εάν η συμμετοχή τους ήταν πλήρης σε αυτό το σύνολο (τιμή συμμετοχής 1). Τα στοιχεία ενός ασαφούς συνόλου, ακριβώς επειδή η τιμή της συμμετοχής τους μπορεί να είναι άλλη εκτός από 1, μπορούν να είναι επίσης μέλη άλλων ασαφών συνόλων  του ίδιου κόσμου. 
Τα στοιχεία ενός ασαφούς συνόλου απεικονίζονται στον κόσμο των τιμών συμμετοχής μέσω μιας συναρτησιακής σχέσης. Τα ασαφή σύνολα δηλώνονται με ένα σύμβολο συνόλου κ μία γραμμή από κάτω, π.χ.  θα ήταν το ασαφές σύνολο του A. 
Αυτή η συνάρτηση απεικονίζει στοιχεία ενός ασαφούς συνόλου  σε μία πραγματική τιμή μέσα στο διάστημα 0 έως 1. Αν ένα στοιχείο του κόσμου, έστω x , είναι μέλος ενός ασαφούς συνόλου  τότε αυτή η απεικόνιση δίνεται ως:
 (x) [0, 1]
 = {x,  (x) | xX)
Αυτές οι απεικονίσεις φαίνεται στα παρακάτω σχήματα για τα κλασσικά και τα ασαφή σύνολα αντίστοιχα.


[bookmark: _MON_1434532045]
[bookmark: _Toc438480120]Σχήμα 1. Συνάρτηση συμμετοχής για το σύνολο Α Σχήμα 2. Συνάρτηση συμμετοχής για το σύνολο 
Μια συμβατική σχέση για τα ασαφή σύνολα γνωστή στη βιβλιογραφία όταν ο κόσμος, Χ, είναι διακριτός και ορισμένος, δίνεται παρακάτω για ένα σύνολο .
	
+  + ……… =

	


Όταν ο κόσμος, Χ, είναι συνεχής και αόριστος, το ασαφές σύνολο  δηλώνεται από τη σχέση:
Και στις δύο σχέσεις η γραμμή κλάσματος δεν δηλώνει διαίρεση αλλά ένα όριο. Και στις δύο σχέσεις ο αριθμητής εκφράζει την τιμή συμμετοχής (τιμή μέλους) στο σύνολο  σχετιζόμενο με το στοιχείο του κόσμου όπως αυτό δίνεται στον παρονομαστή των σχέσεων. Στην πρώτη σχέση το σύμβολο του αθροίσματος δεν δηλώνει αλγεβρικό άθροισμα, αλλά ασαφή ένωση, έτσι το σύμβολο «+» δεν είναι το σύμβολο της αλγεβρικής πρόσθεσης αλλά το συναρτησιακό σύμβολο της ένωσης. Στη δεύτερη σχέση, το ολοκλήρωμα, δεν δηλώνει αλγεβρικό ολοκλήρωμα, αλλά ένωση συνόλων για συνεχείς μεταβλητές.


1.4. [bookmark: _Toc438480112]Πράξεις στα ασαφή σύνολα
Έστω τα ασαφή σύνολα , ,  στον κόσμο Χ. Για ένα ορισμένο στοιχείο x του κόσμου, ορίζονται οι παρακάτω πράξεις της ένωσης, τομής, και συμπληρώματος.
, ,  στο Χ
Ένωση		  
Τομή			 
Συμπλήρωμα	 (x)=1 – 
Οποιοδήποτε ασαφές σύνολο   ορισμένο σε έναν κόσμο Χ είναι ένα υποσύνολο αυτού του κόσμου. Επίσης, βάσει ορισμού, όπως ακριβώς και στα κλασσικά σύνολα , η τιμή συμμετοχής (τιμή μέλους) οποιουδήποτε στοιχείου x σε ολόκληρο το σύνολο Χ είναι 1. Το μηδενικό σύνολο και ολόκληρο το σύνολο δεν είναι ασαφή σύνολα. Ο μαθηματικός συμβολισμός αυτών είναι:
 →				 
Τα διαγράμματα Venn προεκτεινόμενα στα ασαφή σύνολα για τις παραπάνω πράξεις είναι: 
 (
x
1
0

A
~
Β
~
)	 (
x
1
0

A
~
Β
~
)
[bookmark: _Toc438480127]Διάγραμμα 4. Ένωση των ασαφών συνόλων    Διάγραμμα 5. Τομή των ασαφών συνόλων 
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)
[bookmark: _Toc438480128]Διάγραμμα 6. Συμπλήρωμα του ασαφούς συνόλου 
Το σύνολο όλων των ασαφών συνόλων και ασαφών υποσυνόλων στο Χ ονομάζεται ασαφές δυναμοσύνολο  (Χ). Είναι προφανές, αφού όλα τα ασαφή σύνολα επικαλύπτονται, ότι ο πληθικός αριθμός του δυναμοσυνόλου είναι αόριστος, έτσι:
Πληθικός αριθμός του  (Χ) →nP(x) = 
Οι νόμοι του DeMorgan που ισχύουν στα κλασσικά σύνολα, ισχύουν και στα ασαφή σύμφωνα με τη παρακάτω μαθηματική διατύπωση.
 =   		 =   	
Όλες οι άλλες πράξεις που ισχύουν στα κλασσικά σύνολα, ισχύουν επίσης και στα ασαφή σύνολα με εξαίρεση τους νόμους του εξαιρουμένου μέσου. Αυτοί οι δύο νόμοι δεν ισχύουν στα ασαφή σύνολα επειδή αυτά επικαλύπτονται και επομένως ένα σύνολο και το συμπλήρωμα του μπορεί να επικαλύπτονται. Οι νόμοι αυτοί επεκτεινόμενοι στα ασαφή σύνολα έχουν τη παρακάτω μαθηματική έκφραση.
			 
Κατ’ επέκταση τα διαγράμματα Venn αυτών των καταστάσεων σε σύγκριση με τους νόμους που ισχύουν στα κλασσικά σύνολα δίνονται παρακάτω.
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[bookmark: _Toc438480133]Διάγραμμα 11. Ασαφές 			Διάγραμμα 12. Ασαφές 
1.5. [bookmark: _Toc438480113]Ιδιότητες των ασαφών συνόλων
Τα ασαφή σύνολα ακολουθούν τις ίδιες ιδιότητες με τα κλασσικά σύνολα. Γι’ αυτό το λόγο αλλά και επειδή οι τιμές μέλους των κλασσικών συνόλων βρίσκονται στο διάστημα [0, 1], τα κλασσικά σύνολα μπορούν να θεωρηθούν σαν ειδική περίπτωση των ασαφών συνόλων. Οι συχνότερα χρησιμοποιούμενες ιδιότητες των ασαφών συνόλων είναι:
Αντιμεταθετική:   	και	
Προσεταιριστική:  και 
  
Επιμεριστική:   και
 
Ισοδυναμία:  		και	  
Ταυτότητα: και   και και 
Μεταθετικότητα: Αν  τότε 
Αναίρεση: 
[bookmark: _Toc438480114]Χαρακτηριστικά της συνάρτησης βαθμού μέλους
Επειδή όλη η πληροφορία που περιέχεται σ’ ένα ασαφές σύνολο περιγράφεται από τη συνάρτηση βαθμού μέλους παρακάτω θα ασχοληθούμε με τους όρους που περιγράφουν τα χαρακτηριστικά αυτής της συνάρτησης. Το παρακάτω σχήμα θα βοηθήσει σ’ αυτή τη περιγραφή.
Ο πυρήνας μιας συνάρτησης βαθμού μέλους για κάποιο ασαφές σύνολο  ορίζεται ως η περιοχή εκείνη που χαρακτηρίζεται από πλήρη συμμετοχή στο σύνολο . Έτσι ο πυρήνας αποτελείται από εκείνα τα στοιχεία του κόσμου, x, με .
Ο φορέας της συνάρτησης βαθμού μέλους για κάποιο ασαφές σύνολο , ορίζεται ως η περιοχή εκείνη του κόσμου που χαρακτηρίζεται από μη μηδενικές συναρτήσεις βαθμού μέλους. Έτσι ο φορέας αποτελείται από εκείνα τα στοιχεία του κόσμου, x, με .
Το σύνορο της συνάρτησης βαθμού μέλους για κάποιο ασαφές σύνολο , ορίζεται ως η περιοχή εκείνη του κόσμου που χαρακτηρίζεται από μη μηδενικές συναρτήσεις βαθμού μέλους, αλλά ούτε πλήρη συνάρτησης βαθμού μέλους.  Έτσι το σύνορο αποτελείται από εκείνα τα στοιχεία του κόσμου, χ, με . Αυτά τα στοιχεία του κόσμου είναι εκείνα με κάποιο «βαθμό» ασάφειας, ή μόνο μερική συμμετοχή στο ασαφές σύνολο . Το παρακάτω σχήμα δείχνει τις αντίστοιχες περιοχές. 
[image: ]
[bookmark: _Toc438480121]Σχήμα 3. Πυρήνας, φορέας και σύνορο ενός ασαφούς συνόλου
Ένα κανονικό είναι εκείνο του οποίου η συνάρτηση βαθμού μέλους έχει τουλάχιστον ένα στοιχείο στον κόσμο, χ, του οποίου η συνάρτηση βαθμού μέλους είναι η μονάδα.  Για ασαφή σύνολα που ένα και μόνο ένα στοιχείο έχει συνάρτηση βαθμού μέλους ίση με 1, αυτό το στοιχείο αναφέρεται σαν «πρότυπο» του συνόλου ή το πρωτότυπο στοιχείο. Το παρακάτω σχήμα δείχνει κανονικά και μη κανονικά ασαφή σύνολα.


	
[bookmark: _Toc438480122]Σχήμα 4. Μη κανονικό σύνολο 	Σχήμα 5. Κανονικό σύνολο
Ένα κυρτό ασαφές σύνολο περιγράφεται από μια συνάρτηση βαθμού μέλους της οποίας οι τιμές είναι μονοτόνως αύξουσες, ή μονοτόνως φθίνουσες. Ή ακόμα μονοτόνως αύξουσες και μετά μονοτόνως φθίνουσες με αυξανόμενες τιμές για στοιχεία του κόσμου. Δηλαδή, αν για όλα τα στοιχεία σε ένα συνεχές ασαφές σύνολο , όπου x<y<z και όπου , τότε το  ονομάζεται κυρτό ασαφές σύνολο.
[image: ]		[image: ]
[bookmark: _Toc438480123]Σχήμα 6.  Κυρτό ασαφές σύνολο			Σχήμα 7. Μη κυρτό ασαφές σύνολο

Πρέπει να σημειωθεί ότι μία ιδιότητα που αφορά δύο κυρτά ασαφή σύνολα  και  είναι ότι η τομή αυτών των δύο κυρτών συνόλων είναι επίσης ένα κυρτό σύνολο , όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα. Δηλαδή για  και  , και τα δύο κυρτά, η  είναι επίσης κυρτό σύνολο.
[image: ]
[bookmark: _Toc438480134]Διάγραμμα 13. Η τομή δύο κυρτών συνόλων
[bookmark: _Toc438480115]Αρχή επέκτασης
Μέχρι εδώ δείξαμε τα χαρακτηριστικά ασαφών συνόλων σε συγκεκριμένο κόσμο. Έστω τώρα ότι υπάρχει μία απεικόνιση μεταξύ στοιχείων, u, ενός κόσμου U, στα στοιχεία y, ενός άλλου κόσμου, V, μέσω μιας συνάρτησης f. Μια αρχή επέκτασης που ανέπτυξε ο Zadeh (1975), και επεξεργάστηκε ο Yager(1986), μας επιτρέπει να επεκτείνουμε το πεδίο μιας συνάρτησης σε ασαφή σύνολα. Έστω ότι η απεικόνιση μπορεί να περιγραφεί ως:
Έστω 
Ορίζεται  ένα ασαφές σύνολο στον κόσμο U, τέτοιο ώστε   και

Η αρχή επέκτασης εισάγει τότε για μια συνάρτηση f που απεικονίζει ένα στοιχείο στο κόσμο U σε ένα κόσμο του κόσμου V ,


Αυτή η απεικόνιση ονομάζεται «ένα - σε - ένα».

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 
Έστω ένα ασαφές σύνολο  ορισμένο στον κόσμο U = [1, 2, 3]. Θέλουμε να απεικονίσουμε στοιχεία αυτού του ασαφούς συνόλου σε έναν άλλο κόσμο V μέσω της συνάρτησης:

Βλέπουμε ότι τα στοιχεία του V είναι, V=[1, 2, 3]. Έτσι υποθέτουμε ότι το ασαφές σύνολο  δίνεται από τη  σχέση:

τότε η ασαφής συνάρτηση βαθμού μέλους για v=f(u)=2u-1 θα ήταν.

Για περιπτώσεις όπου η συναρτησιακή απεικόνιση   απεικονίζει γινόμενα στοιχείων από δύο κόσμους έστω U1 και U2, σε έναν άλλο κόσμο V, και ορίζουμε  σαν ένα ασαφές σύνολο στον Καρτεσιανό χώρο  τότε

όπου  καιείναι οι προβολές της συνάρτησης βαθμού μέλους  από τον καρτεσιανό χώρο  όταν   δεν μπορεί να είναι διακριτή. Αυτή η προβολή εμπεριέχει μια κατάσταση γνωστή σαν «μη διασταυρούμενη» μεταξύ των ξεχωριστών κόσμων, και είναι ανάλογη με την υπόθεση της ανεξαρτησίας που υπάρχει στην θεωρία των πιθανοτήτων η οποία ελαττώνει μια κοινή συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας στο γινόμενο των ξεχωριστών συναρτήσεων πυκνότητας. Στην ασαφή μη διασταυρούμενη περίπτωση την συνάρτηση του ελαχίστου σε αντίθεση με το συναρτησιακό γινόμενο που χρησιμοποιείται στην θεωρία των πιθανοτήτων.

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 
Έστω ότι έχουμε τους ακεραίους 1 έως 10 σαν στοιχεία δύο ταυτόσημων αλλά διαφορετικών κόσμων.
}.
Ορίζουμε επίσης δύο ασαφή σύνολα   και   στους κόσμους U1 και U2 αντίστοιχα.
Ορίζουμε   και
 
τότε το γινόμενο  θα έπρεπε να απεικονίζεται σε έναν ασαφή αριθμό «περίπου 12» που είναι ένα ασαφές σύνολο ορισμένο σ’ ένα κόσμο, έστω V , ακεραίων, V={5,6,...,18,21}, όπως καθορίζονται από την αρχή της επέκτασης.


 
 

Η περιπλοκότητα της αρχής επέκτασης αυξάνει όταν θεωρήσουμε ότι συνδυασμός μεγαλύτερου αριθμού μεταβλητών U1 και U2 απεικονίζονται στην ίδια μεταβλητή του χώρου V. Σ’ αυτή τη περίπτωση παίρνουμε από τον συνδυασμό τις συναρτήσεις βαθμού μέλους με τους μεγαλύτερες τιμές που απεικονίζονται στην ίδια μεταβλητή εξόδου ή την απεικόνιση που δίνεται παρακάτω.
		


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 
Έχουμε δύο ασαφή σύνολα  και  καθένα ορισμένο στον δικό του κόσμο όπως φαίνεται παρακάτω.
 =   και 
Θέλουμε να υπολογίσουμε τις τιμές της συνάρτησης βαθμού μέλους για την απεικόνιση

 

Σ’ αυτή τη περίπτωση η απεικόνιση περιέχει δύο τρόπους γινομένου του  και δύο τρόπους του γινομένου 
[bookmark: _Toc438480116]Κατηγορηματική λογική και ασαφής λογική
Στη κλασσική κατηγορηματική λογική, μία πρόταση , P, είναι μια λεκτική πρόταση που περιέχεται σε έναν κόσμο προτάσεων που μπορούν να ορισθούν σαν αυστηρά αληθείς ή αυστηρά ψευδείς.
Στην ασαφή λογική, μία πρόταση, , περιέχει κάποια θέματα που δεν έχουν σαφώς ορισμένα σύνορα. Λεκτικές προτάσεις που εκφράζουν υποκειμενική πραγματικότητα μεταφράζονται διαφορετικά από διάφορους άλλους και σαφώς περιέχουν ασαφείς προτάσεις. Οι περισσότερες φυσικές γλώσσες είναι ασαφείς αφού περιέχουν αβεβαιότητα και υποκειμενικότητα. Η τιμή αληθείας που μπορεί να δοθεί στη   μπορεί να είναι οποιαδήποτε τιμή στο διάστημα [0,1]. Ο καθορισμός της τιμής αληθείας μιας πρότασης είναι τελικά μια απεικόνιση του διαστήματος [0,1] στο κόσμο U με τιμή αληθείας T.
 
Όπως και στη κλασσική δυαδική λογική, ορίζουμε μια λογική πρόταση σε ένα σύνολο του κόσμου. Οι ασαφείς προτάσεις ορίζονται σε ασαφή σύνολα. Έστω ότι η πρόταση  ορίζεται στο ασαφές σύνολο, τότε η τιμή αληθείας είναι μια πρόταση που δηλώνεται σαν  και δίνεται από τη σχέση:
  όπου 1
Ο βαθμός αληθείας για την πρόταση  :  είναι ίσος με τον βαθμό της συνάρτησης μέλους του  στο.
Οι λογικές συνδέσεις της άρνησης, της διάζευξης, της ένωσης και του συμπεράσματος ισχύουν όπως και στη κλασσική λογική.

1.6. [bookmark: _Toc438480117]Σχέσεις μεταξύ συνόλων 

[bookmark: _Toc438480118]Κλασσικά σύνολα
Το καρτεσιανό γινόμενο δύο κόσμων X και Y ορίζεται ως:

η παραπάνω σχέση συνδυάζει  και  σε ένα διατεταγμένο ζεύγος και μη περιορισμένη σχέση μεταξύ των x και y. Αυτό σημαίνει ότι κάθε στοιχείο του κόσμου Χ σχετίζεται πλήρως με κάθε στοιχείο του κόσμου Y. Η ισχύς αυτής της σχέσης μεταξύ διατεταγμένων ζευγών σε κάθε κόσμο μετριέται από την χαρακτηριστική συνάρτηση, όπου η τιμή 1 απεικονίζει τη «πλήρη σχέση» και η τιμή μηδέν τη «καμμία σχέση». Δίνεται ένα παράδειγμα στο διάγραμμα του Sagital παρακάτω και στους πίνακες που ακολουθούν, όπου οι τιμές 1 στον σχεσιακό πίνακα , δηλώνεται με R, και αντιστοιχεί στα διατεταγμένα ζεύγη που απεικονίζονται στη σχέση.


[bookmark: _Toc438480135]Διάγραμμα 14. Διάγραμμα Sagital
 
Μια πιο γενική σχέση, R, υπάρχει  όταν η σχέση μεταξύ των στοιχείων των δύο κόσμων είναι περιορισμένη. Και εδώ η χαρακτηριστική συνάρτηση χρησιμοποιείται για να προσδιορίσει τιμές της απεικόνιση του χώρου του Καρτεσιανού γινομένου  στις δυαδικές τιμές (0,1).

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 
Σε πολλά βιολογικά μοντέλα, τα μέλη κάποιων συγκεκριμένων ομάδων βιολογικών κατατάξεων μπορούν να αναπαράγουν μόνο με συγκεκριμένα μέλη άλλων βιολογικών ομάδων. Έτσι μόνο κάποια στοιχεία από τους δύο ή περισσότερους κόσμους ζευγαρώνονται. Παρακάτω δίνεται ένα παράδειγμα από δύο μέλη ομάδων βιολογικών κατατάξεων.


Πληθικός αριθμός των σχέσεων
Υποθέτουμε ότι n στοιχεία του κόσμου Χ  σχετίζονται(ζευγαρώνουν) με m στοιχεία του κόσμου Y. Αν ο πληθικός αριθμός του Χ είναι nx και ο πληθικός αριθμός του Y είναι ny, ο πληθικός αριθμός της σχέσεως R, μεταξύ αυτών των δύο κόσμων είναι nx*y= nx* ny. Ο πληθικός αριθμός του δυναμοσυνόλου που περιγράφει τη σχέση, P(X*Y)  είναι τότε =

Πράξεις επί των σχέσεων 
Ορίζουμε σαν R και S σαν δύο ξεχωριστές σχέσεις στον Καρτεσιανό χώρο XxY, ορίζουμε επίσης την μηδενική σχέση και την πλήρη σχέση στους πίνακες Ο και Ε αντίστοιχα. Παράδειγμα ενός 4X4 τύπου των πινάκων Ο και Ε δίνονται παρακάτω.
 		
Ορίζονται οι παρακάτω πράξεις για τις δύο σχέσεις (R,S):
Ένωση: 		
Τομή:			
Συμπλήρωμα:	
Εγκλεισμός:		
Ταυτότητα:		 
Επιπλέον, όλες οι άλλες πράξεις ισχύουν. Οι νόμοι DeMorgan και του εξαιρουμένου τρίτου ισχύουν επίσης. Η μηδενική σχέση, Ε, και η πλήρης σχέση, Ε, είναι ανάλογες με το μηδενικό σύνολο και πλήρες σύνολο της θεωρίας συνόλων.
Έστω τώρα R, μία σχέση που συνδέει ή απεικονίζει στοιχεία από τον κόσμο Χ στον κόσμο Y, και έστω S μία σχέση που συνδέει ή απεικονίζει, στοιχεία από τον κόσμο Y στον κόσμο Z. Θέλουμε μία σχέση Τ, που συνδέει τα ίδια στοιχεία του κόσμου Χ που χειρίζεται η σχέση R, με τα ίδια στοιχεία του κόσμου Z που χειρίζεται η S. 
Τη σχέση αυτή μπορούμε να την πάρουμε με μία πράξη που ονομάζεται σύνθεση. Έτσι για το διάγραμμα του Sagital της προηγούμενης παραγράφου θέλουμε να βρούμε μία σχέση Τ που συνδέει το διατεταγμένο ζεύγος (Χ1, Ζ2). Π.χ ζεύγος


[bookmark: _Toc438480136]Διάγραμμα 15. 
Υπάρχουν δύο γνωστοί τύποι για την πράξη της σύνθεσης, ο ένας ονομάζεται σύνθεση μεγίστου-ελαχίστου και ο άλλος ονομάζεται η σύνθεση του μεγίστου-γινομένου. Η σύνθεση του μεγίστου-ελαχίστου δίνεται από τον τύπο.



και η σύνθεση του μεγίστου-γινομένου δίνεται από την σχέση.



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 
Η έκφραση των παραπάνω σχέσεων μπορεί να βρεθεί με τη πράξη της σύνθεσης του μεγίστου-ελαχίστου. Οι σχέσεις R και S μπορούν να δοθούν όπως παρακάτω.

και	S= 
Η σχέση που προκύπτει θα μπορεί να βρεθεί από τη σύνθεση μεγίστου-ελαχίστου.
T= 


[bookmark: _Toc438480119]Ασαφή σύνολα
Οι ασαφείς σχέσεις απεικονίζουν επίσης στοιχεία ενός κόσμου, έστω Χ, σε στοιχεία ενός άλλου κόσμου, έστω Y, μέσω του Καρτεσιανού γινομένου των δύο κόσμων. Όμως, η «ισχύς» της σχέσης μεταξύ διατεταγμένων ζευγών των δύο κόσμων δεν μετριέται με την χαρακτηριστική εξίσωση, αλλά με μία συνάρτηση βαθμού μέλους εκφράζοντας διάφορους «βαθμούς» της ισχύς της σχέσεις στο διάστημα [0,1]. Έτσι η ασαφής συνάρτηση  είναι μια απεικόνιση από το Καρτεσιανό χώρο XxY στο διάστημα [0,1], όπου η ισχύς της απεικόνισης εκφράζεται από την συνάρτηση βαθμού μέλους της σχέσης για διατεταγμένα ζεύγη από τους δύο κόσμους, ή . 
Πληθικός αριθμός
Αφού ο πληθικός αριθμός των ασαφών συνόλων είναι άπειρος, έτσι και ο πληθικός αριθμός της ασαφούς συνάρτησης μεταξύ δύο ή περισσότερων κόσμων είναι επίσης άπειρος.

Πράξεις επί των σχέσεων
Έστω ,   και   ασαφείς σχέσεις στον Καρτεσιανό χώρο XxY. Ισχύουν οι ακόλουθες πράξεις.
Ένωση:		
Τομή:			
Συμπλήρωμα:	 
Εγκλεισμός:		
Ακριβώς όπως στις κλασσικές σχέσεις όλες οι υπόλοιπες πράξεις ισχύουν και στις ασαφείς σχέσεις. Επιπλέον, οι νόμοι DeMorgan ισχύουν για τις ασαφείς σχέσεις όπως ακριβώς και στις κλασσικές σχέσεις. Η μηδενική σχέση Ο, και η πλήρης σχέση, Ε, είναι ανάλογες με το μηδενικό σύνολο και το ολόκληρο σύνολο, αντίστοιχα. Οι πράξεις που δεν ισχύουν στις ασαφείς σχέσεις, όπως γενικώς στα ασαφή σύνολα, οι νόμοι του εξαιρούμενου τρίτου. Αφού μία ασαφής σχέση  είναι ένα ασαφές σύνολο, υπάρχει επικάλυψη μεταξύ μιας σχέσης και του συμπληρώματος της, έτσι
			
Όπως φαίνεται, οι νόμοι του εξαιρούμενου τρίτου δεν έχουν σαν αποτέλεσμα την μηδενική σχέση, Ο, ή την πλήρη σχέση, Ε.
Επειδή οι ασαφείς σχέσεις γενικά είναι ασαφή σύνολα, μπορούμε να ορίσουμε Το Καρτεσιανό γινόμενο μεταξύ των ασαφών συνόλων. Έστω  ένα ασαφές σύνολο στον κόσμο Χ και  ένα ασαφές σύνολο στον κόσμο Y; το Καρτεσιανό γινόμενο μεταξύ των ασαφών συνόλων  και  θα έχουν σαν αποτέλεσμα μία ασαφή σχέση  ή
  με συνάρτηση βαθμού μέλους,
 = 



ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 
Έστω ότι έχουμε δύο ασαφή σύνολα σε έναν κόσμο,  και , και θέλουμε να βρούμε το ασαφές Καρτεσιανό γινόμενο μεταξύ τους.
Τότε 		  	και 	
Το ασαφές Καρτεσιανό γινόμενο είναι

Η ασαφής σύνθεση μπορεί να ορισθεί ακριβώς όπως ορίζεται στις σχέσεις των κλασσικών συνόλων. Έστω ότι   είναι μία ασαφής σχέση στον Καρτεσιανό χώρο XxY, , είναι μία ασαφής σχέση στον χώρο YxZ, και μία ασαφής σχέση στον  ΧxZ  χώρο. Η ασαφής σύνθεση μεγίστου-ελαχίστου ορίζεται ως:



και η σύνθεση του ασαφούς μεγίστου-γινομένου ορίζεται ως:


ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 
Ας προεκτείνουμε την πληροφορία που περιέχεται στο διάγραμμα του Sagital ώστε να περιέχει την ασαφή σχέση μεταξύ των κόσμων X-Y (που δηλώνεται από την ασαφή σχέση ) και Y-Z (που δηλώνεται από την ασαφή σχέση ). Θεωρούμε τις ακόλουθες ασαφείς σχέσεις:

	και		
Η σχέση που προκύπτει, , και που συνδέει τα στοιχεία του κόσμου Χ με τα στοιχεία του κόσμου Ζ, μπορεί να βρεθεί από τη σύνθεση του μεγίστου-ελαχίστου ως:

Πρέπει να σημειωθεί ότι ούτε στις κλασσικές  ούτε στις ασαφείς συνθέσεις υπάρχουν κόσμοι για τους οποίους ισχύει:


Αυτό ισχύει για όλες τις πράξεις των πινάκων, ασαφείς ή κλασσικές. Ακόμη και για τους τετραγωνικούς πίνακες, η αντιμετάθεση της σύνθεσης δεν είναι δυνατή.




	Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα
Τεχνολογικό Εκπαιδευτικό Ίδρυμα Αθήνας

	Τέλος Ενότητας




	Χρηματοδότηση

· Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του εκπαιδευτικού έργου του διδάσκοντα.
· Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο ΤΕΙ Αθήνας» έχει χρηματοδοτήσει μόνο τη αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού. 
· Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράμματος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και συγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόρους.
[image: Λογότυπο Επιχειρησιακού Προγράμματος Εκπαίδευση και Δια βίου Μάθηση]
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Σημείωμα Αδειοδότησης
Το παρόν υλικό διατίθεται με τους όρους της άδειας χρήσης Creative Commons Αναφορά, Μη Εμπορική Χρήση Παρόμοια Διανομή 4.0 [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση.   Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. φωτογραφίες, διαγράμματα κ.λ.π.,  τα οποία εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται μαζί με τους όρους χρήσης τους στο «Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων».
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[1] http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/ 
Ως Μη Εμπορική ορίζεται η χρήση:
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