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Ορισμός 1 Σύνολο υποστήριξης (support) 
Το σύνολο υποστήριξής ενός ασαφούς συνόλου Α είναι το σύνολο όλων των στοιχείων
x στο ℵ για τα οποία έχουμε 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1
Έστω ότι όλοι οι δυνατοί βαθμοί σε ένα διαγώνισμα είναι . Θεωρούμε τα ασαφή σύνολα Α= "Υψηλή Βαθμολογία", Β= "Μέση Βαθμολογία" και C= "Χαμηλή Βαθμολογία". Οι συναρτήσεις συμμετοχής των παραπάνω ασαφών συνόλων δίνονται στον Πίνακα 1.
[bookmark: _Toc438480211]Πίνακας 1
	Βαθμολογία 
	"Υψηλή 
Βαθμολογία" 
	"Μέση 
Βαθμολογία" 
	"Χαμηλή 
Βαθμολογία" 

	10 
	0 
	0 
	1 

	20 
	0 
	0 
	1 

	30 
	0 
	0.1 
	0.9 

	40 
	0 
	0.5 
	0.7 

	50 
	0.1 
	0.8 
	0.5 

	60 
	0.3 
	1 
	0.3 

	70 
	0.5 
	0.8 
	0.1 

	80 
	0.8 
	0.5 
	0 

	90 
	1 
	0 
	0 

	100 
	1 
	0 
	0 



Από τον Πίνακα 1 προκύπτει ότι 
Support(A)=Support("Υψηλή Βαθμολογία")={ 50,60,70,80,90,100} 
Support(Β)=Support("Μέση Βαθμολογία")={ 30,40,50,60,70,80} 
Support(C)=Support("Χαμηλή Βαθμολογία")={ 10,20,30,40,50,60,70}
Ορισμός 1.2 Κόρος (Core) 
Ο κόρος ενός ασαφούς συνόλου είναι το σύνολο όλων των στοιχείων x στο  για τα οποία έχουμε   
 
O κόρος των ασαφών συνόλων στο Παράδειγμα 2.6 είναι: 
Core(A)=Core("Υψηλή Βαθμολογία")={ 90,100} 
Core(B)=Core("Μέση Βαθμολογία")={ 60 } 
Core(C)=Core("Χαμηλή Βαθμολογία")={ 10,20} 

Ορισμός 1.3 Ύψος ενός ασαφούς συνόλου 
Ύψος ενός ασαφούς συνόλου Α είναι η μέγιστη τιμή τουπου συμβαίνει πάνω σε όλο το

Για το Παράδειγμα 1 έχουμε Height(A)= Height(B)= Height(C)=1. 
Ορισμός 1.4 Κανονικό ασαφές σύνολο (Normal fuzzy sets) 
Ένα ασαφές σύνολο λέγεται κανονικό εάν το ύψος του είναι μονάδα, δηλαδή, Height(Α)=1. Τα κανονικά ασαφή σύνολα έχουν κόρο ένα μη κενό σύνολο. Δηλαδή, μπορούμε πάντα να ανιχνεύσουμε τουλάχιστον μια τιμή του x για την οποία έχουμε 
Όλα τα ασαφή σύνολα του Παραδείγματος 1 είναι κανονικά. Το ύψος τους είναι μονάδα και ο κόρος τους είναι μη κενά σύνολα.

Ορισμός 1.5 Σημεία τομής (Crossover points of a fuzzy set) 
Ένα σημείο  λέγεται σημείο τομής αν για το σημείο αυτό ισχύει 
	(1)


Για τα διακριτά ασαφή σύνολα του Παραδείγματος 1 έχουμε: το σύνολο Α έχει ένα σημείο τομής στο σημείο 70, το Β έχει δύο σημεία τομής στα 40 και 80 και τέλος, το C έχει ένα σημείο τομής στο 50. Επίσης, το συνεχές ασαφές σύνολο Β= "άτομο με ηλικία γύρω στα 50" έχει δύο σημεία τομής, το πρώτο στα 40. Οι έννοιες του συνόλου υποστήριξης, του ύψους και των σημείων τομής διευκρινίζονται στο Σχήμα 1.
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Όπως θα δούμε στην συνέχεια , πολλές πράξεις των ασαφών συνόλων ορίζονται με βάση τους τελεστές min (  ) και max ( ∨ ).  Γι' αυτό τον λόγο, είναι σκόπιμο να εξετάσουμε εξ' αρχής τους τελεστές αυτούς εν συντομία.
Ο τελεστής min (  ) χρησιμοποιείται για να βρούμε το ελάχιστο (minimum) μεταξύ δύο στοιχείων   και   . Η ελάχιστη τιμή συμβολίζεται με  min (, ) ,   (,  )
και ορίζεται ως ακολούθως:
 
Για παράδειγμα,  

Ομοίως, ο τελεστής max (∨ ) χρησιμοποιείται για να βρούμε το μέγιστο (maximum) μεταξύ δύο στοιχείων και  Η μέγιστη τιμή συμβολίζεται με  max (,  ) ,  ∨ (,  ) και ορίζεται ως ακολούθως:
 
Για  παράδειγμα,    .  Οι  τελεστές  min  ()  και  max  ( ∨ ) είναι ανάλογοι των αλγεβρικών τελεστών  ()  και (+), αντίστοιχα. 
Επί πλέον, οι τελεστές αυτοί έχουν τις ιδιότητες της προσεταιριστικότητας (associativity) και της επιμεριστικότητας (distributivity) και επομένως στις εξισώσεις που συναντώνται τα min και max μπορούμε να τα χειριζόμαστε με ανάλογο τρόπο, όπως τα ()  και (+) στις κλασικές εξισώσεις.
Ο  τελεστής  min  ()  μπορεί  να  εφαρμοστεί  όχι  μόνο  πάνω  σε  δύο  στοιχεία  αλλά  και  σε ολόκληρα  σύνολα  για  να  επιλέξει  το  ελάχιστο  στοιχείο  του  συνόλου,  το  οποίο  ονομάζεται infimum (inf):

Με τον ίδιο τρόπο ο τελεστής max (∨) μπορεί να εφαρμοστεί στο σύνολο Α για να επιλέξει το μέγιστο στοιχείο του, το οποίο ονομάζεται supremum (sup):



Για παράδειγμα, .
Οι τελεστές min ( ) και max ( ∨ ) μπορούν να εφαρμοστούν, επίσης,  πάνω σε μια συλλογή από περισσότερα των δύο στοιχείων

,  	(3)
, 		 (4)



Για λόγους οικονομίας στον συμβολισμό οι (3)-(4) συνήθως συμβολίζονται ως εξής

		(5)		
και    	(6)
Τέλος, οι τελεστές min ( ) και max ( ) μπορούν να εφαρμοστούν πάνω σε μια συλλογή από σύνολα:
	(7)
 και  		(8)
Οι  βασικές  πράξεις  των  κλασικών,  δηλαδή  των  σαφών  συνόλων  (crisp  sets)  είναι  το συμπλήρωμα, η ένωση και η τομή. Με αφετηρία τις πράξεις αυτές προκύπτουν μια σειρά από σημαντικές ταυτότητες. Σε πλήρη αντιστοιχία με τις πράξεις στα κλασικά σύνολα, ορίζονται και αντίστοιχες  πράξεις  πάνω  στα  ασαφή  σύνολα.  Όπως  είδαμε  προηγούμενα,  τα  ασαφή  σύνολα αποτελούν γενικεύσεις των κλασικών συνόλων. Με αυτή την έννοια και οι πράξεις πάνω στα ασαφή  σύνολα  μπορούν  να  θεωρηθούν  σαν  γενικεύσεις  των  κλασικών  πράξεων  της  ένωσης, τομής κλπ.
Ορισμός 2.1 Η έννοια του υποσυνόλου (subset)

Ένα ασαφές σύνολο Α είναι υποσύνολο   (subset) ενός ασαφούς συνόλου Β, ή το Α περιέχεται στο Β (A contained in B) τότε και μόνο τότε αν
   για όλα τα  

 		(9)

Το ασαφές σύνολο Α στο Σχήμα 2. είναι υποσύνολο του Β, δηλαδή περιέχεται στο Β. Υπάρχει περίπτωση όμως το Α να μη περιέχεται εξ' ολοκλήρου   στο Β, αλλά να έχει παρόλα αυτά ένα μεγάλο βαθμό επικάλυψης (overlapping) με το Β. Επομένως, ο παραπάνω ορισμός είναι πολύ "σαφής" και αυστηρός. Για να μετρήσουμε, λοιπόν, τον βαθμό στον οποίο το Α περιέχεται στο Β εισάγουμε το μέτρο γειτονίας (subsethood measure) το οποίο ορίζεται ως εξής:

 		(2-49) 
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Ορισμός 2.2   Ένωση Ασαφών συνόλων (union of fuzzy sets)

Η ένωση δύο ασαφών συνόλων Α και Β είναι ένα ασαφές σύνολο C το οποίο συμβολίζεται με  . Η συνάρτηση συμμετοχής του C προκύπτει από τις συναρτήσεις συμμετοχής των Α και Β όπως φαίνεται παρακάτω:

 	(10)

Η ένωση δύο ασαφών συνόλων σχετίζεται στη ασαφή λογική με την λογική πράξη OR ("ή"), δηλαδή έχουμε  (2-50) μπορεί πολύ εύκολα να γενικευθεί σε ένωση περισσοτέρων των δύο ασαφών συνόλων. Επίσης, σύμφωνα με τον ορισμό, το C =   είναι το "μικρότερο" ασαφές σύνολο το οποίο περιέχει και το Α και το Β. Επομένως, είναι φανερό ότι έχουμε:
   (11)



Ορισμός 2.3  Τομή ασαφών συνόλων (intersection of fuzzy sets)

Η τομή δύο ασαφών συνόλων Α και Β είναι ένα ασαφές σύνολο C το οποίο συμβολίζεται με  . Η συνάρτηση συμμετοχής του C προκύπτει από τις συναρτήσεις συμμετοχής των Α και Β όπως φαίνεται παρακάτω:
   (12)
Η τομή δύο ασαφών συνόλων σχετίζεται στη ασαφή λογική με την λογική πράξη AND ("και") δηλαδή,  έχουμε   .  Η  Εξ.(10)  μπορεί,  πάλι,  να  γενικευθεί  σε  τομή περισσοτέρων των δύο ασαφών συνόλων. Επίσης, σύμφωνα με τον ορισμό, το  είναι το "μεγαλύτερο" ασαφές σύνολο το οποίο περιέχεται και στο Α και στο Β. Επομένως, έχουμε:
  (13)

Ορισμός 2.4  Συμπληρωματικό ενός ασαφούς συνόλου (complement of a fuzzy set)

Το συμπληρωματικό ενός ασαφούς συνόλου Α είναι ένα άλλο ασαφές σύνολο που συμβολίζεται με . Η συνάρτηση συμμετοχής του προκύπτει ως εξής
   	(14)
Το συμπληρωματικό ενός ασαφούς συνόλου σχετίζεται στην ασαφή λογική (fuzzy logic) με την έννοια της άρνησης,  (“όχι”),δηλαδή 

ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 2 (Ένωση, τομή και συμπλήρωμα)

Έστω  ότι  η  περιοχή  ορισμού  περιλαμβάνει  τους  αριθμούς  μεταξύ  0  και  20,   .Ορίζουμε τα ασαφή σύνολα Α= "μικροί αριθμοί" και Β= "αριθμοί γύρω στο 10", των οποίων οι συναρτήσεις συμμετοχής δίνονται παρακάτω:



Οι συναρτήσεις αυτές φαίνονται στο Σχήμα 3(α). Στο Σχήμα 3(β) δίνονται οι συναρτήσεις συμμετοχής των συνόλων Α και  . Η ερμηνεία του είναι "όχι μικροί αριθμοί", περιλαμβάνει δε με μεγάλο βαθμό συμμετοχής εκείνους τους αριθμούς που δεν μπορούν να θεωρηθούν μικροί αριθμοί. Στο Σχήμα 3(γ) δίνεται η συνάρτηση συμμετοχής   της ένωσης των Α και Β, AB.Η ερμηνεία του ασαφούς συνόλου είναι "μικροί αριθμοί" ή "αριθμοί γύρω στο 10". Είναι φανερό ότι το AB. περιλαμβάνει με μεγάλο βαθμό συμμετοχής είτε μικρούς αριθμούς, είτε αριθμούς κοντά στο 10. Η συνάρτηση συμμετοχής της τομής των Α και Β, AB,  δίνεται  στο  Σχήμα 3(δ).  Η  ερμηνεία  του  ασαφούς  συνόλου AB είναι "μικροί αριθμοί" και "αριθμοί γύρω στο 10". Όπως φαίνεται, η τομή περιλαμβάνει με  αρκετό  βαθμό  συμμετοχής  τους  αριθμούς  γύρω  από  το  5,  οι  οποίοι  μπορούν  σε  κάποιο βαθμό να θεωρηθούν και "μικροί αριθμοί" και "αριθμοί γύρω στο 10".
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Ορισμός 2.5 Ισότητα ασαφών συνόλων (equality of fuzzy sets) 
Δύο ασαφή σύνολα Α και Β είναι ίσα τότε και μόνον τότε όταν ισχύει η σχέση
  ,  	(15)
Εάν για κάποιο     έχουμε  τότε  A  B . Είναι φανερό ότι ο ορισμός αυτός της ισότητας  είναι  πολύ  "σαφής".  Για  να  ελέγξουμε  τον  βαθμό  ισότητας  μεταξύ  δύο  ασαφών συνόλων χρησιμοποιούμε το μέτρο ομοιότητας (similarity measure):
	
	(16)



όπου  και συμβολίζουν την ένωση και την τομή των Α και Β. Όταν Α=Β τότε έχουμε E(A, B) = 1. Επίσης, όταν τα Α και Β δεν έχουν καμία επικάλυψη (overlapping) μεταξύ τους,τότε  =  και επομένως,		E ( A, B ) = 0.
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 3

Θεωρούμε τα διακριτά ασαφή σύνολα Α και Β του Παραδείγματος 2. Έχουμε,

Α= "υψηλή βαθμολογία" = 0.1/50 + 0.3/60 + 0.5/70 + 0.8/80 + 1/90 + 1/100
Β= "μέση βαθμολογία"= 0.1/30+0.5/40+0.8/50+1/60+0.8/70+0.5/80

Επομένως,





Το  ασαφές σύνολο  ερμηνεύεται σαν "μέση ή υψηλή βαθμολογία".
Επίσης,
A ∩ B = (0 ∧ 0.1)/30 + (0 ∧ 0.5)/40 + (0.1 ∧ 0.8)/50 + (0.3 ∧ 1)/60 + (0.5 ∧ 0.8)/70 + (0.8 ∧ 0.5)/80 + (1 ∧ 0.)/90 + (1 ∧ 0.)/100
= 0/30 + 0/40 + 0.1/50 + 0.3/60 + 0.5/70 + 0.5/80 + 0/90 + 0/100

= 0.1/50 + 0.3/60 + 0.5/70 + 0.5/80

Το ασαφές σύνολο  Α  Β ερμηνεύεται σαν "μέση και υψηλή βαθμολογία".





και


Σύμφωνα με τα παραπάνω αποτελέσματα, το Α είναι "ίσο" με το Β με τον χαμηλό βαθμό 0.23.Πράγματι, το Α αντιπροσωπεύει μια πολύ διαφορετική οντότητα ("υψηλή βαθμολογία") από το Β  ("μέση  βαθμολογία")	και  γι΄  αυτό  "ομοιάζουν"  σε  μικρό  βαθμό.  Ο  βαθμός  "ισότητας"  ή "ομοιότητας"  (similarity)  καθορίζεται  από  τον  βαθμό  επικάλυψης  μεταξύ  τους.  O  βαθμός επικάλυψης μετριέται από το μέγεθος της τομής τους   Με το ίδιο σκεπτικό, ο βαθμός στον οποίο το Α περιέχεται στο Β είναι μικρός (0.38). Ομοίως, ο βαθμός της "περιεκτικότητας" (containment) καθορίζεται από την επικάλυψη, δηλαδή το 
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