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ÌÜèçìá 4ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ �ÏËËÙÍÌÅÔÁÂËÇÔÙÍ - ÌÅÑÏÓ ÉÓ�ï ìÜèçìá áõ�ü èá ãßíåé ìéá ãåíßêåõóç �çò Þäç ãíùó�Þò ó�ïí áíáãíþó�çÝííïéáò �çò ðñáãìá�éêÞò óõíÜñ�çóçò ìéáò ðñáãìá�éêÞò ìå�áâëç�Þò óå äýï,áí�ßó�ïé÷á �ñåéò ìå�áâëç�Ýò.4.1 ÅéóáãùãéêÝò Ýííïéåò4.1.1 ÏñéóìïßÏñéóìüò 4.1.1 - 1 (óõíÜñ�çóçò ðïëëþí ìå�áâëç�þí) ¸ó�ù D ⊆ ℜ2,áí�ßó�ïé÷á D ⊆ ℜ3 êáé T ⊆ ℜ äýï �õ÷üí�á ìç êåíÜ óýíïëá. Ôü�å ìßáóõíÜñ�çóç äýï, áí�ßó�ïé÷á �ñéþí ìå�áâëç�þí ìå ðåäßï ïñéóìïý �ï D êáéðåäßï �éìþí �ï T åßíáé ìßá ìïíïóÞìáí�ç áðåéêüíéóç, Ýó�ù f , �ïõ óõíüëïõD ó�ï T , �Ý�ïéá þó�å:D ∋ (x; y) −→ f (x; y) = w ∈ T;áí�ßó�ïé÷á (4.1.1 - 1)D ∋ (x; y; z) −→ f (x; y; z) = w ∈ T:1



2 Óõíáñ�Þóåéò ðïëëþí ìå�áâëç�þí Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòÔá x; y, áí�ßó�ïé÷á x; y; z åßíáé ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ ïé áíåîÜñ�ç�åò ìå�áâëç�ÝòÞ áðëÜ ìå�áâëç�Ýò Þ åðßóçò êáé �á ó�ïé÷åßá (arguments) �çò f , åíþ w çåîáñ�çìÝíç ìå�áâëç�Þ. ¼ìïéá, üðùò êáé ó�çí ðåñßð�ùóç �çò ìéáò ìå�áâëç�Þò,ç f ïñßæåé �ïí �ýðï �çò óõíÜñ�çóçò, äçëáäÞ ðåñéãñÜöåé �ïí �ñüðï ìå �ïí ïðïßïãßíå�áé ç ðáñáðÜíù áðåéêüíéóç.Ï ðñïóäéïñéóìüò �ïõ ðåäßïõ ïñéóìïý D ãßíå�áé üðùò êáé ó�çí ðåñßð�ùóç�çò óõíÜñ�çóçò ìå ìßá ìå�áâëç�Þ, ìå �ç äéáöïñÜ ü�é ðñïóäéïñßæïí�áé ïé�éìÝò ãéá �éò ïðïßåò ïñßæå�áé ç f ãéá êÜèå ìå�áâëç�Þ x; y, áí�ßó�ïé÷á x; y; z÷ùñéó�Ü êáé ó�ç óõíÝ÷åéá �ï D óáí ç Ýíùóç �ùí åðß ìÝñïõò ðåäßùí ïñéóìïý.Ìéá óõíÜñ�çóç f ìå ðåäßï ïñéóìïý D èá óõìâïëßæå�áé ó�ï åîÞò ìå f |D Þáíáëõ�éêÜ f(x; y)|D, áí�ßó�ïé÷á f(x; y; z)|D. Ôá ðåäßá ïñéóìïý êáé �éìþíåßíáé ìéá êáìðýëç åðéöÜíåéá Þ ãåíéêü�åñá ìéá �ñéóäéÜó�á�ç ðåñéï÷Þ �ïõ÷þñïõ.¸ó�ù w = f(x; y)|D, áí�ßó�ïé÷á w = f(x; y; z)|D. Ôü�å ç ãñáöéêÞðáñÜó�áóç �çò f èá åßíáé �ï óýíïëï �ùí óçìåßùí
{((x; y); w) ∈ D × T; áí�ßó�ïé÷á ((x; y; z); w) ∈ D × T:}�áñÜäåéãìá 4.1.1 - 1Íá õðïëïãéó�åß �ï ðåäßï ïñéóìïý �ùí óõíáñ�Þóåùíf1(x; y) = √x+ y; f2(x; y) = √x+√y êáé f3(x; y) = ln

(

4− x2 − 4y2) :Ëýóç. ÅðåéäÞ áðü �ïí �ýðï �çò f1 ðñÝðåé íá ðñïêýð�åé ðñáãìá�éêüò áñéèìüò,�ï ðåäßï ïñéóìïý D1 èá åßíáéD1 = {(x; y) ∈ ℜ 2 : x+ y ≥ 0}:�ñáöéêÜ �ïD1 ïñßæå�áé áðü �ï óýíïëï �ùí óçìåßùí �ïõ åðéðÝäïõ ðïõ âñßóêïí�áéó�ï Üíù ìÝñïò �çò åõèåßáò x+ y = 0 (Ó÷. 4.1.1 - 1a).1¼ìïéá �ï ðåäßï ïñéóìïý D2 �çò f2 èá åßíáéD2 = {(x; y) ∈ ℜ 2 : x ≥ 0; y ≥ 0};1Õðåíèõìßæå�áé ü�é ç áíéóü�ç�á Ax + By + Γ > 0 ëýíå�áé ãñáöéêÜ, ü�áí ÷áñá÷èåß çåõèåßá å : Ax + By + Γ = 0 êáé èåùñÞóïõìå �ï óýíïëï �ùí óçìåßùí (x; y) ∈ ℜ 2, ðïõåßíáé ó�ï Üíù ìÝñïò �çò å.
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(b)Ó÷Þìá 4.1.1 - 1: �áñÜäåéãìá 4.1.1 - 1: (a) �ï ðåäßï ïñéóìïý D1 = {(x; y) ∈
ℜ 2 : x + y ≥ 0; } �çò óõíÜñ�çóçò f1(x; y) = √x+ y. Ç ìðëå åõèåßá Ý÷åéåîßóùóç x+y = 0. (b) Ôï ðåäßï ïñéóìïý D2 = {(x; y) ∈ ℜ 2 : x ≥ 0; y ≥
0} �çò f2(x; y) = √x+

√yäçëáäÞ �ï 1ï �å�áñ�çìüñéï �ïõ Ó÷. 4.1.1 - 1b.ÔÝëïò, åðåéäÞ ç ëïãáñéèìéêÞ óõíÜñ�çóç ïñßæå�áé ìüíï ãéá èå�éêÝò �éìÝò�çò ìå�áâëç�Þò �çò, ãéá �ï ðåäßï ïñéóìïý D3 �çò f3 ðñÝðåé 4− x2 − 4y2 > 0Þ 1 > x2

4 + y2, ïðü�åD3 = {(x; y) ∈ ℜ 2 :
x2
4

+ y2 < 1};äçëáäÞ �ï ðåäßï ïñéóìïý åßíáé �ï åóù�åñéêü �çò Ýëëåéøçò ìå åîßóùóç x2

4 +y2 =
1 (Ó÷. 4.1.1 - 2a). Ó�ï Ó÷. 4.1.1 - 2b äßíå�áé ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò f3.�áñÜäåéãìá 4.1.1 - 2Íá õðïëïãéó�åß �ï ðåäßï ïñéóìïý �çò óõíÜñ�çóçòf(x; y) = sin−1 x+

√xy:Ëýóç. Åßíáé ãíùó�ü2 ü�é ç óõíÜñ�çóç sin−1 x ïñßæå�áé ãéá êÜèå x ∈ [−1; 1].ÅðïìÝíùò ï ðñþ�ïò üñïò �çò f ïñßæå�áé ü�áí −1 ≤ x ≤ 1.2¼�áí ç óõíÜñ�çóç sin x èåùñçèåß ü�é Ý÷åé ðåäßï ïñéóìïý �ï [−�=2; �=2], �ü�å ïñßæå�áéç áí�ßó�ñïöÞ �çò óõíÜñ�çóç �üîï çìé�üíïõ x, ðïõ óõìâïëßæå�áé ìå sin−1 x Þ arcsin x êáéÝ÷åé ðåäßï ïñéóìïý �ï [−1; 1], äçëáäÞ �ï ðåäßï �éìþí �çò sin x.¼ìïéá, ü�áí ç óõíÜñ�çóç tan x èåùñçèåß ü�é Ý÷åé ðåäßï ïñéóìïý �ï (−�=2; �=2), �ü�åïñßæå�áé ç áí�ßó�ñïöÞ �çò óõíÜñ�çóç �üîï åöáð�ïìÝíçò x, ðïõ óõìâïëßæå�áé ìå tan−1 x Þ
arctan x êáé Ý÷åé ðåäßï ïñéóìïý �ï ℜ, äçëáäÞ �ï ðåäßï �éìþí �çò tan x.ÂëÝðå åðßóçò âéâëéïãñáößá êáé Á. ÌðñÜ�óïò [2℄ Êåö. 4.



4 Óõíáñ�Þóåéò ðïëëþí ìå�áâëç�þí Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò
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(a) (b)Ó÷Þìá 4.1.1 - 2: �áñÜäåéãìá 4.1.1 - 1: (a) �ï ðåäßï ïñéóìïý D3 = {(x; y) ∈
ℜ 2 : x2

4 + y2 < 1} �çò óõíÜñ�çóçò f3(x; y) = ln
(
4− x2 − 4y2). ÇäéáêåêïììÝíç êüêêéíç êáìðýëç åßíáé ç Ýëëåéøç ìå åîßóùóç x2

4 +y2 = 1. (b) ÇãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �çò f3(x; y). Ç êüêêéíç êáìðýëç äåí óõìðåñéëáìâÜíå�áéó�ï äéÜãñáììáO äåý�åñïò üñïò √xy ïñßæå�áé ü�áí xy ≥ 0, äçëáäÞ ü�áí �á x, y åßíáéïìüóçìá. ¢ñá �ï ðåäßï ïñéóìïý �çò f èá åßíáé D = D1 ∪D2, üðïõD1 = {(x; y) ∈ ℜ 2 : −1 ≤ x ≤ 0; y ≤ 0} êáéD2 = {(x; y) ∈ ℜ 2 : 0 ≤ x ≤ 1; y ≥ 0}:
�áñÜäåéãìá 4.1.1 - 3Íá õðïëïãéó�åß �ï ðåäßï ïñéóìïý �ùí óõíáñ�Þóåùíf(x; y; z) = ln(x− y + 4z) êáé g(x; y; z) = 1

√x2 + y2 + z2 − 9
:Ëýóç. ÅðåéäÞ ç ëïãáñéèìéêÞ óõíÜñ�çóç ïñßæå�áé ìüíï ãéá èå�éêÝò �éìÝò �çòìå�áâëç�Þò �çò, �ï ðåäßï ïñéóìïý Df �çò f åßíáéDf = {(x; y; z) ∈ ℜ 3 : x− y + 4z > 0};



ÅéóáãùãéêÝò Ýííïéåò 5äçëáäÞ ðñüêåé�áé ãéá �ï Üíù ìÝñïò �ïõ åðéðÝäïõ ìå åîßóùóç ð : x−y+4z =

0.3 ¼ìïéá �ï ðåäßï ïñéóìïý Dg �çò g, ëüãù �çò �å�ñáãùíéêÞò ñßæáò êáé �ïõðáñïíïìáó�Þ, èá åßíáéDg = {(x; y; z) ∈ ℜ 3 : x2 + y2 + z2 > 9};äçëáäÞ �ï åîù�åñéêü �çò óöáßñáò ìå êÝí�ñï �ï óçìåßï (0; 0; 0) êáé áê�ßíáR = 3.Áðü �ï �áñÜäåéãìá 4.1.1 - 3 ðñïêýð�åé ü�é ó�éò ðåñéð�þóåéò óõíáñ�Þóåùí�ñéþí ìå�áâëç�þí �ï ðåäßï ïñéóìïý åßíáé Þ ìéá åðéöÜíåéá - ðåñßð�ùóç ðåäßïõïñéóìïý Df - Þ Ýíáò üãêïò - ðåäßï ïñéóìïý Dg. Ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóçìéáò óõíÜñ�çóçò, Ýó�ù f , ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ åßíáé äõíá�üí íá ãßíåé áðü�ï äéÜãñáììá �ïõ ðåäßïõ �éìþí T �ùí óçìåßùí, äçëáäÞ �ïõ óõíüëïõ T =

{f(x; y; z) ìå (x; y; z) ∈ D}, ü�áí D �ï ðåäßï ïñéóìïý �çò f êáé åßíáéãåíéêÜ ìéá åðéöÜíåéá Þ êáé Ýíáò üãêïò �ïõ ÷þñïõ �ùí �ñéþí äéáó�Üóåùí.3Õðåíèõìßæå�áé ü�é ç ãåíéêÞ ìïñöÞ �çò åîßóùóçò �ïõ åðéðÝäïõ åßíáéax+ by + 
z = d; (4.1.1 - 2)ðïõ, ü�áí ç (4:1:1 − 2) ëõèåß ùò ðñïò z, éóïäýíáìá ãñÜöå�áé êáéz = f(x; y) = Ax+By +D: (4.1.1 - 3)Ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç åíüò åðéðÝäïõ ãåíéêÜ ãßíå�áé ìå �ïí ðñïóäéïñéóìü �ùí óçìåßùí�ïìÞò �ïõ åðéðÝäïõ ìå �ïõò Üîïíåò óõí�å�áãìÝíùí. Ôü�å åíþíïí�áò �á �ñßá ðáñáðÜíùóçìåßá �ïìÞò �ï äçìéïõñãïýìåíï �ñßãùíï äåß÷íåé êáé �ç ìïñöÞ �ïõ åðéðÝäïõ. �éáðáñÜäåéãìá, Ýó�ù ü�é æç�åß�áé ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç �ïõ åðéðÝäïõ 3x + 4y + z = 12, ðïõåßíáé �çò ìïñöÞò (4:1:1− 2) êáé óýìöùíá ìå �çí (4:1:1 − 3) éóïäýíáìá ãñÜöå�áéz = 12− 3x− 4y; äçëáäÞ f(x; y) = 12− 3x− 4y: (4.1.1 - 4)Ôü�å èÝ�ïí�áò ó�çí (4:1:1− 4) x = y = 0 ðñïóäéïñßæå�áé ü�é �ï óçìåßï �ïìÞò �ïõ åðéðÝäïõìå �ïí z-Üîïíá åßíáé �ï (0; 0; 12). ¼ìïéá �ï óçìåßï �ïìÞò ìå �ïí x-Üîïíá åßíáé �ï (4; 0; 0)êáé ìå �ïí y-Üîïíá �ï (0; 3; 0).Ç áíéóü�ç�á ax+ by + 
z > 0 ëýíå�áé ãñáöéêÜ, ü�áí áñ÷éêÜ ãßíåé ç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóç�ïõ åðéðÝäïõ ð : ax+ by + 
z = 0êáé ó�ç óõíÝ÷åéá èåùñçèåß �ï óýíïëï �ùí óçìåßùí (x; y; z) ∈ ℜ 3, ðïõ åßíáé ó�ï Üíù ìÝñïò�ïõ ð.



6 Óõíáñ�Þóåéò ðïëëþí ìå�áâëç�þí Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò¢óêçóçÔùí ðáñáêÜ�ù óõíáñ�Þóåùí íá ðñïóäéïñéó�åß �ï ðåäßï ïñéóìïý êáé íá ãßíåéç ãñáöéêÞ ðáñÜó�áóçi) (
4− x2 − y2)1=2 v) 1= ln (x+ y + z),ii) ln(x− y) vi) tan−1 y +√xy,iii) (
9− x2)1=2 + (4− y2)1=2 vii) ln(xyz),iv) sin−1

(yx) viii) ln
(x2 + y2 − z2).4.1.2 Óýãêëéóç óõíáñ�Þóåùí äýï êáé �ñéþí ìå�áâëç�þíÏñéóìüò 4.1.2 - 1 (äýï ìå�áâëç�þí). ¸ó�ù ç óõíÜñ�çóç f(x; y) ìå ðåäßïïñéóìïý D ⊆ ℜ 2. Ôü�å èá åßíáé

lim
(x;y)→ (x0;y0) f(x; y) = l; (4.1.2 - 1)�ü�å êáé ìüíïí ü�áí ãéá êÜèå " > 0 õðÜñ÷åé Æ = Æ(") > 0, Ý�óé þó�å

|f(x; y) − l| < " ãéá êÜèå (x; y) ∈ D êáé √(x− x0)2 + (y − y0)2 < Æ.Ïñéóìüò 4.1.2 - 2 (�ñéþí ìå�áâëç�þí). ¸ó�ù ç óõíÜñ�çóç f(x; y; z) ìåðåäßï ïñéóìïý D ⊆ ℜ 3. Ôü�å èá åßíáé
lim

(x;y;z)→ (x0;y0;z0) f(x; y; z) = l; (4.1.2 - 2)�ü�å êáé ìüíïí ü�áí ãéá êÜèå " > 0 õðÜñ÷åé Æ = Æ(") > 0, Ý�óé þó�å
|f(x; y; z) − l| < " ãéá êÜèå (x; y; z) ∈ D êáé√(x− x0)2 + (y − y0)2 (z − z0)2 <Æ. Ó÷å�éêÜ ìå �ç äéáäéêáóßá õðïëïãéóìïý �ùí åðß ìÝñïõò ïñéáêþí �éìþí ó�çíðåñßð�ùóç �ïõ Ïñéóìïý 4.1.2 - 1 éó÷ýåé ç ðáñáêÜ�ù ðñü�áóç4.4ÁíÜëïãç ðñü�áóç éó÷ýåé êáé ãéá �çí ðåñßð�ùóç �ïõ Ïñéóìïý 4.1.2 - 2 (âëÝðåâéâëéïãñáößá).



ÅéóáãùãéêÝò Ýííïéåò 7�ñü�áóç 4.1.2 - 1. ¸ó�ù ç óõíÜñ�çóç f(x; y) ìå (x; y) ∈ D ⊆ ℜ 2 áíïéê�üóýíïëï êáé óçìåßï (x0; y0) ∈ D. Áí lim (x;y)→ (x0;y0) f(x; y) = l êáé õðÜñ÷ïõíó�ï ℜ ïé ïñéáêÝò �éìÝò lim x→x0 f(x; y) êáé lim y→ y0 f(x; y), �ü�å
lim

(x;y)→ (x0;y0) f(x; y) = limx→x0

[

limy→ y0 f(x; y)]
= limy→ y0 [ limx→ x0

f(x; y)] = l: (4.1.2 - 3)Ôï áí�ßó�ñïöï äåí éó÷ýåé ðÜí�ï�å, üðùò áõ�ü ðñïêýð�åé áðü �ï ðáñáêÜ�ùðáñÜäåéãìá.�áñÜäåéãìá 4.1.2 - 1¸ó�ù ç óõíÜñ�çóçf(x; y) = x− yx+ y ìå ðåäßï ïñéóìüý D = {(x; y) ∈ ℜ 2 ìå (x; y) 6= (0; 0)}:Ôü�å
limx→ 0

f(x; y) = limx→ 0

x− yx+ y =







0− y
0 + y = −1 áí y 6= 0

limx→ 0

x− 0x+ 0
= limx→ 0

x′x′ = 1 áí y = 0;åíþ
limy→ 0

f(x; y) = limy→ 0

x− yx+ y =







x− 0x+ 0
= 1 áí x 6= 0

limy→ 0

0− y
0 + y = limy→ 0

−y′y′ = −1 áí x = 0;¢ñá
limx→ 0

[

limy→ 0
f(x; y)] = 1; áí�ßó�ïé÷á limy→ 0

[

limx→ 0
f(x; y)] = −1;ïðü�å óýìöùíá ìå �çí �ñü�áóç 4.1.2 - 1 �ï lim(x;y)→ (0;0) f(x; y) äåí õðÜñ÷åé.



8 Óõíáñ�Þóåéò ðïëëþí ìå�áâëç�þí Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòÓçìåéþóåéò 4.1.2 - 1ÁíÜëïãá ìå �éò éäéü�ç�åò �ùí ïñßùí �ùí óõíáñ�Þóåùí ìéáò ìå�áâëç�Þò éó÷ýåéü�é:
• �ï üñéï åöüóïí õðÜñ÷åé, åßíáé ìïíáäéêü,
• �ï üñéï �ïõ áèñïßóìá�ïò, �çò äéáöïñÜò êáé �ïõ ãéíïìÝíïõ éóïý�áé ìå�ï Üèñïéóìá �ùí ïñßùí, �çò äéáöïñÜò êáé �ïõ ãéíïìÝíïõ. ¼ìïéá �ïõðçëßêïõ, ü�áí �ï üñéï �ïõ ðáñïíïìáó�Þ åßíáé äéÜöïñï �ïõ ìçäåíüò,éóïý�áé ìå �ï ðçëßêï �ùí ïñßùí.¢óêçóçÍá õðïëïãéó�ïýí ïé ïñéáêÝò �éìÝò �ùí ðáñáêÜ�ù óõíáñ�Þóåùí ó�ï óçìåßï

(0; 0)i) x− y2x+ y2 iv) x− 2yx+ yii) |xy|xy v) x3 − xy2x2 + y2iii) yx2 + y2 vi) (1 + y) sin2 xx .4.1.3 ÓõíÝ÷åéá óõíáñ�Þóåùí äýï êáé �ñéþí ìå�áâëç�þíÁíÜëïãá ìå �çí �áñÜãñáöï 4.1.2 äßíå�áé êáé ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ ï ïñéóìüò�çò óõíÝ÷åéáò ìéáò óõíÜñ�çóçò äýï, áí�ßó�ïé÷á �ñéþí ìå�áâëç�þí.Ïñéóìüò 4.1.3 - 1 (óõíÝ÷åéáò). Ìßá óõíÜñ�çóç f(x; y), áí�ßó�ïé÷á f(x; y; z)ìå ðåäßï ïñéóìïý, Ýó�ù D ⊆ ℜ 2, áí�ßó�ïé÷á D ⊆ ℜ 3, èá åßíáé óõíå÷Þò ó�ïóçìåßï (x0; y0) ∈ D, áí�ßó�ïé÷á (x0; y0; z0) ∈ D �ü�å êáé ìüíïí, ü�áí
lim

(x;y)→ (x0;y0) f(x; y) = f (x0; y0) ;áí�ßó�ïé÷á
lim

(x;y;z)→ (x0;y0;z0) f(x; y; z) = f (x0; y0; z0) :



ÅéóáãùãéêÝò Ýííïéåò 9Ïé ðáñáðÜíù ïñéáêÝò �éìÝò õðïëïãßæïí�áé óýìöùíá ìå �ïõò Ïñéóìïýò 4.1.2- 1, áí�ßó�ïé÷á 4.1.2 - 2.�áñÜäåéãìá 4.1.3 - 1Ç óõíÜñ�çóç f(x; y) = 





x2yx2 + y2 áí (x; y) 6= (0; 0)
0 áí (x; y) = (0; 0)åßíáé óõíå÷Þò ó�ï (0; 0), åðåéäÞ ìå áíÜëïãïõò õðïëïãéóìïýò ìå åêåßíïõò �ïõ�áñáäåßãìá�ïò 4.1.2 - 1 ðñïêýð�åé ü�é

limx→ 0

[

limy→ 0
f(x; y)] = 0; áí�ßó�ïé÷á limy→ 0

[

limx→ 0
f(x; y)] = 0;ïðü�å óýìöùíá ìå �çí �ñü�áóç 4.1.2 - 1 lim(x;y)→ (0;0) f(x; y) = 0, äçëáäÞõðÜñ÷åé ç ïñéáêÞ �éìÞ êáé éóïý�áé ìå �çí �éìÞ �çò óõíÜñ�çóçò ó�ï óçìåßïáõ�ü.�áñÜäåéãìá 4.1.3 - 2Ç óõíÜñ�çóç f(x; y) = 





x2x2 + y2 áí (x; y) 6= (0; 0)
0 áí (x; y) = (0; 0)äåí åßíáé óõíå÷Þò ó�ï (0; 0). Ç ëýóç, ðïõ ðñïêýð�åé ìå õðïëïãéóìïýò áíÜëïãïõò�ùí �áñáäåéãìÜ�ùí 4.1.2 - 1 êáé 4.1.3 - 1, áöÞíå�áé óáí Üóêçóç.Éäéü�ç�åò óõíå÷þí óõíáñ�ÞóåùíÏé ðáñáêÜ�ù ðñï�Üóåéò ðïõ áíáöÝñïí�áé ó�éò éäéü�ç�åò �ùí óõíå÷þí óõíáñ�Þóåùíäýï ìå�áâëç�þí áðï�åëïýí ìéá ãåíßêåõóç �ùí áí�ßó�ïé÷ùí ãéá ìéá ìå�áâëç�Þ5.ÁíÜëïãåò ðñï�Üóåéò éó÷ýïõí êáé ó�çí ðåñßð�ùóç óõíáñ�Þóåùí �ñéþí ìå�áâëç�þí.5ÂëÝðå âéâëéïãñáößá êáé Á. ÌðñÜ�óïò [2℄ Êåö. 5.



10 Óõíáñ�Þóåéò ðïëëþí ìå�áâëç�þí Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò�ñü�áóç 4.1.3 - 1. Áí f; g|D óõíå÷åßò óõíáñ�Þóåéò ó�ï óçìåßï (x0; y0) ∈D, �ü�å êáé ïé óõíáñ�Þóåéò f±g êáé fg åßíáé óõíå÷åßò ó�ï óçìåßï (x0; y0) ∈D.�ñü�áóç 4.1.3 - 2. Áí f; g|D óõíå÷åßò óõíáñ�Þóåéò ó�ï óçìåßï (x0; y0) ∈D êáé f (x0; y0) 6= 0, �ü�å õðÜñ÷åé ðåñéï÷Þ $ (x0; y0), �Ý�ïéá þó�å f (x0; y0)
6= 0 ãéá êÜèå x ∈ $ (x0; y0), ïðü�å ç óõíÜñ�çóç 1=f Ý÷åé Ýííïéá ãéá êÜèåx ∈ D ∩$ (x0; y0) êáé åßíáé óõíå÷Þò ó�ï óçìåßï (x0; y0) ∈ D.Óçìåßùóç 4.1.3 - 1Ïé ðïëõùíõìéêÝò êáé ïé ñç�Ýò óõíáñ�Þóåéò åßíáé óõíå÷åßò óõíáñ�Þóåéò ó�áðåäßá ïñéóìïý �ùí. ¼ìïéá ïé åêèå�éêÝò, �ñéãùíïìå�ñéêÝò, õðåñâïëéêÝò êáé ïéáí�ßó�ñïöåò áõ�þí óõíáñ�Þóåéò.¢óêçóçÍá åîå�áó�ïýí ùò ðñïò �ç óõíÝ÷åéá ïé ðáñáêÜ�ù óõíáñ�Þóåéòi) sin(x+ y) iv) xx2 + y2ii) ln

(x2 + y2 + z2) v) x+ y
1− cos xiii) x+ yx− y vi) 1x+ y :4.2 ÌåñéêÞ ðáñÜãùãïò óõíáñ�Þóåùí äýï êáé �ñéþíìå�áâëç�þí4.2.1 Ïñéóìüò êáé éäéü�ç�åòÏ ãíùó�üò ïñéóìüò �çò ðáñáãþãïõ óõíÜñ�çóçò ìéáò ìå�áâëç�Þò6 åðåê�åßíå�áéêáé ó�çí ðåñßð�ùóç ìéáò óõíÜñ�çóçò äýï, áí�ßó�ïé÷á �ñéþí ìå�áâëç�þí ãéá6Ïñéóìüò 4.2.1 - 1 (ðáñáãþãïõ óõíÜñ�çóçò ìéá ìå�áâëç�Þò). ¸ó�ù ç óõíÜñ�çóçf |D, üðïõ D ⊆ ℜ áíïéê�ü äéÜó�çìá êáé óçìåßï x0 ∈ D. Ôü�å ãéá êÜèå x ∈ D − {x0} ìå�ïí �ýðï f(x)−f(x0)x−x0

ïñßæå�áé ìßá óõíÜñ�çóç, ðïõ ëÝãå�áé ðçëßêï äéáöïñþí Þ êëßóç �çò f



ÌåñéêÞ ðáñÜãùãïò óõíáñ�Þóåùí äýï êáé �ñéþí ìå�áâëç�þí 11êÜèå ìå�áâëç�Þ ÷ùñéó�Ü èåùñþí�áò üëåò �éò Üëëåò ìå�áâëç�Ýò óáí ó�áèåñÝòêáé ëÝãå�áé ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò �çò óõíÜñ�çóçò ùò ðñïò �ç èåùñïýìåíç ìå�áâëç-�Þ. ÓõãêåêñéìÝíá Ý÷ïõìå:Ïñéóìüò 4.2.1 - 2 (ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò). ¸ó�ù ìéá óõíÜñ�çóç f |S üðïõS áíïéê�ü õðïóýíïëï �ïõ ℜ 2, áí�ßó�ïé÷á �ïõ ℜ 3 êáé óçìåßï (x0; y0) ∈ S,áí�ßó�ïé÷á (x0; y0; z0) ∈ S. Ôü�å ïñßæå�áé óáí 1çò �Üîçò ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò(partial derivative) �çò f ùò ðñïò �ç ìå�áâëç�Þ x ó�ï óçìåßï (x0; y0), áí�ßó�ïé-÷á (x0; y0; z0), ç ðáñáêÜ�ù ïñéáêÞ �éìÞ�f (x0; y0)�x = f ′x (x0; y0) = Dxf (x0; y0) (4.2.1 - 1)
= lim

∆x→ 0

f (x0 +∆x; y0)− f (x0; y0)
∆x ;áí�ßó�ïé÷á�f (x0; y0; z0)�x = f ′x (x0; y0; z0) = Dxf (x0; y0; z0) (4.2.1 - 2)

= lim
∆x→ 0

f (x0 +∆x; y0; z0)− f (x0; y0; z0)
∆x ;åöüóïí õðÜñ÷åé.Ç ïñéáêÞ �éìÞ (4:2:1−1), áí�ßó�ïé÷á (4:2:1−2) åßíáé, üðùò êáé ó�çí ðåñßð�ùóç�çò ìéáò ìå�áâëç�Þò, ðñáãìá�éêüò áñéèìüò. Ôï óýìâïëï (�åëåó�Þò) �=�x =�x = Dx äçëþíåé 1çò �Üîçò ìåñéêÞ (partial) ðáñÜãùãï ùò ðñïò �ç ìå�áâëç�ÞÞ óõíéó�þóá x, óå äéÜêñéóç ìå �ï ãíùó�ü óõìâïëéóìü D = D1 = d=dx ãéáó�ï óçìåßï x0. Èá ëÝãå�áé ü�é ç f ðáñáãùãßæå�áé ó�ï óçìåßï x0 ∈ D êáé èá óõìâïëßæå�áéáõ�ü ìå f ′ (x0) �ü�å êáé ìüíïí, ü�áí ç ïñéáêÞ �éìÞf ′ (x0) = limx→x0

f (x)− f (x0)x− x0
(1)õðÜñ÷åé. Ç (1) éóïäýíáìá ãñÜöå�áéf ′ (x0) = limÄx→ 0

f (x0 +∆x)− f (x0)

∆x = limh→ 0

f (x0 + h)− f (x0)h :



12 Óõíáñ�Þóåéò ðïëëþí ìå�áâëç�þí Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòìéá ìå�áâëç�Þ. ¼ìïéá ïñßæïí�áé ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ùò ðñïò �éò Üëëåòìå�áâëç�Ýò.Áí ç 1çò �Üîçò ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò õðÜñ÷åé ãéá êÜèå x0 ∈ S, �ü�å ïñßæå�áéç 2çò �Üîçò ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò �çò f ó�ï x ùò åîÞò:fxx = f2x =
� 2f�x2 =

��x (�f�x) (4.2.1 - 3)üðïõ üìïéá �ï óýìâïëï �2=�x2 = �xx = �2x = Dxx äçëþíåé 2çò �Üîçò ìåñéêÞðáñÜãùãï ùò x.¼ìïéá ïñßæïí�áé ïé 3çò, 4çò êáé ãåíéêÜ ç �-�Üîçò ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò �çòf ó�ï x ùò: fxxx = f3x =
� 3f�x3 =

��x (� 2f�x2 ) ;fxxxx = f4x =
� 4f�x4 =

��x (� 3f�x3 ) êáé ãåíéêÜf� x =
� �f�x� =

��x (� �−1f�x�−1

) : (4.2.1 - 4)Ïé ðáñÜãùãïé (4:2:1 − 5) êáé (4:2:1 − 4), óå áí�ßèåóç ìå �éò ðáñáãþãïõò
(4:2:1−1) Þ (4:2:1−2) ðïõ åßíáé ðñáãìá�éêïß áñéèìïß, åßíáé óõíáñ�Þóåéò äýï,áí�ßó�ïé÷á �ñéþí êá�Ü ðåñßð�ùóç ìå�áâëç�þí.Åðßóçò ïñßæïí�áé ïé ðáñÜãùãïé �ùí ðáñáêÜ�ù ìïñöþífx y =

� 2f�x �y =
��x (�f�y) ;fxx y =

� 3f�x2 �y =
��x2 (�f�y) ;fxy y =

� 3f�x �y2 =
��x (� 2f�y2 ) ; ê.ëð. (4.2.1 - 5)Ïé ðáñÜãùãïé áõ�Ýò ëÝãïí�áé ðïëëÝò öïñÝò áíÜìåéê�åò Þ êáé åðÜëëçëåò.Ïé ãíùó�ïß êáíüíåò ðáñáãþãéóçò �ùí óõíáñ�Þóåùí ìéáò ìå�áâëç�Þò éó÷ýïõíêáé ó�çí ðåñßð�ùóç �çò ìåñéêÞò ðáñáãþãïõ7. Åðßóçò éó÷ýåé ãéá êÜèå ìå�áâëç�Þ7Õðåíèõìßæïí�áé ìå �ç ìïñöÞ ðñï�Üóåùí ïé ðáñáêÜ�ù êáíüíåò ðáñáãþãéóçò �ùíóõíáñ�Þóåùí ìéáò ìå�áâëç�Þò.



ÌåñéêÞ ðáñÜãùãïò óõíáñ�Þóåùí äýï êáé �ñéþí ìå�áâëç�þí 13êáé ï êáíüíáò ðáñáãþãéóçò óýíèå�çò óõíÜñ�çóçò8. Ìå �ïí �ýðï 4.2.1 - 6�ñü�áóç 4.2.1 - 1 (ðáñÜãùãïò ó�áèåñÜò óõíÜñ�çóçò). ¸ó�ù ç óõíÜñ�çóç f | ℜüðïõ f(x) = 
 ó�áèåñÜ ãéá êÜèå x ∈ ℜ. Ôü�åf ′(x) = 0 ãéá êÜèå x ∈ ℜ:�ñü�áóç 4.2.1 - 2 (ðáñÜãùãïò áèñïßóìá�ïò). ¸ó�ù ïé óõíáñ�Þóåéò f , g |Dðáñáãùãßóéìåò ó�ï D. Ôü�å éó÷ýåé
(f(x) + g(x))′ = f ′(x) + g′(x) ãéá êÜèå x ∈ D:Ç éäéü�ç�á ãåíéêåýå�áé.�ñü�áóç 4.2.1 - 3 (ðáñÜãùãïò ãéíïìÝíïõ). ¸ó�ù ïé óõíáñ�Þóåéò f; g |Dðáñáãùãßóéìåò ó�ï D. Ôü�å éó÷ýåé

(f(x)g(x))′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x) ãéá êÜèå x ∈ D:¼ìïéá ç éäéü�ç�á ãåíéêåýå�áé. ÅðåéäÞ ðñïöáíþò éó÷ýåé (ëf(x))′ = ëf ′(x) ìå ë ∈

ℜ ó�áèåñÜ áðü �éò �ñï�Üóåéò 4.2.1 - 1 - 4.2.1 - 3 ðñïêýð�åé �åëéêÜ ç ðáñáêÜ�ù ãñáììéêÞéäéü�ç�á
(kf(x) + ëg(x))′ = kf ′(x) + ëg′(x)ãéá êÜèå x ∈ D êáé k; ë ∈ ℜ.�ñü�áóç 4.2.1 - 4. Áí ç óõíÜñ�çóç f |D ðáñáãùãßæå�áé ó�ï D êáé åðß ðëÝïí õðÜñ÷åéx0 ∈ D, Ý�óé þó�å f ′ (x0) 6= 0, �ü�å

(
1f(x))′x=x0

= −
f ′ (x0)f2(x) :�ñü�áóç 4.2.1 - 5 (ðáñÜãùãïò ðçëßêïõ). ¸ó�ù ïé óõíáñ�Þóåéò f; g|Dðáñáãùãßóéìåò ó�ï D êáé åðß ðëÝïí g′(x) 6= 0 ãéá êÜèå x ∈ D. Ôü�å éó÷ýåé

[f(x)g(x)]′ = f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)g2(x) ãéá êÜèå x ∈ D:8Èåþñçìá 4.2.1 - 1. ¸ó�ù ïé óõíáñ�Þóåéò y = f(w) |D1 êáé w = g(x) |D2 üðïõg (D2) ⊆ D1 êáé D1, D2 áíïéê�Ü äéáó�Þìá�á êáé ç ðñïêýð�ïõóá óýíèå�ç óõíÜñ�çóçh(x) = (f ◦ g) (x) = f(g(x)) ãéá êÜèå x ∈ D2. ¸ó�ù åðßóçò ü�é ãéá Ýíá óçìåßï x0 ∈ D2



14 Óõíáñ�Þóåéò ðïëëþí ìå�áâëç�þí Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòõðïëïãßæïí�áé ïé ðáñÜãùãïé �ùí óýíèå�ùí óõíáñ�Þóåùí ìéáò ìå�áâëç�Þò,Ýó�ù x, ïé êõñéü�åñåò �ùí ïðïßùí äßíïí�áé ó�ïí �ßíáêá 4.2.1 - 1.Óçìåéþóåéò 4.2.1 - 1i) ÁíÜëïãá ìå �çí ðåñßð�ùóç �çò ðáñáãþãïõ ìéáò ìå�áâëç�Þò, ç ìåñéêÞðáñÜãùãïò ìéáò óõíÜñ�çóçò ùò ðñïò ìéá ìå�áâëç�Þ �çò, Ýó�ù x, èáïñßæåé �ï óõí�åëåó�Þ ìå�áâïëÞò �çò êá�Ü �ïí x-Üîïíá. ¼ìïéá ãéá�éò Üëëåò ìå�áâëç�Ýò.ii) Ïé óõí�åëåó�Ýò ìå�áâïëÞò �ùí ìå�áâëç�þí ó�çí ðåñßð�ùóç (i) åßíáéäõíá�üí íá åßíáé äéáöïñå�éêïß ìå�áîý �ïõò, äçëáäÞ íá Ý÷ïõìå �á÷ý�åñçìå�áâïëÞ ùò ðñïò x óå óýãêñéóç ìå �ç ìå�áâïëÞ ùò ðñïò y, ê.ëð.�áñÜäåéãìá 4.2.1 - 1Íá õðïëïãéó�ïýí ïé 1çò �Üîçò ìåñéêÝò ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé �ùí ðáñáêÜ�ùóõíáñ�Þóåùíf(x; y) = x4 + 4
√y − 5; g(x; y; z) = x2y − y2z3 + sin(xy);h(s; t) = t2 ln (s2 + 1

)

+
9t3 − 3

√s4:õðÜñ÷ïõí ïé ðáñÜãùãïé g′ (x0) = w′

0 êáé y′0 = f ′ (w0). Ôü�å èá õðÜñ÷åé êáé ç ðáñÜãùãïò�çò óýíèå�çò óõíÜñ�çóçò h(x)|D2 ó�ï óçìåßï x0 ∈ D2 êáé èá éó÷ýåédh(x)dx ∣
∣
∣
∣x=x0

=
df(w)dw ∣

∣
∣
∣w=w0

dg(x)dx ∣
∣
∣
∣x=x0

= y′0 w′

0:Ôï èåþñçìá åßíáé ãíùó�ü óáí ï êáíüíáò �çò áëõóéäù�Þò ðáñáãþãéóçò (
hain rule).Óýìöùíá �þñá ìå �ï Èåþñçìá 4.2.1 - 1, áí ãéá êÜèå x ∈ D2 õðÜñ÷åé ç ðáñÜãùãïò g′(x)êáé åðß ðëÝïí ü�é ãéá �çí áí�ßó�ïé÷ç �éìÞ g(x) = w ∈ D1 õðÜñ÷åé ç f ′(w) = f ′(g(x)), èáõðÜñ÷åé êáé ç ðáñÜãùãïò �çò f(g(x)) ùò ðñïò x ãéá êÜèå x ∈ D2 êáé èá äßíå�áé áðü �çó÷Ýóç dh(x)dx =
df(g(x))dx =

df(g(x))dg(x) dg(x)dx = f ′g g′x: (4.2.1 - 6)



ÌåñéêÞ ðáñÜãùãïò óõíáñ�Þóåùí äýï êáé �ñéþí ìå�áâëç�þí 15�ßíáêáò 4.2.1 - 1: ðáñáãþãùí �ùí êõñéü�åñùí óýíèå�ùí óõíáñ�Þóåùí ìåìå�áâëç�Þ x.á / á ÓõíÜñ�çóç �áñÜãùãïò1 fa(x) af ′(x)fa−1(x)2 ef(x) f ′(x)ef(x)3 ln f(x) f ′(x)f(x)4 sin f(x) f ′(x) cos f(x)5 cos f(x) −f ′(x) sin f(x)6 tan f(x) f ′(x)
cos2 f(x)7 cot f(x) − f ′(x)
sin2 f(x)8 tan−1 f(x) f ′(x)

1 + f2(x)9 sin−1 f(x) f ′(x)
√

1− f2(x)10 cos−1 f(x) − f ′(x)
√

1− f2(x)11 sinh f(x) f ′(x) cosh f(x)12 cosh f(x) f ′(x) sinh f(x)13 tanh f(x) f ′(x)
cosh2 f(x) = f ′(x) [1− tanh2 f(x)]14 coth f(x) − f ′(x)
sinh2 f(x) = f ′(x) [1− coth2 f(x)]
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(x4 + 4 y1=2 − 5

)x =
(x4)x + 0

︷ ︸︸ ︷
(

4 y1=2 − 5
)x = 4x3;fy =

(x4 + 4 y1=2 − 5
)y = 4

1
2
y 1
2−1

︷ ︸︸ ︷
(y1=2)y + 0

︷ ︸︸ ︷
(x4 − 5

)y = 2 y−1=2;gx =
[x2y − y2z3 + sin(xy)]x =

y (x2)x
︷ ︸︸ ︷
(x2y)x− 0

︷ ︸︸ ︷
(y2z3)x+ [sin(xy)]x

= 2xy + (xy)x cos(xy) = 2xy + y cos(xy);gy =
[x2y − y2z3 + sin(xy)]y =

x2(y )y
︷ ︸︸ ︷
(x2y)y − z3(y2)y

︷ ︸︸ ︷
(y2z3)y + [sin(xy)]y

= x2 − 2 y z3 + (xy)y cos(xy) = x2 − 2 y z3 + x cos(xy);gz =
[x2y − y2z3 + sin(xy)]z = 0

︷ ︸︸ ︷
(x2y)y − y2(z3)z

︷ ︸︸ ︷
(y2z3)y + 0

︷ ︸︸ ︷

[sin(xy)]z
= −3y2z2;hs =

[t2 ln (s2 + 1
)

+ 9 t−3 − s4=3]s
=

[t2 ln (s2 + 1
)]s + 9

0
︷ ︸︸ ︷
(t−3

)s− (s4=3)s
= t2 �ýðïò 3 �ïõ �ßíáêá 4.2.1 - 1

︷ ︸︸ ︷
[

ln
(s2 + 1

)]s −4

3
s 4

3
−1

= t2 1s2 + 1

2 s
︷ ︸︸ ︷
(s2 + 1

)s−4

3
s1=3 =

2 s t2s2 + 1
− 4

3
s1=3;ht =

[t2 ln (s2 + 1
)

+ 9 t−3 − s4=3]t
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=

ln(s2+1) (t2)t
︷ ︸︸ ︷
[t2 ln (s2 + 1

)]t+9

−3 t−4

︷ ︸︸ ︷
(t−3

)s− 0
︷ ︸︸ ︷
(s4=3)s = 2 t ln (s2 + 1

)

− 27 t−4:�áñÜäåéãìá 4.2.1 - 2Íá õðïëïãéó�ïýí ïé 1çò êáé ïé 2çò �Üîçò ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé �çò óõíÜñ�çóçòf(x; y; z) = xy e−x + z2:Ëýóç. ¼ìïéá äéáäï÷éêÜ Ý÷ïõìåfx =

(xy e−x + z2)x =

(xy e−x)x + 0
︷ ︸︸ ︷
(z2)x =

1y (x e−x)x
=

1y  1
︷︸︸︷

(x)x e−x + x (−x)x e−x=−e−x
︷ ︸︸ ︷
(e−x)x 




=

(1− x) e−xyfxx =
�2f(x; y; z)�x2 =

��x (�f(x; y; z)�x )

=

[

(1− x) e−xy ]x
=

1y [(1− x) e−x]x =
1y  −1

︷ ︸︸ ︷

(1− x)x e−x + (1− x) −e−x
︷ ︸︸ ︷
(e−x)x

=
(x− 2) e−xy ;fy =

(xy e−x + z2)y =

(xy e−x)y + 0
︷ ︸︸ ︷
(z2)y =

(x e−x) −y−2

︷ ︸︸ ︷
(y−1

)y
= −x e−x y−2;fyy =

(

−x e−x y−2
)y = −x e−x −2 y−3

︷ ︸︸ ︷
(y−2

)y = 2x e−xy−3;fz =

(xy e−x + z2)z = 0
︷ ︸︸ ︷
(xy e−x)z + (z2)z = 2z;
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�2f(x; y; z)�x �y =

��x (�f(x; y; z)�y )

=
(

−x e−x y−2
)x

= − 1y2 (x e−x)x = − 1y2 [(x)x e−x + x (e−x)x] = (x− 1) e−xy2 ;fyx =
�2f(x; y; z)�y �x =

��y (�f(x; y; z)�x )

=

[

(1− x) e−xy ]y = · · · = (x− 1) e−xy2 ; üìïéáfyz = fzy = 0; êáé fxz = fzx = 0:Áðü �ï ðáñáðÜíù ðáñÜäåéãìá ðñïêýð�åé ü�é fxy = fyx, äçëáäÞ ïé áíÜìåéê�åòìåñéêÝò ðáñÜãùãïé 2çò �Üîçò �ùí ßäéùí áíÜ äýï ìå�áâëç�þí åßíáé ßóåò. Ó÷å�éêÜéó÷ýåé �ï ðáñáêÜ�ù èåþñçìá9.Èåþñçìá 4.2.1 - 2 (S
hwarz). ¸ó�ù ç óõíÜñ�çóç f(x; y)| ⊆ ℜ 2, üðïõ Sáíïéê�ü óýíïëï, �çò ïðïßáò õðÜñ÷ïõí ïé 2çò �Üîçò ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé êáéåßíáé óõíå÷åßò ó�ï S. Ôü�åfxy = fyx ãéá êÜèå (x; y) ∈ S: (4.2.1 - 7)�áñÜäåéãìá 4.2.1 - 3¸ó�ù ç óõíÜñ�çóç f(x; y) = yx+ y :Íá õðïëïãéó�åß ç �éìÞ fxyy| (1;0).Ëýóç. Áñ÷éêÜ åßíáéfxyy =
�3f(x; y; z)�x �y2 =

��x (�f(x; y; z)�y2 )

= (fyy)x : (1)9Ôï èåþñçìá, ðïõ åßíáé åðßóçò ãíùó�ü óáí èåþñçìá �ùí S
hwarz-Clairaut êáéãåíéêåýå�áé (âëÝðå âéâëéïãñáößá).
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( yx+ y)y =

1
︷︸︸︷

(y)y (x+ y)− y 0+1
︷ ︸︸ ︷

(x+ y)y
(x+ y)2 =

x
(x+ y)2fyy =

[ x
(x+ y)2 ]y = x [(x+ y)−2

]y = x−2

1
︷ ︸︸ ︷

(x+ y)y(x+ y)−2−1






= − 2x
(x+ y)3 ;ïðü�å áí�éêáèéó�þí�áò ó�çí (1) Ý÷ïõìåfxyy =

[

− 2x
(x+ y)3 ]x = −2

[ x
(x+ y)3 ]x

= −2

1
︷︸︸︷

(x)x (x+ y)3 − x 3(x+y)x(x+y)3−1

︷ ︸︸ ︷
[

(x+ y)3]x
(x+ y)6 =

2(2x − y)
(x+ y)4 :¢ñá fxyy| (1;0) = 2(2x − y)

(x+ y)4 ∣∣∣∣ (1;0) = 2(2 · 1− 0)

(1 + 0)4
= 4:�áñÜäåéãìá 4.2.1 - 4¸ó�ù ç óõíÜñ�çóç f(x; y; z) = (x2 + y2 + z2)−1=2. Äåßî�å ü�é10fxx + fyy + fzz = 0: (4.2.1 - 8)Ëýóç. ¸÷ïõìåfx =

[(x2 + y2 + z2)−1=2]x = −1

2

(x2 + y2 + z2)− 1
2
−1

2x
︷ ︸︸ ︷
(x2 + y2 + z2)x10Ç åîßóùóç (4:2:1− 8), ðïõ åßíáé ãíùó�Þ óáí ç åîßóùóç �ïõ Lapla
e (Lapla
e equa-tion), Ý÷åé óçìáí�éêÝò åöáñìïãÝò ó�á ÅöáñìïóìÝíá Ìáèçìá�éêÜ (âëÝðå âéâëéïãñáößá êáéÁ. ÌðñÜ�óïò [1℄ Êåö. 4 - åîéóþóåéò Maxwell). Ç óõíÜñ�çóç f , ðïõ åðáëçèåýåé �çí

(4:2:1 − 8), ëÝãå�áé �ü�å êáé áñìïíéêÞ óõíÜñ�çóç.
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= −x (x2 + y2 + z2)−3=2 ;fxx = −






1
︷︸︸︷

(x)x (x2 + y2 + z2)−3=2
− x [(x2 + y2 + z2)−3=2]x

= −
(x2 + y2 + z2)−3=2

−x 

−3

2

(x2 + y2 + z2)− 3
2
−1

2x
︷ ︸︸ ︷
(x2 + y2 + z2)x

= −
(x2 + y2 + z2)−3=2

+
3

2
x2 (x2 + y2 + z2)−5=2 : (1)Ëüãù �çò óõììå�ñßáò �çò f üìïéá Ý÷ïõìåfxx = −

(x2 + y2 + z2)−3=2
+

3

2
y2 (x2 + y2 + z2)−5=2 ; (2)fxx = −

(x2 + y2 + z2)−3=2
+

3

2
z2 (x2 + y2 + z2)−5=2 : (3)�ñïóèÝ�ïí�áò êá�Ü ìÝëç �éò (1), (2) êáé (3) ðñïêýð�åé �åëéêÜ ç (4:2:1− 8).ÁóêÞóåéò1. Ôùí ðáñáêÜ�ù óõíáñ�Þóåùí íá õðïëïãéó�ïýí üëåò ïé 1çò êáé 2çò �ÜîçòìåñéêÝò ðáñÜãùãïéi) ye−x2

+ x cos y iii) esin z + cos

(xy)ii) xx+ y + tan x vi) sin2 z + ln
(x2 + y2)2. Äåßî�å ü�é ç óõíÜñ�çóç f(x; y) = ex sin y åßíáé áñìïíéêÞ.4.2.2 Åöáð�üìåíï åðßðåäïÅßíáé Þäç ãíùó�ü ó�ïí áíáãíþó�ç áðü �ç ãåùìå�ñéêÞ åñìçíåßá �çò ðáñáãþãïõìéá óõíÜñ�çóçò11, Ýó�ù f , ìéáò ìå�áâëç�Þò óå Ýíá óçìåßï x0 �ïõ ðåäßïõ11ÂëÝðå âéâëéïãñáößá êáé Á. ÌðñÜ�óïò [2℄ Êåö. 6.



ÌåñéêÞ ðáñÜãùãïò óõíáñ�Þóåùí äýï êáé �ñéþí ìå�áâëç�þí 21ïñéóìïý �çò ü�é ãåùìå�ñéêÜ ç ðáñÜãùãïò f ′ (x0) éóïý�áé ìå �çí åöáð�ïìÝíç�çò ãùíßáò Þ äéáöïñå�éêÜ ìå �ï óõí�åëåó�Þ äéåýèõíóçò �çò åöáð�üìåíçòåõèåßáò å �ïõ äéáãñÜììá�ïò �çò f ó�ï óçìåßï (x0; f (x0)). Ôü�å ç åîßóùóç�çò åöáð�üìåíçò åõèåßáò äßíå�áé áðü �ïí �ýðïy − f (x0) = f ′ (x0) (x− x0) :Åðåê�åßíïí�áò �çí ðáñáðÜíù ãåùìå�ñéêÞ åñìçíåßá ãéá óõíÜñ�çóç ìéáòìå�áâëç�Þò èåùñïýìå �ç óõíÜñ�çóç f(x; y) |D êáé Ýó�ù óçìåßï (x0; y0) ∈ Dó�ï ïðïßï õðÜñ÷ïõí ïé fx (x0; y0) êáé fy (x0; y0). Ôü�å, åðåéäÞ åßíáé Þäçãíùó�ü áðü �çí ðñïçãïýìåíç ðáñÜãñáöï ü�é �ï äéÜãñáììá �çò f(x; y) åßíáéìéá åðéöÜíåéá, åßíáé ðñïöáíÝò ü�é áí äéá�çñçèåß �ï y ó�áèåñü, �ü�å �ï äéÜãñáììáèá åßíáé ìéá êáìðýëç, Ýó�ù Cx, åíþ áí äéá�çñçèåß �ï x ó�áèåñü, �ü�å èáåßíáé ìéá Üëëç êáìðýëç, Ýó�ù Cy. ËáìâÜíïí�áò õð' üøéí êáé �çí ðáñáðÜíùãåùìå�ñéêÞ åñìçíåßá, ç fx (x0; y0) èá ïñßæåé �ï óõí�åëåó�Þ äéåýèõíóçò �çòåöáð�üìåíçò åõèåßáò åx �ïõ äéáãñÜììá�ïò �çò Cx êáé ç fy (x0; y0) �ï óõí�åëåó�Þäéåýèõíóçò �çò åöáð�üìåíçò åõèåßáò åy �ïõ äéáãñÜììá�ïò �çò Cy. Ôü�å ïé åx,åy ïñßæïõí �ï åöáð�üìåíï åðßðåäï, Ýó�ù �, �çò f ó�ï (x0; y0).Áðïäåéêíýå�áé ü�é ç åîßóùóç �ïõ åðéðÝäïõ � äßíå�áé áðü �ïí �ýðï12z = f (x0; y0) + fx (x0; y0) (x− x0) + fy (x0; y0) (y − y0) : (4.2.2 - 1)�áñÜäåéãìá 4.2.2 - 1Íá õðïëïãéó�åß ç åîßóùóç �ïõ åöáð�üìåíïõ åðéðÝäïõ �çò óõíÜñ�çóçòf(x; y) = 3 +
x2
16

+
y2
9

ó�ï óçìåßï (x0; y0) = (−4; 3):Ëýóç. Äéáäï÷éêÜ Ý÷ïõìåf(x; y) = 3 +
x2
16

+
y2
9

f(4;−3) = 5;fx(x; y) =
x
8

fx(4;−3) = −1

2
;fy(x; y) =

2y
9

fy(4;−3) =
2

3
:12Óýìöùíá êáé ìå �çí õðïóçìåßùóç �ïõ �áñáäåßãìá�ïò 4.1.1 - 3 ç ãåíéêÞ ìïñöÞ �çòåîßóùóçò �ïõ åðéðÝäïõ ax + by + 
z = d, ü�áí ùò ðñïò z, éóïäýíáìá ãñÜöå�áé êáé z =f(x; y) = Ax+By +D.
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Ó÷Þìá 4.2.2 - 1: �áñÜäåéãìá 4.2.2 - 1¢ñá óýìöùíá ìå �ïí �ýðï (4:2:2 − 1) ç åîßóùóç �ïõ åðéðÝäïõ èá åßíáé (Ó÷.4.2.2 - 1) z = 5− 1

2
(x+ 4) +

2

3
(y − 3):

4.2.3 Ç Ýííïéá �ïõ äéáöïñéêïýÅßíáé Þäç ãíùó�ü ü�é �ï äéáöïñéêü ìéáò óõíÜñ�çóçò, Ýó�ù f(x)|D, óõìâïëßæå�áéìå d f(x) êáé ïñßæå�áé áðü �ïí �ýðïd f(x) = f ′(x)dx:Ç Ýííïéá �ïõ äéáöïñéêïý ãåíéêåýå�áé êáé ãéá �çí ðåñßð�ùóç óõíÜñ�çóçòäýï, áí�ßó�ïé÷á �ñéþí ìå�áâëç�þí ùò åîÞò:13Ïñéóìüò 4.2.3 - 1 ¸ó�ù ü�é f(x; y)|S ⊆ ℜ 2, áí�ßó�ïé÷á f(x; y; z)|S ⊆
ℜ 3 üðïõ S áíïéê�ü óýíïëï, åßíáé ìßá óõíÜñ�çóç äýï, áí�ßó�ïé÷á �ñéþíìå�áâëç�þí, �çò ïðïßáò õðï�ßèå�áé ü�é õðÜñ÷ïõí ó�ï S ïé fx; fy, áí�ßó�ïé÷á13�éá ãåíéêü�åñåò ðåñéð�þóåéò âëÝðå âéâëéïãñáößá.



ÌåñéêÞ ðáñÜãùãïò óõíáñ�Þóåùí äýï êáé �ñéþí ìå�áâëç�þí 23fx; fy; fz. Ôü�å d f(x; y) = fx dx+ fy dy; áí�ßó�ïé÷á (4.2.3 - 1)d f(x; y; z) = fx dx+ fy dy + fz dz: (4.2.3 - 2)Áðïäåéêíýå�áé ó�çí ÁíÜëõóç ü�é ç ýðáñîç üëùí �ùí ìåñéêþí ðáñáãþãùíìéáò óõíÜñ�çóçò êáé ç óõíÝ÷åéá áõ�þí, óõíåðÜãïí�áé ðÜí�ï�å �çí ýðáñîç�ïõ äéáöïñéêïý �çò óõíÜñ�çóçò.ÕðïèÝ�ïí�áò ü�é õðÜñ÷ïõí ó�ï S êáé üëåò ïé 2çò êáé 3çò �Üîçò ðáñÜãùãïé�çò f áðïäåéêíýå�áé ü�éd 2f(x; y) = fxx dx2 + 2 fxy dxdy + fyy dy2 (4.2.3 - 3)d 3f(x; y) = fxxx dx3 + 3 fxxy dx2dy
+3 fxyy dx dy2 + fyyy dy3; ê.ëð. (4.2.3 - 4)ÁíÜëïãïé �ýðïé éó÷ýïõí ãéá �çí ðåñßð�ùóç óõíáñ�Þóåùí �ñéþí ìå�áâëç�þí,äçëáäÞd 2f(x; y; z) = fxx dx2 + fyy dy2 + fzz dz2 (4.2.3 - 5)

+2 (fxy dxdy + fyz dydx+ fzx dzdx) ; ê.ëð.�áñÜäåéãìá 4.2.3 - 1¸ó�ù ç óõíÜñ�çóç f(x; y) = x2y3. Ôü�å fx = 2x y3 êáé fy = 3x2y2, ïðü�åóýìöùíá ìå �çí (4:2:3 − 1) åßíáéd f(x; y) = 2x y3 dx+ 3x2y2 dy:Åðßóçò åßíáéfxx =
(

2xy3)x = 2 y3; fyy =
(

3x2y2)y = 6x2y êáéfxy = (fy)x =
(

3x2y2)x = 6x y2:¢ñá áðü �çí (4:2:3 − 2) ðñïêýð�åéd 2f = 2 y3 dx2 + 6x y2 dx dy + 6x2y dy2:
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(x2 + y2 + z2)ii) tan−1

(xyz ) iv) z2 exy .4.2.4 Áëõóéäù�üò êáíüíáò ðáñáãþãéóçòÏ Þäç ãíùó�üò �ýðïò (4:2:1−6) �çò áëõóéäù�Þò ðáñáãþãéóçò �ïõ ÈåùñÞìá�ïò4.2.1 - 1 ãñÜöå�áé åðßóçò ãéá åõêïëßá ùò åîÞò:áí y = f(x) êáé x = g(t); �ü�å d yd t =
d yd x d xd t :Ï �ýðïò áõ�üò ãåíéêåýå�áé ãéá �çí ðåñßð�ùóç óõíáñ�Þóåùí äýï, áí�ßó�ïé÷á�ñéþí ìå�áâëç�þí14 óýìöùíá ìå �ï ðáñáêÜ�ù èåþñçìá.Èåþñçìá 4.2.4 - 1 ¸ó�ù ç óõíÜñ�çóç f (x; y) |S ⊆ ℜ 2, áí�ßó�ïé÷á f (x; y; z)

|S ⊆ ℜ 3 êáé x = x(t); y = y(t), áí�ßó�ïé÷á x = x(t); y = y(t); z = z(t)ãéá êÜèå t ∈ A ⊆ ℜ, üðïõ A áíïéê�ü óýíïëï ìå �éò áí�ßó�ïé÷åò �éìÝò �çòf íá áíÞêïõí ó�ï S ãéá êÜèå t ∈ A êáé åðß ðëÝïí ü�é õðÜñ÷åé ç ðáñÜãùãïò�çò f ó�ï (x(t); y(t)), áí�ßó�ïé÷á (x(t); y(t); z(t)) ãéá êÜèå t ∈ A. Ôü�å çóõíÜñ�çóç f = f(t) ðáñáãùãßæå�áé ó�ï t êáé éó÷ýåéd f(t)d t =
�f�x dxd t + �f�y dyd t = fx dxd t + fy dyd t ; (4.2.4 - 1)áí�ßó�ïé÷ád f(t)d t =
�f�x dxd t + �f�y dyd t + �f�z dzd t

= fx dxd t + fy dyd t + fz dzd t : (4.2.4 - 2)Ôï èåþñçìá áõ�ü åßíáé ãíùó�ü óáí êáíüíáò áëõóéäù�Þò ðáñáãþãéóçò(
hain rule) óýíèå�çò óõíÜñ�çóçò ãéá äýï, áí�ßó�ïé÷á �ñåéò ìå�áâëç�Ýò.14�éá �çí ðåñßð�ùóç �-ìå�áâëç�þí âëÝðå âéâëéïãñáößá êáé Á. ÌðñÜ�óïò [2℄ Êåö. 6.



ÌåñéêÞ ðáñÜãùãïò óõíáñ�Þóåùí äýï êáé �ñéþí ìå�áâëç�þí 25�üñéóìá 4.2.4 - 1 ¸ó�ù ç óõíÜñ�çóç f (x; y) |S ⊆ ℜ 2 üðïõ y = g(x) ãéáêÜèå x ∈ A ⊆ ℜ, ü�áí A áíïéê�ü óýíïëï êáé åðß ðëÝïí õðÜñ÷åé ç ðáñÜãùãïò�çò f ó�ï (x; y) ãéá êÜèå x ∈ A. Ôü�å ç óõíÜñ�çóç f ðáñáãùãßæå�áé ó�ï xêáé éó÷ýåé d f(x; y)d x =
�f�x +

�f�y dyd x: (4.2.4 - 3)Ç áðüäåéîç ðñïêýð�åé Üìåóá áðü �ïí �ýðï (4:2:4 − 1) êáé ðáñáëåßðå�áé.�áñÜäåéãìá 4.2.4 - 1Íá õðïëïãéó�åß ç ðáñÜãùãïò df=dt, ü�áíf(x; y) = x2y − y2 êáé x = t2; y = 2t:Ëýóç. Äéáäï÷éêÜ Ý÷ïõìåfx =
(x2y − y2)x =

2xy
︷ ︸︸ ︷
(x2y)x− 0

︷ ︸︸ ︷
(y2)x = 2xy = 4 t3 ;fy =

(x2y − y2)y =

x2

︷ ︸︸ ︷
(x2y)y − 2y

︷ ︸︸ ︷
(y2)y =

(t2)2 − 2t = t4 − 2t;dxdt = 2t; dydt = 2:¢ñá óýìöùíá ìå �ïí �ýðï (4:2:4 − 1) åßíáéd fd t = 4 t3 · 2 t+ (t4 − 4 t) · 2 = 2 t (5 t3 − 4
) :�áñÜäåéãìá 4.2.4 - 2¼ìïéá �çò óõíÜñ�çóçòf(x; y; z) = ln(x+ y + z); ü�áí x = cos2 t; y = sin2 t êáé z = t2:
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1x+ y + z 1

︷ ︸︸ ︷

(x+ y + z)x =
1x+ y + z =

1

cost +sin2 t+ t2 =
1

1 + t2 ;êáé üìïéáfy = fz =
1x+ y + z =

1

1 + t2 :dxdt =
(

cos2 t)t = −2 cos t sin t; dydt =
(

sin2 t)t = 2cos t sin t; dzdt = 2t:¢ñá óýìöùíá ìå �ïí �ýðï (4:2:4 − 2) åßíáéd fd t =
1

1 + t2 (−2 cos t sin t+ 2cos t sin t+ 2t) = 2t
1 + t2 :�áñÜäåéãìá 4.2.4 - 3¼ìïéá �çò óõíÜñ�çóçòf(x; y) = x ln(xy) + y3; ü�áí y = cos

(x2 + 1
) :Ëýóç. Óýìöùíá ìå �ïí �ýðï (4:2:4 − 5) åßíáéfx =

(x ln(xy) + y3)x = (x ln(xy))x + 0
︷ ︸︸ ︷
(y3)x ;

= ln(xy) + x yxy = ln(xy) + 1fy =
(x ln(xy) + y3)y = x [ln(xy)]y + 3 y2

︷ ︸︸ ︷
(y3)y

=
xy + 3 y2;dydx = −2x sin

(x2 + 1
) ;
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[x cos

(x2 + 1
)]

+ 1− 2x2 tan (x2 + 1
)

−6x sin (x2 + 1
)

cos2
(x2 + 1

) :�åíéêåýïí�áò �ï Èåþñçìá 4.2.4 - 1 áðïäåéêíýå�áé ü�é:15Èåþñçìá 4.2.4 - 2 ¸ó�ù ç óõíÜñ�çóç f (x; y) |S ⊆ ℜ 2 êáé x = x(s; t); y =y(s; t) ãéá êÜèå (s; t) ∈ A ⊆ ℜ2, üðïõ A áíïéê�ü óýíïëï ìå �éò áí�ßó�ïé÷åò�éìÝò �çò f íá áíÞêïõí ó�ï S ãéá êÜèå (s; t) ∈ A êáé åðß ðëÝïí ü�é õðÜñ÷åé çðáñÜãùãïò �çò f ó�ï (x(s; t); y(s; t)) ãéá êÜèå (s; t) ∈ A. Ôü�å ç óõíÜñ�çóçf = f(s; t) ðáñáãùãßæå�áé ó�ï (s; t) êáé éó÷ýåé�f�s =
�f�x �x�s +

�f�y �y�s êáé (4.2.4 - 4)�f�t =
�f�x �x�t +

�f�y �y�t : (4.2.4 - 5)�áñÜäåéãìá 4.2.4 - 4¸ó�ù f(x; y) = e2y sin 3x üðïõ x =
√s2 + t2; y = st− t2:Íá õðïëïãéó�ïýí ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé fs êáé ft.Ëýóç. Óýìöùíá ìå �ïõò �ýðïõò (4:2:4 − 4) êáé (4:2:4 − 5) Ý÷ïõìå�f�s =

3e2y cos 3x
︷ ︸︸ ︷
(e2y sin 3x)x 1

2(s2+t2) 1
2
−1

2s
︷ ︸︸ ︷
[(s2 + t2)1=2]s+ 2 e2y sin 3x

︷ ︸︸ ︷
(e2y sin 3x)y t

︷ ︸︸ ︷
(st− t2)s

=
3 s e2y cos 3x√s2 + t2 + 2 t e2y sin 3x15ÂëÝðå âéâëéïãñáößá.
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= e2(st−t2) (3 s cos 3

√s2 + t2√s2 + t2 + 2 t sin 3√s2 + t2) ;
�f�t =

(e2y sin 3x)x 1
2(s2+t2) 1

2
−1

2t
︷ ︸︸ ︷
[(s2 + t2)1=2]t + (e2y sin 3x)y s−2t

︷ ︸︸ ︷
(st− t2)t

=
3 t e2y cos 3x√s2 + t2 + 2 (s− 2t) e2y sin 3x

= e2(st−t2) (3 t cos 3√s2 + t2√s2 + t2 + 2 (s− 2t) sin 3√s2 + t2) :Êñßíå�áé óêüðéìï ó�ï óçìåßï áõ�ü ãéá åõêïëßá íá ïñéó�åß ï ðáñáêÜ�ùäéáöïñéêüò �åëåó�Þò.16Ïñéóìüò 4.2.4 - 1 (�åëåó�Þò Lapla
e) ¸ó�ù ü�é ç óõíÜñ�çóç f (x; y) |S ⊆
ℜ 2, áí�ßó�ïé÷á f (x; y; z) |S ⊆ ℜ 3 Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí 2çò �Üîçò ìåñéêÝòðáñáãþãïõò ãéá êÜèå (x; y) ∈ S, áí�ßó�ïé÷á (x; y; z) ∈ S. Ôü�å ï �åëåó�ÞòLapla
e Þ êáé äéáöïñéêüò �åëåó�Þò 2çò, áí�ßó�ïé÷á 3çò �Üîçò ïñßæå�áé ùòåîÞò:

∇ 2 =
�2�x2 +

�2�y2 ; áí�ßó�ïé÷á (4.2.4 - 6)
∇ 2 =

�2�x2 +
�2�y2 +

�2�z2 : (4.2.4 - 7)ÅöáñìïãÞ 4.2.4 - 1 (ðïëéêÝò óõí�å�áãìÝíåò (r; �))Íá õðïëïãéó�åß ç ðáñÜó�áóç17
∇ 2f =

�2f�x2 +
�2f�y2 = fxx + fyy (4.2.4 - 8)16�éá ðåñéóóü�åñåò åöáñìïãÝò âëÝðå ÌÜèçìá: Äéáöïñéêüò Äéáíõóìá�éêüò Ëïãéóìüò.17Ç åöáñìïãÞ äåí åßíáé ó�çí åîå�áó�Ýá ýëç.
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Ó÷Þìá 4.2.4 - 1: ðïëéêÝò óõí�å�áãìÝíåò (r; è)óå ðïëéêÝò óõí�å�áãìÝíåò (Ó÷. 4.2.4 - 1).18Ëýóç. Åöáñìüæïí�áò �ïõò �ýðïõò (4:2:4 − 4) êáé (4:2:4 − 5) Ý÷ïõìå�f�r =
�f�x cos è

︷︸︸︷�x�r +
�f�y sin è
︷︸︸︷�y�r = cos è �f�x + sin è �f�y ; (1)ïðü�å ðáñáãùãßæïí�áò ùò ðñïò r �çí (1) ðñïêýð�åé� 2f�r2 =

��r (cos è �f�x + sin è �f�y)
= cos è ��r (�f�x)+ sin è ��r (�f�y) = cos è � 2f�r �x + sin è � 2f�r �y
= cos è ��x (�f�r)+ sin è ��y (�f�r) (Èåþñçìá 4:2:1− 2)

(1)
︷︸︸︷
= cos è ��x (cos è �f�x + sin è �f�y)+ sin è ��y (cos è �f�x + sin è �f�y)18Åßíáé ãíùó�ü ü�é ïé ðïëéêÝò óõí�å�áãìÝíåò (r; è) äßíïí�áé áðü �éò ó÷Ýóåéòx = r cos �y = r sin � ìå r ≥ 0 êáé � ∈ [0; 2�) Þ � ∈ (−�; �]:
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= cos2 è � 2f�x2 + cos è sin è � 2f�x�y + sin è cos è � 2f�y�x + sin2 è � 2f�y2
= cos2 è � 2f�x2 + 2 sin è cos è � 2f�x�y + sin2 è � 2f�y2 ;äçëáäÞ � 2f�r2 = cos2 è � 2f�x2 + 2 sin è cos è � 2f�x�y + sin2 è � 2f�y2 : (2)¼ìïéá ìå �çí (1) ðñïêýð�åé ü�é�f�è =

�f�x −r sin è
︷︸︸︷�x�è +

�f�y r cos è
︷︸︸︷�y�è = −r sin è �f�x + r cos è �f�y (3)�áñáãùãßæïí�áò �çí (3) ùò ðñïò è Ý÷ïõìå� 2f�è2 = r ��è (− sin è �f�x + cos è �f�y)

= r 



− cos è �f�x − sin è ��x(�f�è )
︷ ︸︸ ︷��è (�f�x)



+ r 



− sin è �f�y + cos è ��y (�f�è )
︷ ︸︸ ︷��è (�f�y)



= r [− cos è �f�x − sin è ��x (−r sin è �f�x + r cos è �f�y)]r [− sin è �f�y + cos è ��y (−r sin è �f�x + r cos è �f�y)]
= −r �f�r

︷ ︸︸ ︷
(

cos è �f�x + sin è �f�y)
+r2 sin2 è � 2f�x2 − r2 sin è cos è � 2f�x�y
−r2 sin è cos è � 2f�x�y + r2 cos2 è � 2f�y2 ;
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= −r �f�r + r2(sin2 è � 2f�x2 − 2 sin è cos è � 2f�x�y + cos2 è � 2f�y2 ) (4)Áðü �çí (2) êáé �çí (4) ðñïêýð�åé �ü�å ü�é� 2f�r2 +

1r2 � 2f�è 2
=

(

cos2 è + sin2 è) � 2f�x2
+
(

cos2 è + sin2 è) � 2f�y2 − 1r �f�r
=

� 2f�x2 +
� 2f�y2 − 1r �f�r : (5)Áðü �çí (5) Ý÷ïõìå �çí ðáñáêÜ�ù Ýêöñáóç �çò (4:2:4−8) óå ðïëéêÝò óõí�å�áãìÝíåò

∇ 2f =
�2f�r2 +

1r �f�r +
1r2 �2f��2 (4.2.4 - 9)ðïõ ãñÜöå�áé êáé

∇ 2f =
1r ��r (r�f�r)+

1r2 �2f��2 : (4.2.4 - 10)Ìå áíÜëïãïõò õðïëïãéóìïýò ðñïêýð�åé ü�é ï �åëåó�Þò Lapla
e óå êõëéíäñéêÝòóõí�å�áãìÝíåò (Ó÷. 4.2.4 - 2a) åßíáé19
∇2f =

�2f�r2 +
1r �f�r +

1r2 �2f��2 +
�2f�z2åíþ óå óöáéñéêÝò óõí�å�áãìÝíåò (Ó÷. 4.2.4 - 2b) 20

∇2f =
1r2 ��r (r2�f�r)+

1r2 sin � ��� (sin � �f��)19Ïé êõëéíäñéêÝò óõí�å�áãìÝíåò (r; è; z) äßíïí�áé áðü �éò ó÷Ýóåéòx = r cos �; y = r sin �; z = zìå r ≥ 0; � ∈ [0; 2�) Þ � ∈ (−�; �] êáé z ∈ ℜ:20Ïé óöáéñéêÝò óõí�å�áãìÝíåò (r; è; ö) üìïéá áðü �éò ó÷Ýóåéòx = r cos � sin�; y = r sin � sin�; z = r cos�ìå r ≥ 0 êáé � ∈ [0; �]; � ∈ [0; 2�) Þ � ∈ (−�; �];



32 Óõíáñ�Þóåéò ðïëëþí ìå�áâëç�þí Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò
+

1r2 sin2 � �2f��2
:

M

O

M’

z

x

y (a)
M

O
 

! (b)Ó÷Þìá 4.2.4 - 2: (á) ïé êõëéíäñéêÝò (r; è; z) êáé (b) ïé óöáéñéêÝò (r; è; ö)óõí�å�áãìÝíåò.¢óêçóçÔùí ðáñáêÜ�ù óõíáñ�Þóåùí íá õðïëïãéó�åß ç ðáñÜãùãïò df=dti) f(x; y) = xey + y2 sinx, ü�áí x = t, y = t2,ii) f(x; y) = xyx2 + y2 , ü�áí x = cosh t, y = sinh t,iii) f(x; y; z) = ln
(x2 + y2 + z2), ü�áí x = et cos t, y = et sin t, z = et,iv) f(x; y; z) = (x2 + y2 + z2)1=2, ü�áí x = cos t, y = sin t, z = t.2121Áðáãïñåýå�áé ç áíáäçìïóßåõóç Þ áíáðáñáãùãÞ �ïõ ðáñüí�ïò ó�ï óýíïëü �ïõ Þ�ìçìÜ�ùí �ïõ ÷ùñßò �ç ãñáð�Þ Üäåéá �ïõ Êáè. Á. ÌðñÜ�óïõ.E-mail: bratsos�teiath.gr URL: http://users.teiath.gr/bratsos/
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• http://eom.springer.de/
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Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα 

Τεχνολογικό Εκπαιδευτικό Ίδρυμα Αθήνας 

Τέλος Ενότητας 
 
 
 

Χρηματοδότηση 
 

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του εκπαιδευτικού 
έργου του διδάσκοντα. 

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο ΤΕΙ Αθήνας» έχει χρηματοδοτήσει 
μόνο τη αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.  

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράμματος «Εκπαίδευση 
και Δια Βίου Μάθηση» και συγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση 
(Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόρους. 
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Σημειώματα 

Σημείωμα Αναφοράς 

Copyright ΤΕΙ Αθήνας, Αθανάσιος Μπράτσος, 2014. Αθανάσιος Μπράτσος. «Ανώτερα 

Μαθηματικά ΙΙ. Ενότητα 4: Συναρτήσεις Πολλών Μεταβλητών – Μέρος Ι». Έκδοση: 1.0. 

Αθήνα 2014. Διαθέσιμο από τη δικτυακή διεύθυνση: ocp.teiath.gr. 

 

Σημείωμα Αδειοδότησης 

Το παρόν υλικό διατίθεται με τους όρους της άδειας χρήσης Creative Commons Αναφορά, 

Μη Εμπορική Χρήση Παρόμοια Διανομή 4.0 [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση.   

Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. φωτογραφίες, διαγράμματα κ.λ.π.,  τα οποία 

εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται μαζί με τους όρους χρήσης τους στο 

«Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων». 

 

[1] http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/  

Ως Μη Εμπορική ορίζεται η χρήση: 

 που δεν περιλαμβάνει άμεσο ή έμμεσο οικονομικό όφελος από την χρήση του 

έργου, για το διανομέα του έργου και αδειοδόχο 

 που δεν περιλαμβάνει οικονομική συναλλαγή ως προϋπόθεση για τη χρήση ή 

πρόσβαση στο έργο 

 που δεν προσπορίζει στο διανομέα του έργου και αδειοδόχο έμμεσο οικονομικό 

όφελος (π.χ. διαφημίσεις) από την προβολή του έργου σε διαδικτυακό τόπο 

Ο δικαιούχος μπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να χρησιμοποιεί το έργο 

για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 

Διατήρηση Σημειωμάτων 

 Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 

συμπεριλαμβάνει: 

 Το Σημείωμα Αναφοράς 

 Το Σημείωμα Αδειοδότησης 

 Τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων  

 Το Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) μαζί με τους 

συνοδευόμενους υπερσυνδέσμους. 

 

https://ocp.teiath.gr/
file:///C:/Users/pantelis/Downloads/[1] http:/creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
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