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ÌÜèçìá 1ÄÉÁÍÕÓÌÁÔÁ
1.1 ÅéóáãùãéêÝò ÝííïéåòÊñßíå�áé óêüðéìï ðñéí áðü �ïí ïñéóìü �ùí äéáíõóìÜ�ùí íá ïñéó�ïýí ïé ðáñáêÜ�ùó÷å�éêÝò Ýííïéåò.1.1.1 Âáóéêïß ïñéóìïßÏñéóìüò 1.1 - 1. ËÝãå�áé ðñïóáíá�ïëéóìÝíç åõèåßá Þ Üîïíáò ìéá åõèåßá,Ýó�ù å, ó�çí ïðïßá Ý÷åé ïñéó�åß Ýíá ó�áèåñü óçìåßï Ï, Ýíá åõèýãñáììï�ìÞìá ÏÁ ðïõ �ï ìÞêïò �ïõ èåùñåß�áé óáí ìïíÜäá ìÝ�ñçóçò, äçëáäÞ (ÏÁ) =
1 êáé èå�éêÞ ç öïñÜ áðü �ï Ï ðñïò �ï Á (Ó÷. 1.1 - 1).Ôü�å ðñïöáíþò ç öïñÜ áðü �ï Á ðñïò �ï Ï èá åßíáé áñíç�éêÞ.Áí �þñá Ì åßíáé Ýíá Üëëï �õ÷üí óçìåßï �çò å, èá ðñÝðåé ãéá �ï ìÝ�ñï �çòáðüó�áóÞò �ïõ áðü �ï Ï íá éó÷ýåé (ÏÌ) = x(ÏÁ) = x. Ï áñéèìüò x ïñßæåé�ü�å �çí �å�ìçìÝíç �ïõ óçìåßïõ Ì . Åßíáé ðñïöáíÝò ü�é ç �å�ìçìÝíç åßíáéèå�éêÞ, ü�áí �ï óçìåßï åßíáé äåîéÜ �ïõ Ï. Áí�ßó�ñïöá �þñá, áí åßíáé ãíùó�Þ ç�å�ìçìÝíç åíüò óçìåßïõ, �ü�å èá åßíáé ãíùó�Þ êá�Ü ìïíïóÞìáí�ï �ñüðï êáéç èÝóç �ïõ ó�ïí Üîïíá. Óýìöùíá ìå �á ðáñáðÜíù, åðåéäÞ óå êÜèå óçìåßï�ïõ Üîïíá áí�éó�ïé÷åß áêñéâþò Ýíáò ðñáãìá�éêüò áñéèìüò êáé áí�ßó�ñïöá(áìöéìïíïóÞìáí�ç áí�éó�ïé÷ßá), ç åõèåßá å �áõ�ßæå�áé ìå �ï óýíïëï �ùíðñáãìá�éêþí áñéèìþí ℜ. 1
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Ó÷Þìá 1.1 - 1: ðñïóáíá�ïëéóìÝíç åõèåßá Þ Üîïíáò¸ó�ù Ì1, Ì2 äýï �õ÷üí�á óçìåßá �çò å. Ôü�å �ï ìÝ�ñï Þ ç áëãåâñéêÞ�éìÞ �ïõ åõèýãñáììïõ �ìÞìá�ïò Ì1Ì2 èá éóïý�áé ìå
(Ì1Ì2) = (ÏÌ2)− (ÏÌ1) = x2(ÏÁ)− x1(ÏÁ) = x2 − x1: (1.1 - 1)1.1.2 Óõó�Þìá�á óõí�å�áãìÝíùí¸ó�ù åðßðåäï � êáé äýï êÜèå�åò åõèåßåò �ïõ ìå êïéíÞ áñ÷Þ �ï óçìåßï �ïìÞò�ùí, Ýó�ù Ï. Áí ç ìßá áðü áõ�Ýò óõìâïëßæåé �ïí Üîïíá �ùí x, ðïõ ëÝãå�áéåðßóçò êáé Üîïíáò �å�ìçìÝíùí êáé ç Üëëç �ùí y, ðïõ ëÝãå�áé Üîïíáò �å�áãìÝíùí,�ü�å �ï óýó�çìá áõ�ü ïñßæåé Ýíá ïñèïãþíéï Þ êáñ�åóéáíü óýó�çìá áîüíùíó�ï åðßðåäï, ðïõ óõìâïëßæå�áé ìå Ïxy. Áí�ßó�ïé÷á ó�ï ÷þñï èåùñïýí�áé�ñåéò êÜèå�åò åõèåßåò Ïx, Ïy êáé Ïz, üðïõ ç Ïz ëÝãå�áé êáé Üîïíáò �ùíêá�çãìÝíùí. Ôï óýó�çìá áõ�ü óõìâïëßæå�áé ìå Ïxyz (Ó÷. 1.1 - 2) êáéïñßæåé �ï áí�ßó�ïé÷ï ïñèïãþíéï óýó�çìá ó�ï ÷þñï.¸íá ïñèïãþíéï óýó�çìá ó�ï ÷þñï èá ëÝãå�áé äåîéüó�ñïöï, ü�áí ç èå�éêÞöïñÜ �ïõ Üîïíá Ïz óõìðßð�åé ìå �çí êá�åýèõíóç êßíçóçò åíüò êï÷ëßá, ðïõó�ñÝöå�áé ó�ï åðßðåäïÏxy êá�Ü �çí áí�ßèå�ç öïñÜ �ùí äåéê�þí �ïõ ñïëïãéïý,äçëáäÞ áðü �ïí ÜîïíáÏx ðñïò �ïíÏy. Áí�ßó�ïé÷á ó�ï åðßðåäï óáí äåîéüó�ñï-öï óýó�çìá ïñßæå�áé åêåßíï ãéá �ï ïðïßï, ç èå�éêÞ öïñÜ �ïõ Üîïíá Ïxóõìðßð�åé ìå �ç èå�éêÞ öïñÜ �ïõ Üîïíá Ïy, ü�áí ç êßíçóç ãßíå�áé ìå �çíáí�ßèå�ç öïñÜ êßíçóçò �ùí äåéê�þí �ïõ ñïëïãéïý, äéáöïñå�éêÜ ëÝãå�áé áñéó�åñüó�ñïöï.
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yÓ÷Þìá 1.1 - 2: êáñ�åóéáíü óýó�çìá óõí�å�áãìÝíùíÁí Ïxyz åßíáé Ýíá ïñèïãþíéï óýó�çìá áîüíùí �ïõ ÷þñïõ êáé Ì �õ÷üíóçìåßï, �ü�å ç ðáñÜëëçëç áðü �ï Ì ðñïò �ïí Üîïíá Ïz �Ýìíåé �ï åðßðåäïÏxy ó�ï óçìåßï Ì ′. Áðü �ï Ì ′ öÝñíïí�áò ðáñÜëëçëåò ðñïò �ïõò Üîïíåò Ïyêáé Ïx ïñßæïí�áé �á x1 = (ÏÌ1) êáé y1 = (ÏÌ2) áí�ßó�ïé÷á. ÔÝëïò áðü�ï Ì öÝñíïí�áò ðáñÜëëçëç ðñïò �çí ÏÌ ′ ïñßæå�áé �ï óçìåßï z1 = (ÏÌ3).Ç �ñéÜäá �ùí áñéèìþí (x1; y1; z1) ïñßæåé �ü�å �éò êáñ�åóéáíÝò óõí�å�áãìÝíåòÞ áðëÜ óõí�å�áãìÝíåò �ïõ Ì ó�ï ÷þñï. ¼ìïéá �ï æåýãïò �ùí áñéèìþí
(x1; y1) ïñßæåé �éò êáñ�åóéáíÝò óõí�å�áãìÝíåò Þ áðëÜ óõí�å�áãìÝíåò �ïõ Ìó�ï åðßðåäï. Óýìöùíá ìå áõ�Ü óå êÜèå óçìåßï �ïõ ÷þñïõ áí�ßó�ïé÷á �ïõåðéðÝäïõ áí�éó�ïé÷ïýí ïé óõí�å�áãìÝíåò �ïõ êáé áí�ßó�ñïöá, ü�áí åßíáé ãíùó�Ýòïé óõí�å�áãìÝíåò, �ü�å êáèïñßæå�áé áêñéâþò ç èÝóç �ïõ ó�ï ÷þñï áí�ßó�ïé÷áó�ï åðßðåäï.¸íá üìïéï ìå �ï êáñ�åóéáíü óýó�çìá åßíáé �ï ðëáãéïãþíéï óýó�çìáóõí�å�áãìÝíùí, ó�ï ïðïßï ïé Üîïíåò �Ýìíïí�áé ðëÜãéá. Ôï óýó�çìá áõ�üÝ÷åé ðåñéïñéóìÝíåò åöáñìïãÝò. Ó�ï åîÞò ï üñïò óõí�å�áãìÝíåò èá óçìáßíåéêáñ�åóéáíÝò óõí�å�áãìÝíåò, åê�üò áí äéáöïñå�éêÜ ïñßæå�áé.Åîå�Üæå�áé ó�ç óõíÝ÷åéá �ï ðñüâëçìá �çò áëëáãÞò �ùí óõí�å�áãìÝíùíó�ï åðßðåäï. Äéáêñßíïí�áé ïé ðáñáêÜ�ù ðåñéð�þóåéò:i) �áñÜëëçëç ìå�á�üðéóç áîüíùí¸ó�ù ü�é ïé íÝïé Üîïíåò Ï′x′y′ åßíáé ðáñÜëëçëïé ðñïò �ïõò áñ÷éêïýòÏxy (Ó÷. 1.1 - 3). Ç ðáñÜëëçëç ìå�á�üðéóç �ïõ óõó�Þìá�ïò ÷áñáê�çñß-
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Ó÷Þìá 1.1 - 3: ðáñÜëëçëç ìå�á�üðéóç áîüíùíæå�áé áðü äýï èå�éêÜ Þ áñíç�éêÜ ìåãÝèç a êáé b, ðïõ ðáñéó�Üíïõí�éò ðáñÜëëçëåò ðñïò �ïõò Üîïíåò Ïy êáé Ïx ìå�á�ïðßóåéò �ùí íÝùíáîüíùí Ï′y′ êáé Ï′x′ áí�ßó�ïé÷á. Ôü�å, áí M åßíáé Ýíá óçìåßï ìåóõí�å�áãìÝíåò (x; y) ó�ï óýó�çìá Ïxy, ïé óõí�å�áãìÝíåò �ïõ (x′; y′)ó�ï Ï′x′y′ èá åßíáé x′ = x− a;y′ = y − b (1.1 - 2)êáé áí�ßó�ñïöá x = x′ + a;y = y′ + b: (1.1 - 3)ii) Ó�ñïöÞ �ùí áîüíùí êá�Ü ïñéóìÝíç ãùíßá¸ó�ù ü�é �ï óýó�çìá Ïxy ó�ñÝöå�áé êá�Ü �ç äåîéüó�ñïöç öïñÜ ðåñß�çí áñ÷Þ Ï êá�Ü ãùíßá � ìå è ∈ [0; 2ð) (Ó÷. 1.1 - 4)). Ôü�å,áí Ï′x′y′ åßíáé ïé íÝïé Üîïíåò óõí�å�áãìÝíùí êáé M �õ÷üí óçìåßï�ïõ åðéðÝäïõ ìå óõí�å�áãìÝíåò (x; y) ó�ï áñ÷éêü êáé (x′; y′) ó�ï íÝïóýó�çìá óõí�å�áãìÝíùí, Ý÷ïõìåx′ = x cos � + y sin �;y′ = −x sin � + y cos � (1.1 - 4)
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Ó÷Þìá 1.1 - 4: ó�ñïöÞ �ùí áîüíùí êá�Ü ïñéóìÝíç ãùíßáêáé áí�ßó�ñïöá x = x′ cos � − y′ sin �;y = −x′ sin � + y′ cos �: (1.1 - 5)iii) �áñÜëëçëç ìå�á�üðéóç êáé ó�ñïöÞ �ùí áîüíùíÇ ðåñßð�ùóç áõ�Þ ðñïêýð�åé óáí óõíäõáóìüò �ùí äýï ðñïçãïýìåíùíðåñéð�þóåùí. ¸ó�ù ü�é �ï óýó�çìá Ïxy ìå�á�ïðßæå�áé ðáñÜëëçëá ðñïò�çí áñ÷éêÞ �ïõ èÝóç, Ý�óé þó�å �ï Ï íá ìå�á�ïðéó�åß ó�ï Ï′(a; b) êáéó�ç óõíÝ÷åéá ó�ñÝöå�áé äåîéüó�ñïöá ðåñß �çí íÝá �ïõ áñ÷Þ Ï′ êá�Üãùíßá �. Ôü�å, áí M �õ÷üí óçìåßï �ïõ åðéðÝäïõ ìå óõí�å�áãìÝíåò
(x; y) ó�ï áñ÷éêü êáé (x′; y′) ó�ï íÝï óýó�çìá óõí�å�áãìÝíùí, Ý÷ïõìåx′ = (x− a) cos � + (y − b) sin �;y′ = −(x− a) sin � + (y − b) cos � (1.1 - 6)êáé áí�ßó�ñïöá x = x′ cos � − y′ sin � + a;y = −x′ sin � + y′ cos � + b: (1.1 - 7)



6 Äéáíýóìá�á Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò¢ëëá óõó�Þìá�á óõí�å�áãìÝíùíÏé êáñ�åóéáíÝò óõí�å�áãìÝíåò åßíáé ïé ðñþ�åò ðïõ ÷ñçóéìïðïéÞèçêáí óõó�çìá�é-êÜ ó�éò ðåñéóóü�åñåò åöáñìïãÝò, åðåéäÞ åßíáé ïé ðëÝïí åý÷ñçó�åò, áöïý çåöáñìïãÞ �ïõò ó�çñßæå�áé ó�çí Ýííïéá �çò ðáñÜëëçëçò åõèåßáò ðñïò �ïõòÜîïíåò óõí�å�áãìÝíùí.�åíéêü�åñá áðïäåéêíýå�áé ü�é êÜèå ìïíïóÞìáí�ç áí�éó�ïé÷ßá óçìåßùí �ïõåðéðÝäïõ Þ �ïõ ÷þñïõ êáé åíüò óõíüëïõ áñéèìþí, åßíáé äõíá�üí íá ÷ñçóéìïðïéçèåßóáí óýó�çìá óõí�å�áãìÝíùí. Ôá êõñéü�åñá áðü áõ�Ü, ðïõ óõíÞèùò ÷ñçóéìïðïé-ïýí�áé ó�éò åöáñìïãÝò, äßíïí�áé ðáñáêÜ�ù.�ïëéêÝò óõí�å�áãìÝíåò ó�ï åðßðåäïÓ�ï óýó�çìá áõ�ü ç èÝóç åíüò óçìåßïõ Ì ó�ï åðßðåäï ðñïóäéïñßæå�áé ìå �çâïÞèåéá äýï áñéèìþí ùò åîÞò:Ýó�ù óçìåßï Ï �ïõ åðéðÝäïõ, ðïõ ëÝãå�áé ðüëïò êáé ìßá ðñïóáíá�ïëéóìÝíçåõèåßá å, ðïõ ëÝãå�áé ðïëéêüò Üîïíáò êáé ç ïðïßá äéÝñ÷å�áé áðü �ï Ï, äçëáäÞìßá åõèåßá ó�çí ïðïßá Ý÷åé êáèïñéó�åß ìßá áñ÷Þ ìÝ�ñçóçò êáé ìßá èå�éêÞ öïñÜäéáãñáöÞò. Áí r = (ÏÌ) åßíáé ç ëåãüìåíç ðïëéêÞ áðüó�áóç êáé è ìå 0 ≤ è <
2ð åßíáé ç ðïëéêÞ ãùíßá, ðïõ ïñßæå�áé ìå áñ÷éêÞ ðëåõñÜ �ïí ðïëéêü Üîïíá êáé�åëéêÞ �çí ÏÌ ìå äåîéüó�ñïöç öïñÜ äéáãñáöÞò, �ü�å �ï æåýãïò (r; è) ïñßæåéêá�Ü ìïíïóÞìáí�ï �ñüðï �ç èÝóç �ïõ óçìåßïõ Ì êáé áí�ßó�ñïöá. Ôï æåýãïò
(r; è) ïñßæåé �ü�å �éò ðïëéêÝò óõí�å�áãìÝíåò �ïõ Ì ó�ï åðßðåäï (Ó÷. 1.1 -5). Ï ìå�áó÷çìá�éóìüò áðü �éò ðïëéêÝò (r; è) ó�éò êáñ�åóéáíÝò óõí�å�áãìÝíåòãßíå�áé ìå �éò ó÷Ýóåéò x = r cos �; y = r sin �; (1.1 - 8)åíþ áðü �éò êáñ�åóéáíÝò ó�éò ðïëéêÝò ìå �éòr =

√x2 + y2;
cos è =

xr êáé sin è =
yr ; 0 ≤ è < 2�; (1.1 - 9)ü�áí (x; y) 6= (0; 0).
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Ó÷Þìá 1.1 - 5: ðïëéêÝò óõí�å�áãìÝíåòÊõëéíäñéêÝò óõí�å�áãìÝíåòÇ èÝóç åíüò óçìåßïõÌ ó�ï ÷þñï ðñïóäéïñßæå�áé ìå �éò ëåãüìåíåò êõëéíäñéêÝòóõí�å�áãìÝíåò ùò åîÞò:Ýó�ù ìßá áñ÷Þ (ðüëïò) Ï, Ýíá åðßðåäï � ðïõ äéÝñ÷å�áé áðü �ï Ï êáé ÝíáòÜîïíáò Ïx ðïõ âñßóêå�áé ó�ï åðßðåäï áõ�ü êáé äéÝñ÷å�áé áðü �ï Ï (Ó÷. 1.1- 6) êáé Ýó�ù Ì ′ ç ðñïâïëÞ �ïõ Ì ó�ï åðßðåäï � . Ôü�å ç èÝóç �ïõ óçìåßïõÌ åßíáé äõíá�üí íá êáèïñéó�åß áðü �á ðáñáêÜ�ù ó�ïé÷åßá- �çò áðüó�áóçò r = (ÏÌ ′) �ïõ óçìåßïõ Ì ′ áðü �ïí ðüëï,- �çò ãùíßáò è ìå 0 ≤ è < 2ð ðïõ ïñßæå�áé ìå áñ÷éêÞ ðëåõñÜ �ïí ÜîïíáÏx êáé �åëéêÞ �çí ÏÌ ′,- �çò áðüó�áóçò z = (ÌÌ ′) �ïõ óçìåßïõ Ì áðü �ï åðßðåäï � .Ïé áñéèìïß (r; �; z) ïñßæïõí �ü�å �éò êõëéíäñéêÝò óõí�å�áãìÝíåò �ïõ óçìåßïõÌ . Ïé êáñ�åóéáíÝò óõí�å�áãìÝíåò (x; y; z) ðñïêýð�ïõí áðü �éò áí�ßó�ïé÷åòêõëéíäñéêÝò ìå �éò ó÷Ýóåéòx = r cos �; y = r sin �; z = z; (1.1 - 10)åíþ ïé êõëéíäñéêÝò áðü �éò áí�ßó�ïé÷åò êáñ�åóéáíÝò ìå �éòr =
√x2 + y2 + z2;
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Ó÷Þìá 1.1 - 6: êõëéíäñéêÝò óõí�å�áãìÝíåò
cos è =

xr êáé sin è =
yr ; 0 ≤ è < 2ð;z = z; ü�áí (x; y) 6= (0; 0): (1.1 - 11)ÓöáéñéêÝò óõí�å�áãìÝíåò¼ìïéá ç èÝóç �ïõ óçìåßïõ Ì ó�ï ÷þñï ðñïóäéïñßæå�áé ìå �éò ëåãüìåíåòóöáéñéêÝò óõí�å�áãìÝíåò ùò åîÞò:Ýó�ù ìßá áñ÷Þ (ðüëïò) Ï, Ýíá åðßðåäï � ðïõ äéÝñ÷å�áé áðü �ï Ï êáé ÝíáòÜîïíá Ïx ðïõ âñßóêå�áé ó�ï åðßðåäï áõ�ü êáé äéÝñ÷å�áé áðü �ï Ï (Ó÷. 1.1 -7). Ôü�å ç èÝóç �ïõ óçìåßïõ Ì åßíáé äõíá�üí íá êáèïñéó�åß áðü �á ðáñáêÜ�ùó�ïé÷åßá- �çò áðüó�áóçò r = (ÏÌ) �ïõ óçìåßïõ Ì áðü �ïí ðüëï,- �çò ãùíßáò ö ìå 0 ≤ ö < 2ð ðïõ ïñßæå�áé ìå áñ÷éêÞ ðëåõñÜ �ïí ÜîïíáÏx êáé �åëéêÞ �çí ÏÌ ′, ü�áí Ì ′ ç ðñïâïëÞ �ïõ Ì ó�ï åðßðåäï ÏÌ ′,- �çò ãùíßáò è ìå −ð=2 ≤ è < ð=2 ðïõ ïñßæå�áé ìå áñ÷éêÞ ðëåõñÜ �çíÏÌ ′ êáé �åëéêÞ �çí ÏÌ .
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! Ó÷Þìá 1.1 - 7: óöáéñéêÝò óõí�å�áãìÝíåòÔá (r; ö; è) ïñßæïõí �ü�å �éò óöáéñéêÝò óõí�å�áãìÝíåò �ïõ óçìåßïõ Ì .Ïé êáñ�åóéáíÝò óõíäÝïí�áé ìå �éò áí�ßó�ïé÷åò óöáéñéêÝò óõí�å�áãìÝíåòìå �éò ó÷Ýóåéò x = r sin � cos�;y = r sin � sin� ;z = r cos �; (1.1 - 12)åíþ ïé óöáéñéêÝò ìå �éò áí�ßó�ïé÷åò êáñ�åóéáíÝò ìå �éòr =
√x2 + y2 + z2;

cos � =
zr ;

cos� =
xr sin � êáé sin� =

yr sin � (1.1 - 13)üðïõ ïé ãùíßåò � êáé ö ðñÝðåé íá åðáëçèåýïõí ó�çí (1:1−13) �éò åîéóþóåéò áðü�éò ïðïßåò ðñïóäéïñßæïí�áé ìå −ð=2 ≤ è < ð=2 êáé 0 ≤ ö < 2ð áí�ßó�ïé÷á,ü�áí (x; y; z) 6= (0; 0; 0).
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 !

- " A

Ó÷Þìá 1.2 - 1: óõìâïëéóìüò äéáíõóìÜ�ùíÏé åí�ïëÝò ïñéóìïý êáé áëëáãÞò óõí�å�áãìÝíùí ìå �ï MATHEMATICAåßíáé:<<VetorAnalysis' êëÞóç ðáêÝ�ïõSetCoordinates[Cartesian[x,y,z℄℄ êáèïñéóìüò óõó�Þìá�ïòSetCoordinates[Cylindrial[r,è,z℄℄SetCoordinates[Spherial[r,è,ö℄℄CoordinatesToCartesian[{r,è,ö},Spherial℄ �ýðïé áëëáãÞòCoordinatesFromCartesian[{x,y,z},Spherial℄1.2 Ïñéóìüò êáé ¢ëãåâñá äéáíõóìÜ�ùí1.2.1 ÏñéóìïßÓýìöùíá êáé ìå �ïí Ïñéóìü 1.1 - 1 �ï äéÜíõóìá ïñßæå�áé ùò åîÞò:Ïñéóìüò 1.2 - 1 (äéáíýóìá�ïò). Ïñßæå�áé óáí äéÜíõóìá êÜèå ðñïóáíá�ïëé-óìÝíï åõèýãñáììï �ìÞìá åðß �ïõ ðñïóáíá�ïëéóìÝíïõ Üîïíá å Þ ðáñÜëëçëïõðñïò áõ�üí.Ôá äéáíýóìá�á èá óõìâïëßæïí�áé ó�ï åîÞò ìå á, â (Ó÷. 1.2 - 1) ê.ëð.11Óõíçèßæå�áé ó�á âéâëßá ï óõìâïëéóìüò ìå Ýí�ïíá ãñÜììá�á, üðùò á, â ê.ëð., áëëÜ ó�çíðñÜîç ÷ñçóéìïðïéåß�áé åðßóçò êáé ï óõìâïëéóìüò −→á , −→â ê.ëð.



Ïñéóìüò êáé ¢ëãåâñá äéáíõóìÜ�ùí 11Ïñéóìüò 1.2 - 2. Ïñßæå�áé óáí ìçäåíéêü �ï äéÜíõóìá ðïõ ç áñ÷Þ êáé �ï�Ýëïò �ïõ óõìðßð�ïõí.Ôá ìçäåíéêÜ äéáíýóìá�á èá óõìâïëßæïí�áé ìå 0.Ó�ïé÷åßá äéáíýóìá�ïò¸ó�ù �ï äéÜíõóìá á =
−→AB. Ôü�å óýìöùíá ìå �ïí Ïñéóìü 1.2 - 1 �ï äéÜíõóìáá ÷áñáê�çñßæå�áé áðü �á åîÞò ó�ïé÷åßá:i) äéåýèõíóç ðïõ åßíáé ç 2åõèåßá � áðü �á óçìåßá A êáé B,ii) öïñÜ áõ�Þ ðïõ ïñßæå�áé ìå áñ÷Þ �ï A êáé �Ýëïò �ï B �Ýëïò,iii ìÝ�ñï |á| Þ ‖á‖ ðïõ éóïý�áé ìå �ï ìÞêïò �ïõ åõèýãñáììïõ �ìÞìá�ïòAB, äçëáäÞ |á| = ‖á‖ = (AB).¢ñá Ýíá äéÜíõóìá èá åßíáé èå�éêü Þ áñíç�éêü, ü�áí ç öïñÜ �ïõ óõìðßð�åéìå �ç èå�éêÞ áí�ßó�ïé÷á áñíç�éêÞ öïñÜ �ïõ Üîïíá.Ïñéóìüò 1.2 - 3. Äéáíýóìá�á ðïõ Ý÷ïõí �çí ßäéá äéåýèõíóç èá ëÝãïí�áéóõããñáììéêÜ.Åßäç äéáíõóìÜ�ùíÔá äéáíýóìá�á, áíÜëïãá ìå �éò éäéü�ç�åò �ùí äéáöüñùí äéáíõóìá�éêþí ìåãåèþíðïõ ðáñéó�Üíïõí, äéáêñßíïí�áé ó�éò ðáñáêÜ�ù êá�çãïñßåò:i) åëåýèåñá, ü�áí åßíáé äõíá�üí íá ìå�á�ïðéó�ïýí ó�ï öïñÝá �ïõò Þ ðáñÜëëçëáðñïò áõ�üí (ð.÷. ç ñïðÞ åíüò æåýãïõò),ii) ïëéóèáßíïí�á, ü�áí ìå�á�ïðßæïí�áé ó�ï öïñÝá �ïõ áëëÜ ü÷é ðáñÜëëçëáðñïò áõ�üí (ð.÷. ç äýíáìç ðïõ áóêåß�áé óå óþìá),iii) åöáñìïó�Ü, ü�áí Ý÷ïõí ïñéóìÝíï óçìåßï åöáñìïãÞò êáé óõíåðþò äåíìå�á�ïðßæïí�áé Þ ó�ï öïñÝá �ïõò Þ ðáñÜëëçëá ðñïò áõ�üí (ð.÷. ç�á÷ý�ç�á õëéêïý óçìåßïõ).2Ç åõèåßá � ëÝãå�áé êáé öïñÝáò �ïõ äéáíýóìá�ïò.
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Ó÷Þìá 1.2 - 2: ðñüóèåóç äéáíõóìÜ�ùí1.2.2 Éóü�ç�áÏñéóìüò 1.2 - 4. Äýï äéáíýóìá�á á êáé â èá åßíáé ßóá, ü�áí Ý÷ïõí �ï ßäéïìÝ�ñï, äéåýèõíóç êáé öïñÜ.Ôü�å ãñÜöå�áé á = â, åíþ óå ïðïéáäÞðï�å Üëëç ðåñßð�ùóç �á äéáíýóìá�á èáåßíáé äéáöïñå�éêÜ, äçëáäÞ á 6= â. Åýêïëá áðïäåéêíýå�áé ü�é ç éóü�ç�á ïñßæåéìßá ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò.1.2.3 �ñüóèåóçÏñéóìüò 1.2 - 5. Ôï Üèñïéóìá á+â �ùí äéáíõóìÜ�ùí á êáé â ïñßæå�áé ü�éåßíáé �ï äéÜíõóìá ðïõ ðñïêýð�åé, ü�áí �ï â ãßíåé äéáäï÷éêü �ïõ á, äçëáäÞ çáñ÷Þ �ïõ â óõìðÝóåé ìå �ï �Ýëïò �ïõ á.Ôü�å �ï á+â Ý÷åé óáí áñ÷Þ �çí áñ÷Þ �ïõ á êáé �Ýëïò �ï �Ýëïò �ïõ â. Ï �ñüðïòáõ�üò �çò ðñüóèåóçò åßíáé ãíùó�üò êáé óáí êáíüíáò �ïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ(Ó÷. 1.2 - 2).1.2.4 �éíüìåíï ìå ðñáãìá�éêü áñéèìüÏñéóìüò 1.2 - 6. Ôï ãéíüìåíï åíüò äéáíýóìá�ïò á ìå �ïí ðñáãìá�éêüáñéèìü ë (salar multipliation) ïñßæå�áé ü�é åßíáé �ï äéÜíõóìá ëá, ðïõ Ý÷åé



Ìïíáäéáßï äéÜíõóìá 13ìÝ�ñï |ë| öïñÝò �ï ìÝ�ñï �ïõ á, ßäéá äéåýèõíóç ìå �ï á êáé öïñÜ (Ó÷. 1.2 -3) - ßäéá ìå �ïõ á, ü�áí ë > 0,- áí�ßèå�ç ìå �ïõ á, ü�áí ë < 0,- åßíáé �ï ìçäåíéêü äéÜíõóìá, ü�áí ë = 0.
Ó÷Þìá 1.2 - 3: �éíüìåíï äéáíýóìá�ïò ìå ðñáãìá�éêü áñéèìü1.3 Ìïíáäéáßï äéÜíõóìáÏñéóìüò 1.3 - 1. Ïñßæå�áé óáí ìïíáäéáßï �ï äéÜíõóìá ðïõ �ï ìÝ�ñï �ïõéóïý�áé ìå �ç ìïíÜäá ìÝ�ñçóçò.�áñáäåßãìá�á �Ý�ïéùí äéáíõóìÜ�ùí åßíáé óå ïñèïãþíéï óýó�çìá óõí�å�áãìÝíùíOxyz �á ìïíáäéáßá äéáíýóìá�á i, j êáé k ó�ïõò Üîïíåò Ox, Oy êáé Oz.Õðåíèõìßæå�áé ü�é Ýíá ïñèïãþíéï óýó�çìá óõí�å�áãìÝíùí ó�ï ïðïßï Ý÷ïõíïñéó�åß �á ìïíáäéáßá äéáíýóìá�á �ùí áîüíùí �ïõ èá ëÝãå�áé ïñèïêáíïíéêü.Ó�ç óõíÝ÷åéá ïñßæå�áé �ï ìïíáäéáßï äéÜíõóìá êá�Ü �ç äéåýèõíóç �ïõ �õ÷üí�ïòäéáíýóìá�ïò á.Ïñéóìüò 1.3 - 2. ¸ó�ù á �õ÷áßï äéÜíõóìá ìå á 6= 0. Ôü�å ïñßæå�áé óáíìïíáäéáßï äéÜíõóìá Þ óáí äéáíõóìá�éêÞ ìïíÜäá êá�Ü �ç äéåýèõíóç �ïõ á êáéóõìâïëßæå�áé ìå á0 �ï äéÜíõóìá á0 = á

|á| : (1.3 - 1)



14 Äéáíýóìá�á Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò¸÷ïí�áò õð' üøéí �ïí Ïñéóìü 1.3 - 1, áðü �çí (1:3− 1) äéáäï÷éêÜ ðñïêýð�åé
|á0| = ∣

∣

∣

∣

1

|á| á∣∣∣∣ = 1

|á| |á| = 1; äçëáäÞ |á0| = 1:1.4 Óõí�å�áãìÝíåò äéáíýóìá�ïò¸ó�ù Ýíá ïñèïêáíïíéêü óýó�çìá óõí�å�áãìÝíùí Oxyz. Äéáêñßíïí�áé ïéðáñáêÜ�ù ðåñéð�þóåéò:i) Ç áñ÷Þ �ïõ äéáíýóìá�ïò íá óõìðßð�åé ìå �çí áñ÷Þ �ùí óõí�å�áãìÝíùíO. Ôü�å �ï äéÜíõóìá áõ�ü ëÝãå�áé äéÜíõóìá èÝóçò Þ äéáíõóìá�éêÞáê�ßíá (position Þ loation Þ êáé radius vetor) êáé óõìâïëßæå�áé ìår. Áí x, y êáé z åßíáé ïé ðñïâïëÝò �ïõ r ó�ïõò Üîïíåò óõí�å�áãìÝíùí,�ü�å3 r = r 〈x; y; z〉 : (1.4 - 1)ÅðïìÝíùò ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ �ï Üèñïéóìá �ùí óõíéó�ùóþí äéáíõóìÜ�ùíxi, yj êáé zk èá ïñßæåé �ï äéÜíõóìá r, äçëáäÞ ç áíáëõ�éêÞ �ïõ Ýêöñáóçèá åßíáé r = xi+ yj+ zk: (1.4 - 2)ii) �åíéêÜ, ü�áí �ï á åßíáé Ýíá �õ÷üí äéÜíõóìá �ïõ 3-äéÜó�á�ïõ ÷þñïõ ìåáñ÷Þ �ï óçìåßïA (x1; y1; z1) êáé �Ýëïò �ï Â (x2; y2; z2), ïé óõí�å�áãìÝíåò�ïõ èá ïñßæïí�áé áðü �éò ðñïâïëÝò �ïõ ó�ïõò Üîïíåò óõí�å�áãìÝíùíêáé èá åßíáé ïé ðñáãìá�éêïß áñéèìïß á1 = x2 − x1, á2 = y2 − y1 êáéá3 = z2 − z1. Ôü�å üìïéá ìå �çí ðåñßð�ùóç (i) èá åßíáé ó�çí ðåñßð�ùóçáõ�Þ4 á = á 〈á1; á2; á3〉 = á 〈x2 − x1; y2 − y1; z2 − z1〉 ; (1.4 - 3)åíþ ç áíáëõ�éêÞ ÝêöñáóÞ �ïõ åßíáéá = á1i+ á2j+ á3k
= (x2 − x1) i+ (y2 − y1) j+ (z2 − z1)k: (1.4 - 4)3Åðßóçò óõìâïëßæå�áé ìå r = r (x; y; z) Þ áðëÜ r = (x; y; z).4¼ìïéá ìå á = (á1; á2; á3) = (x2 − x1; y2 − y1; z2 − z1).



Óõí�å�áãìÝíåò äéáíýóìá�ïò 15Ôü�å �á ìÝ�ñá �ùí äéáíõóìÜ�ùí r = r 〈x; y; z〉, áí�ßó�ïé÷á á = á 〈á1; á2; á3〉óõíáñ�Þóåé �ùí óõí�å�áãìÝíùí éóïý�áé ìår = |r| = √x2 + y2 + z2; áí�ßó�ïé÷á (1.4 - 5)á = |á| = √á2
1
+ á2

2
+ á2

3
: (1.4 - 6)�áñÜäåéãìá 1.4 - 1Ôá ìïíáäéáßá äéáíýóìá�á i, j êáé k ó�ïõò Üîïíåò Ox, Oy êáé Oz åíüòïñèïãþíéïõ óõó�Þìá�ïò óõí�å�áãìÝíùí Oxyz Ý÷ïõí óõí�å�áãìÝíåòi = 〈1; 0; 0〉; j = 〈0; 1; 0〉; k = 〈0; 0; 1〉:�áñÜäåéãìá 1.4 - 2¸ó�ù �ï äéÜíõóìá á = á〈1;−2; 3〉. Ôü�å |á| = √

12 + (−2)2 + 32 =
√
14,ïðü�å óýìöùíá ìå �çí (1:3− 1) �ï ìïíáäéáßï äéÜíõóìá á0 êá�Ü �ç äéåýèõíóç�ïõ á åßíáé á0 = á

|á| = 1√
14

(i− 2 j+ 3k) :Ìå�Ü áðü �ïí ïñéóìü �ùí óõí�å�áãìÝíùí åíüò äéáíýóìá�ïò ïé ðáñáðÜíùÏñéóìïß 1.2 - 4 - 1.2 - 6, äçëáäÞ �çò éóü�ç�áò êáé �ùí ðñÜîåùí �ùí äéáíõóìÜ�ùíãñÜöïí�áé éóïäýíáìá ùò åîÞò:áí á = á 〈á1; á2; á3〉 êáé â = â 〈â1; â2; â3〉, �ü�åéóü�ç�á á = â, ü�áí á1 = â1, á2 = â2, á3 = â3,ðñüóèåóç á+ â = ã, ã 〈a1 + â1; á2 + â2; á3 + â3〉,áöáßñåóç á− â = ã, ã 〈a1 − â1; á2 − â2; á3 − â3〉,ðïëëáðëáóéáóìüò ëá = ã, ã 〈ëa1; ëá2; ëá3〉.Áí�ßó�ïé÷ïé �ýðïé éó÷ýïõí ãéá �çí ðåñßð�ùóç �ïõ 2-äéÜó�á�ïõ ÷þñïõ.�áñÜäåéãìá 1.4 - 3¸ó�ù �á äéáíýóìá�á á = 〈4;−2; 3〉 êáé â = 〈3; 2;−1〉. Ôü�å åßíáéá+ 2â = 〈4 + 2 · 3;−2 + 2 · 2; 3 + 2 · (−1)〉 = 〈10; 2; 1〉;ðïõ ãñÜöå�áé áíáëõ�éêÜ êáé á+2â = 10i+2j+k, åíþ �ï ìïíáäéáßï êá�Ü �çäéåýèõíóç �ïõ â åßíáé �ï â0 = â= |â|, äçëáäÞ â0 = 1√
14
〈3; 2;−1〉.
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Ó÷Þìá 1.5 - 1: åóù�åñéêü ãéíüìåíï �ùí äéáíõóìÜ�ùí á êáé â1.5 Åóù�åñéêü êáé åîù�åñéêü ãéíüìåíï äéáíõóìÜ�ùí1.5.1 Åóù�åñéêü ãéíüìåíïÏñéóìüò 1.5 - 1. ¸ó�ù �á äéáíýóìá�á á êáé â ìå á, â 6= 0. Ôü�å ïñßæå�áéóáí åóù�åñéêü ãéíüìåíï (dot produt) êáé óõìâïëßæå�áé ìå á ·â Þ 〈á;â〉, ïðñáãìá�éêüò áñéèìüò ðïõ éóïý�áé ìå �ï ãéíüìåíï �ùí ìÝ�ñùí �ùí äéáíõóìÜ�ùíåðß �ï óõíçìß�ïíï �çò ãùíßáò è, ðïõ ó÷çìá�ßæïõí �á äýï áõ�Ü äéáíýóìá�á(Ó÷. 1.5 - 1), äçëáäÞá · â = 〈á; â〉 = |á||â| cos è ìå 0 ≤ è ≤ �: (1.5 - 1)ÅéäéêÜ, ü�áí Ýíá Þ êáé �á äýï äéáíýóìá�á éóïý�áé ìå �ï ìçäåíéêü äéÜíõóìá,�ü�å �ï åóù�åñéêü �ïõò ãéíüìåíï ïñßæå�áé ßóï ìå �ï ìçäÝí.Éäéü�ç�åòi) á · â = â · á áí�éìå�áèå�éêÞ,ii) á · (â+ ã) = á · â+ á · ã åðéìåñéó�éêÞ,iii) (ëá) · â = ë (á · â) = á · (ëâ), ü�áí ë ∈ ℜ.



Åóù�åñéêü êáé åîù�åñéêü ãéíüìåíï äéáíõóìÜ�ùí 17ÓõíèÞêç êáèå�ü�ç�áò¼�áí � = �=2, áðü �çí (1:5−1) ðñïêýð�åé ü�é, áí �á äéáíýóìá�á åßíáé êÜèå�áìå�áîý �ïõò, åßíáé á · â = 0 (1.5 - 2)êáé áí�ßó�ñïöá. ¢ñá ç (1:5 − 2) åêöñÜæåé �ç óõíèÞêç êáèå�ü�ç�áò äýïäéáíõóìÜ�ùí.Åðßóçò, áí á · â = ±|á| |â|, �ü�å Þ è = 0 Þ è = ð, ïðü�å �á äéáíýóìá�áåßíáé óõããñáììéêÜ (ollinear).Õðïëïãéóìüò óõíáñ�Þóåé �ùí óõí�å�áãìÝíùíÁí á = á1i + á2j + á3k êáé â = â1i + â2j + â3k åßíáé äýï ìç ìçäåíéêÜäéáíýóìá�á, �ü�å, åðåéäÞ �á ìïíáäéáßá äéáíýóìá�á i = 〈1; 0; 0〉, j = 〈0; 1; 0〉êáé k = 〈0; 0; 1〉 åßíáé áíÜ äýï êÜèå�á ìå�áîý �ïõò, åíþ �ï ìÝ�ñï �ïõò éóïý�áé5ìå 1, óýìöùíá êáé ìå �çí (1:5 − 2) åýêïëá ðñïêýð�åé ü�éá · â = 〈á1i+ á2j+ á3k〉 · 〈â1i+ â2j+ â3k〉 = â1 (á1i+ á2j+ á3k) · i
+â2 (á1i+ á2j+ á3k) · j+ â3 (á1i+ á2j+ á3k) · k

= â1 (á1 i · i+ á2 j · i+ á3 k · i) + â2 (á1 i · j+ á2 j · j+ á3k · j)
+â3 (á1 i · k+ á2 j · k+ á3 k · k) = · · · = á1â1 + á2â2 + á3â3;äçëáäÞ á · â = á1â1 + á2â2 + á3â3: (1.5 - 3)Áðü �çí (1:5− 3) ðñïêýð�åéá · á = |á|2 = á21 + á22 + á23 : (1.5 - 4)�áñÜäåéãìá 1.5 - 1¸ó�ù �á äéáíýóìá�á á = á(1; 2;−3) êáé â = â(−1; 4; 2). Ôü�å óýìöùíá ìå�çí (1:5 − 3) åßíáé á · â = 1 · (−1) + 2 · 4 + (−3) · 2 = 1:5Áðü �çí (1:5 − 2) ðñïêýð�åé ü�é | i | = √

12 + 0 + 0 = 1, | j | = 1 êáé |k | = 1, åíþóýìöùíá ìå �ïí Ïñéóìü (1:5− 1) åßíáé i · j = | i | | j | cos �
2
= 1 · 1 · 0 = 0. ¼ìïéá j · k = 0,k · i = 0, ê.ëð.



18 Äéáíýóìá�á Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò�ùíßá äýï äéáíõóìÜ�ùíÏñéóìüò 1.5 - 2. ¸ó�ù ü�é �á äéáíýóìá�á á êáé â Ý÷ïõí êïéíÞ áñ÷Þ O êáéåßíáé äéÜöïñá �ïõ ìçäåíéêïý äéáíýóìá�ïò. Ôü�å ïñßæå�áé óáí ãùíßá �ùí áêáé â êá�Ü �çí �Üîç ðïõ Ý÷ïõí ãñáöåß, ç ãùíßá ðïõ äéáãñÜöåé �ï äéÜíõóìáa, ü�áí ó�ñÝöå�áé êá�Ü �ç äåîéüó�ñïöç öïñÜ ìÝ÷ñéò ü�ïõ óõìðÝóåé ìå �ïäéÜíõóìá â.Áí á = á 〈á1; á2; á3〉 êáé â = â 〈â1; â2; â3〉 åßíáé äýï ìç ìçäåíéêÜ äéáíýóìá�á,�ü�å áðü �ïõò �ýðïõò (1:5−1) êáé (1:5−2) ðñïêýð�åé ü�é ç ãùíßá �ïõò, Ýó�ùè, äßíå�áé áðü �ç ó÷Ýóç
cos è =

á1â1 + á2â2 + á3â3
√á2

1
+ á2

2
+ á2

3

√â2
1
+ â2

2
+ â2

3

: (1.5 - 5)1.5.2 Åîù�åñéêü ãéíüìåíïÏñéóìüò 1.5 - 3. Ïñßæå�áé óáí åîù�åñéêü ãéíüìåíï (ross produt) �ùíäéáíõóìÜ�ùí á êáé â, ü�áí á; â 6= 0 êáé óõìâïëßæå�áé ìå á× â �ï äéÜíõóìáã ìå �éò ðáñáêÜ�ù éäéü�ç�åò:i) �ï ìÝ�ñï �ïõ éóïý�áé ìåã = |á× â| sin è; ü�áí 0 ≤ è ≤ � (1.5 - 6)ìå è �ç ãùíßá ðïõ äéáãñÜöåé �ï äéÜíõóìá á, ü�áí ó�ñÝöå�áé êá�Ü �çäåîéüó�ñïöç öïñÜ, ìÝ÷ñéò ü�ïõ óõìðÝóåé ìå �ï äéÜíõóìá â,ii) åßíáé êÜèå�ï ó�á á êáé â êáé,iii) �á á, â êáé ã ìå �ç óåéñÜ áõ�Þ ïñßæïõí äåîéüó�ñïöï óýó�çìá (Ó÷. 1.5- 2).Ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ �ï Ýíá Þ êáé �á äýï äéáíýóìá�á éóïý�áé ìå �ï ìçäåíéêüäéÜíõóìá Þ åðßóçò �á á, â åßíáé óõããñáììéêÜ (è = 0�), �ü�å �ï åîù�åñéêüãéíüìåíü �ïõò ïñßæå�áé íá åßíáé �ï ìçäåíéêü äéÜíõóìá.
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Ó÷Þìá 1.5 - 2: åîù�åñéêü ãéíüìåíï �ùí äéáíõóìÜ�ùí á êáé âÁëãåâñéêÝò éäéü�ç�åòi) á× â = −â× á ìç áí�éìå�áèå�éêÞ (antiommutative),ii) á× (â+ ã) = á× â+ á× ã êáé (â+ ã)× á = â× á+ ã× áåðéìåñéó�éêÞ (distributive) ùò ðñïò �çí ðñüóèåóç,iii) ë (á× â) = (ëá)× â = á× (ëâ) ìå ë ∈ ℜ,iv á× (â× ã) = â× (ã× á) = ã× (á× â) = 0 (�áõ�ü�ç�á �ïõ Jaobi).Ó�ï åîù�åñéêü ãéíüìåíï äåí éó÷ýåé ç ðñïóå�áéñéó�éêÞ éäéü�ç�á êáé ï íüìïò�çò äéáãñáöÞò.�åùìå�ñéêÝò éäéü�ç�åòi) áí �á äéáíýóìá�á åßíáé óõããñáììéêÜ, �ü�å �ï åîù�åñéêü �ïõò ãéíüìåíïéóïý�áé ìå �ï ìçäåíéêü äéÜíõóìá êáé áí�ßó�ñïöá - âëÝðå êáé Ïñéóìü 1.5- 3.ii) Áí �á äéáíýóìá�á á êáé â Ý÷ïõí êïéíÞ áñ÷Þ, �ü�å �ï ìÝ�ñï �ïõ åîù�åñéêïýãéíïìÝíïõ �ïõò éóïý�áé ìå �ï åìâáäüí �ïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ, ðïõïñßæïõí �á á êáé â.



20 Äéáíýóìá�á Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòiii) Ï üãêïò V �ïõ ðáñáëëçëåðéðÝäïõ ìå áêìÝò �á äéáíýóìá�á á, â êáé ãéóïý�áé ìå V = |á · (â× ã)| :Ôï ãéíüìåíï á · (â× ã) = â · (ã× á) = ã · (á× â) (1.5 - 7)åßíáé ãíùó�ü óáí ìåéê�ü ãéíüìåíï (triple produt) êáé óõìâïëßæå�áéìå (á;â;ã).Õðïëïãéóìüò óõíáñ�Þóåé �ùí óõí�å�áãìÝíùí6Áí á = á1i + á2j + á3k êáé â = â1i + â2j + â3k åßíáé äýï ìç ìçäåíéêÜäéáíýóìá�á, �ü�å, åðåéäÞ �á ìïíáäéáßá äéáíýóìá�á i, j êáé k åßíáé áíÜ äýïêÜèå�á ìå�áîý �ïõò êáé óýìöùíá ìå �ïí Ïñéóìü 1.5 - 3 åßíáéi× j = k j× k = i k× i = jj× i = −k k× j = −i i× k = −ji× i = 0 j× j = 0 k× k = 0; (1.5 - 8)ðñïêýð�åé ìå áíÜëïãïõò ìå �ï åóù�åñéêü ãéíüìåíï õðïëïãéóìïýò ü�éá× â = (á1i+ á2j+ á3k)× (â1i+ â2j+ â3k) = â1 (á1i+ á2j+ á3k)× i
+â2 (á1i+ á2j+ á3k)× j+ â3 (á1i+ á2j+ á3k)× k

= â1 (á1 i× i+ á2 j× i+ á3 k× i) + â2 (á1 i× j+ á2 j× j+ á3k× j)
+â3 (á1 i× k+ á2 j× k+ á3 k× k) ;äçëáäÞá× â = (á2â3 − á3â2) i− (á1â3 − á3â1) j+ (á1â2 − á2â1)k: (1.5 - 9)Ç (1:5 − 9) ãñÜöå�áé ìå ìïñöÞ ïñßæïõóáò 3çò �Üîçò ùò åîÞò:á× â =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

i j ká1 á2 á3â1 â2 â3 ∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

: (1.5 - 10)6Ç áðüäåéîç íá ðáñáëåéöèåß óå ðñþ�ç áíÜãíùóç.



Åóù�åñéêü êáé åîù�åñéêü ãéíüìåíï äéáíõóìÜ�ùí 21Õðåíèõìßæå�áé ü�é �ï áíÜð�õãìá ìéáò ïñßæïõóáò 2çò �Üîçò åßíáé
∣

∣

∣

∣

∣

∣

á1 á2â1 â2 ∣

∣

∣

∣

∣

∣

= á1â2 − á2â1; (1.5 - 11)åíþ ç (1:5 − 10), ü�áí áíáð�õ÷èåß ùò ðñïò �á ó�ïé÷åßá �çò 1çò ãñáììÞòäéáãñÜöïí�áò êÜèå öïñÜ �ç ãñáììÞ êáé �ç ó�Þëç �ïõ ó�ïé÷åßïõ ðïõ èåùñåß�áéêáé ïñßæïí�áò �çí ïñßæïõóá 2çò �Üîçò ðïõ ðñïêýð�åé áðü �á áñéó�åñÜ ðñïò �áäåîéÜ, ãñÜöå�áéá× â =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

i j ká1 á2 á3â1 â2 â3 ∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

(1.5 - 12)
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

á2 á3â2 â3 ∣

∣

∣

∣

∣

∣

i− ∣

∣

∣

∣

∣

∣

á1 á3â1 â3 ∣

∣

∣

∣

∣

∣

j+ ∣

∣

∣

∣

∣

∣

á1 á2â1 â2 ∣

∣

∣

∣

∣

∣

k
= (á2â3 − á3â2) i− (á1â3 − á3â1) j+ (á1â2 − á2â1)k:Óçìåéþóåéò 1.5 - 1i) Ç ïñßæïõóá õðïëïãéóìïý �ïõ åîù�åñéêïý ãéíïìÝíïõ åßíáé ðÜí�ï�å 3çò�Üîçò, äçëáäÞ �çò ìïñöÞò (1:5 − 10).ii) ¼�áí �á äéáíýóìá�á á; â åßíáé óõíåðßðåäá, äçëáäÞ á = á1i + á2j êáéâ = â1i+ â2j, �ü�å óýìöùíá ìå �çí (1:5 − 10) åßíáéá× â =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

i j ká1 á2 0â1 â2 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (á1â2 − á2â1)k; (1.5 - 13)äçëáäÞ Ýíá äéÜíõóìá êÜèå�ï ó�ï åðßðåäï �ùí á; â - ðåñßð�ùóç (ii) �ïõÏñéóìïý 1.5 - 3.



22 Äéáíýóìá�á Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò�áñÜäåéãìá 1.5 - 2¸ó�ù �á äéáíýóìá�á á = i−2 j+k êáé â = 2 i+j+k. Æç�åß�áé íá õðïëïãéó�åß�ï ìÝ�ñï �ïõ á× â.Ëýóç. Óýìöùíá ìå �çí (1:5 − 12) åßíáéá× â =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

i j k
1 −2 1

2 1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−2 1

1 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

i− ∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1

2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

j+ ∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 −2

2 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

k
= (−2− 1) i− (1− 2) j+ (1 + 4)k = −3 i+ j+ 5k:¢ñá
| á× â | = √

(−3)2 + 12 + 52 =
√
35 ≈ 5:91608:Óçìåßùóç 1.5 - 1Áðïäåéêíýå�áé ü�é, áí á = á 〈á1; á2; á3〉, â = â 〈â1; â2; â3〉 êáé ã = ã 〈ã1; ã2; ã3〉,�ü�å �ï ìåéê�ü ãéíüìåíü �ïõò õðïëïãßæå�áé ùò åîÞò:

(á;â;ã) = ∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

á1 á2 á3â1 â2 â3ã1 ã2 ã3 ∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

: (1.5 - 14)Ï õðïëïãéóìüò �ïõ åóù�åñéêïý êáé �ïõ åîù�åñéêïý ãéíïìÝíïõ ìå �ïMATH-EMATICA ãßíå�áé ùò åîÞò: Ýó�ù x = (x1; x2; x3) êáé y = (y1; y2; y3). Ôü�åDot[{x_1,x_2,x_3},{y_1,y_2,y_3}℄ åóù�åñéêüCross[{x_1,x_2,x_3},{y_1,y_2,y_3}℄ åîù�åñéêü1.6 �ñáììéêÞ áíåîáñ�çóßá äéáíõóìÜ�ùíÏñéóìüò 1.6 - 1. Ôá äéáíýóìá�á á1, á2, : : :, áí èá åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñ�ç�á,ü�áí êÜèå ãñáììéêüò óõíäõáóìüò �ùí �çò ìïñöÞòë1á1 + ë2á2 + : : :+ ëíáí = 0



�ñáììéêÞ áíåîáñ�çóßá äéáíõóìÜ�ùí 23ìå ë ∈ ℜ; i = 1; 2; : : : ; � éó÷ýåé �ü�å êáé ìüíïí, ü�áí ë1 = ë2 = : : : = ëí = 0.Óå êÜèå Üëëç ðåñßð�ùóç �á äéáíýóìá�á èá ëÝãïí�áé ãñáììéêÜ åîáñ�çìÝíá.�áñá�Þñçóåéò 1.6 - 1- Ôï ìçäåíéêü äéÜíõóìá åßíáé ãñáììéêÜ åîáñ�çìÝíï.- Áí êÜðïéï áðü �á äéáíýóìá�á á1, á2, : : :, á� åßíáé �ï ìçäåíéêü äéÜíõóìá,�ü�å �á äéáíýóìá�á áõ�Ü åßíáé ãñáììéêÜ åîáñ�çìÝíá.- Áí �á äéáíýóìá�á á1, á2, : : :, ák åßíáé ãñáììéêÜ åîáñ�çìÝíá, �ü�å êáé�á á1, á2, : : :, á� ìå k < � åßíáé ãñáììéêÜ åîáñ�çìÝíá.�ñü�áóç 1.6 - 1. Áí �á äéáíýóìá�á á = á (á1; á2; á3), â = â (â1; â2; â3) ìåâ 6= 0 åßíáé ãñáììéêÜ åîáñ�çìÝíá, �ü�å á = ëâ êáé áí�ßó�ñïöá.Áðüäåéîç. Åõèý. ÅðåéäÞ �á äéáíýóìá�á á êáé â ìå â 6= 0 åßíáé ãñáììéêÜåîáñ�çìÝíá, èá ðñÝðåé ãéá êÜèå ãñáììéêü óõíäõáóìü �çò ìïñöÞò ë1á+ë2â = 0íá åßíáé ë1 6= 0, äçëáäÞ á = − (ë2=ë1)â, ïðü�å á = ëâ.Áí�ßó�ñïöï. ÅðåéäÞ á = ëâ, èá ðñÝðåé 1á − ëâ = 0, äçëáäÞ �á á êáé â åßíáéãñáììéêÜ åîáñ�çìÝíá.Áðü �çí �ñü�áóç 1.6 - 1 ðñïêýð�åé �ü�å ü�é, áí �á äéáíýóìá�á á =á (á1; á2; á3) êáé â = â (â1; â2; â3) ìå â 6= 0 åßíáé ãñáììéêÜ åîáñ�çìÝíá, éó÷ýåéá1â1 =
á2â2 =

á3â3 : (1.6 - 1)�ñü�áóç 1.6 - 2. Ôá äéáíýóìá�á á êáé â ìå â 6= 0 åßíáé ãñáììéêÜ åîáñ�çìÝíá�ü�å êáé ìüíïí, ü�áí åßíáé ðáñÜëëçëá.�áñá�Þñçóç 1.6 - 1Ïé �ñï�Üóåéò 1.6 - 1 êáé 1.6 - 2 éó÷ýïõí áíÜëïãá êáé ãéá �á åðßðåäá äéáíýóìá�á.Ïñéóìüò 1.6 - 2. Äýï Þ ðåñéóóü�åñá äéáíýóìá�á åßíáé óõíåðßðåäá, ü�áíáíÞêïõí ó�ï ßäéï åðßðåäï Þ åßíáé ðáñÜëëçëá ðñïò áõ�ü.



24 Äéáíýóìá�á Êáè. Á. ÌðñÜ�óïòÓýìöùíá ìå �ïí Ïñéóìü 1.6 - 1 êáé �éò �ñï�Üóåéò 1.6 - 1 êáé 1.6 - 2åýêïëá áðïäåéêíýïí�áé ïé ðáñáêÜ�ù ðñï�Üóåéò.�ñü�áóç 1.6 - 3. Áí �á äéáíýóìá�á á êáé â åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñ�ç�á,�ü�å êÜèå äéÜíõóìá �çò ìïñöÞòã = ká+ �â (1.6 - 2)áíÞêåé ó�ï åðßðåäï � , ðïõ ïñßæïõí �á á êáé â êáé áí�ßó�ñïöá êÜèå äéÜíõóìá�ïõ åðéðÝäïõ � , ðïõ ïñßæå�áé áðü �á á êáé â, áíáëýå�áé ó�ç ìïñöÞ (1:6− 2).�ñü�áóç 1.6 - 4. Áí �á �á äéáíýóìá�á á, â êáé ã åßíáé ãñáììéêÜ åîáñ�çìÝíá,�ü�å èá åßíáé óõíåðßðåäá êáé áí�ßó�ñïöá.�ñü�áóç 1.6 - 5. Áí �á äéáíýóìá�á á = á (á1; á2; á3), â = â (â1; â2; â3) êáéã = ã (ã1; ã2; ã3) åßíáé óõíåðßðåäá, �ü�åÄ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

á1 á2 á3â1 â2 â3ã1 ã2 ã3 ∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0: (1.6 - 3)
�ñïöáíþò, áí Ä 6= 0, �á äéáíýóìá�á äåí åßíáé óõíåðßðåäá.ÁóêÞóåéò1. ¸ó�ù �á äéáíýóìá�á á = 〈2;−1; 4〉, â = 〈1;−2; 5〉 êáé ã = 〈1; 2;−1〉. Íáõðïëïãéó�ïýíi) �á äéáíýóìá�á á + 2â − 3ã, 2á − â + ã êáé �á áí�ßó�ïé÷á ìïíáäéáßá�ïõò,ii) �á ãéíüìåíá (á+ 3â) · ã, ä = (á+ 3â)× ã êáé (á;â;ã). Ó�ç óõíÝ÷åéáíá õðïëïãéó�åß �ï ìïíáäéáßï äéÜíõóìá êá�Ü äéåýèõíóç ä.



�ñáììéêÞ áíåîáñ�çóßá äéáíõóìÜ�ùí 252. ¸ó�ù �á äéáíýóìá�á á = 〈1; 2; 3〉, â = 〈2;−2; 3〉 êáé ã = 〈k; l;m〉. Íáõðïëïãéó�ïýí �á k, l êáé m, Ý�óé þó�å 5á+ 3â+ 2ã = 0.3. ¸ó�ù �á äéáíýóìá�á á = 〈1; 1 − 2l; 4 +m〉 êáé â = 〈−2; 5 + l; 8−m〉.Íá õðïëïãéó�ïýí �á l, m, Ý�óé þó�å �á äéáíýóìá�á íá åßíáé ðáñÜëëçëá.4. ¸ó�ù �á äéáíýóìá�á á êáé â �ïõ ÷þñïõ ℜ 3 áí�ßó�ïé÷á �ïõ ℜ 2. Íáäåé÷èïýí ïé �áõ�ü�ç�åòi) |á+ â|2 − |á− â|2 = 4á · â,ii) |á+ â|2 + |á− â|2 = 2 |á|2 + 2 |â|2.5. Äåßî�å ü�é �á äéáíýóìá�á á = 〈1; 2; 3〉, â = 〈1;−1; 4〉 êáé ã = 〈2; 4; 1〉åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñ�ç�á. Ó�ç óõíÝ÷åéá áíáëýó�å �ï äéÜíõóìá ä = 〈1; 1; 1〉ùò ðñïò �á á, â êáé ã.6. Äåßî�å ü�é, áí Á:Â�Ä åßíáé Ýíá �å�ñÜåäñï ìå êïñõöÞ Á üðïõ Á (x1; y1; z1),Â (x2; y2; z2), � (x3; y3; z3) êáé Ä (x4; y4; z4), �ü�å ï üãêïò �ïõ �å�ñáÝäñïõéóïý�áé ìå V =
1
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Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα 

Τεχνολογικό Εκπαιδευτικό Ίδρυμα Αθήνας 

Τέλος Ενότητας 
 
 
 

Χρηματοδότηση 
 

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του εκπαιδευτικού 
έργου του διδάσκοντα. 

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο ΤΕΙ Αθήνας» έχει χρηματοδοτήσει 
μόνο τη αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.  

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράμματος «Εκπαίδευση 
και Δια Βίου Μάθηση» και συγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση 
(Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόρους. 
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Σημειώματα 

Σημείωμα Αναφοράς 

Copyright ΤΕΙ Αθήνας, Αθανάσιος Μπράτσος, 2014. Αθανάσιος Μπράτσος. «Ανώτερα 

Μαθηματικά Ι. Ενότητα 1: Διανύσματα». Έκδοση: 1.0. Αθήνα 2014. Διαθέσιμο από τη 

δικτυακή διεύθυνση: ocp.teiath.gr. 

 

Σημείωμα Αδειοδότησης 

Το παρόν υλικό διατίθεται με τους όρους της άδειας χρήσης Creative Commons Αναφορά, 

Μη Εμπορική Χρήση Παρόμοια Διανομή 4.0 [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση.   

Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. φωτογραφίες, διαγράμματα κ.λ.π.,  τα οποία 

εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται μαζί με τους όρους χρήσης τους στο 

«Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων». 

 

[1] http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/  

Ως Μη Εμπορική ορίζεται η χρήση: 

 που δεν περιλαμβάνει άμεσο ή έμμεσο οικονομικό όφελος από την χρήση του 

έργου, για το διανομέα του έργου και αδειοδόχο 

 που δεν περιλαμβάνει οικονομική συναλλαγή ως προϋπόθεση για τη χρήση ή 

πρόσβαση στο έργο 

 που δεν προσπορίζει στο διανομέα του έργου και αδειοδόχο έμμεσο οικονομικό 

όφελος (π.χ. διαφημίσεις) από την προβολή του έργου σε διαδικτυακό τόπο 

Ο δικαιούχος μπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να χρησιμοποιεί το έργο 

για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 

Διατήρηση Σημειωμάτων 

 Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 

συμπεριλαμβάνει: 

 Το Σημείωμα Αναφοράς 

 Το Σημείωμα Αδειοδότησης 

 Τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων  

 Το Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) μαζί με τους 

συνοδευόμενους υπερσυνδέσμους. 

 

https://ocp.teiath.gr/
file:///C:/Users/pantelis/Downloads/[1] http:/creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/
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