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ÌÜèçìá 3

ÐÑÁÃÌÁÔÉÊÅÓ

ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ

Óôï ìÜèçìá áõôü èá äïèïýí ïé êõñéüôåñïé ïñéóìïß êáé èåùñÞìáôá ãéá ôéò

ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò ìéáò ðñáãìáôéêÞò ìåôáâëçôÞò, ðïõ èåùñïýíôáé áðáñáßôçôïé

ãéá ôá åðüìåíá ìáèÞìáôá.

3.1 Ïñéóìïß

Ïñéóìüò 3.1 - 1 (óõíÜñôçóçò). ¸óôù D êáé T äýï ôõ÷üíôá ìç êåíÜ

õðïóýíïëá ôïõ ℜ. Ôüôå ëÝãåôáé óõíÜñôçóç, ìßá ìïíïóÞìáíôç áðåéêüíéóç,

Ýóôù f , ôïõ óõíüëïõ D óôï T , äçëáäÞ

f : D ∋ x −→ f(x) = y ∈ T: (3.1 - 1)

Ôï óýíïëï D ëÝãåôáé ðåäßï ïñéóìïý, åíþ ôï T ðåäßï ôéìþí ôçò óõíÜñôçóçò

f . Óôï åîÞò ìéá óõíÜñôçóç ìå ðåäßï ïñéóìïý ôï D èá óõìâïëßæåôáé ìå f |D Þ

êáé f(x); x ∈ D. Ôï x, ðïõ ðåñéãñÜöåé ôéò ôéìÝò ôïõ D, ëÝãåôáé áíåîÜñôçôç

ìåôáâëçôÞ, åíþ ôï y, ðïõ ïñßæåé ôéò áíôßóôïé÷åò ôéìÝò ôïõ x óôï T , åîáñôçìÝíç

ìåôáâëçôÞ. Ï ôñüðïò ìå ôïí ïðïßï ãßíåôáé ç áðåéêüíéóç f , ðåñéãñÜöåôáé áðü

ôç ó÷Ýóç f(x), ðïõ ëÝãåôáé ôýðïò ôçò óõíÜñôçóçò.

1
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ÐáñÜäåéãìá 3.1 - 1

Óýìöùíá ìå ôïí Ïñéóìü 3.1 - 1, áí D = {0; 2; 5}, ôüôå ï ôýðïò

• f(x) = x2 ïñßæåé óõíÜñôçóç, åðåéäÞ êÜèå óôïé÷åßï ôïõ D ìÝóù ôçò

f áðåéêïíßæåôáé óå Ýíá óôïé÷åßï (ìïíïóÞìáíôç áðåéêüíéóç), äçëáäÞ:

f(0) → 0, f(2) → 4 êáé f(5) → 25, ïðüôå T = {0; 4; 25} åíþ ï

• g(x) = ±
√
x äåí ïñßæåé, åðåéäÞ ôá óôïé÷åßá ôïõ D áðåéêïíßæïíôáé óå äýï

óôïé÷åßá, üðùò f(2) → ±
√
2, ê.ëð.

Ç óõíÜñôçóç åßíáé äõíáôüí íá ðáñáóôáèåß ãñáöéêÜ óôï êáñôåóéáíü åðßðåäï

D×T ⊆ ℜ 2 áðü ôï äéÜãñáììÜ ôçò Þ ôç ãñáöéêÞ ôçò ðáñÜóôáóç Gf (Ó÷. 3.1

- 1), üðïõ

Gf = { (x; f(x)) : ãéá êÜèå x ∈ D} ⊆ D × T: (3.1 - 2)
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Ó÷Þìá 3.1 - 1: (a) ÓõíÜñôçóç f(x) = x −
√
1− x2 ìå D = [−1; 1] êáé (b)

g(x) = x+1
x−1 ìå D = ℜ− {1}

Áí ç óõíÜñôçóç åêöñÜæåôáé ìå ôïí ôýðï y = f(x), ôüôå èá ëÝãåôáé üôé ç

ó÷Ýóç ðïõ óõíäÝåé ôç ìåôáâëçôÞ y ìå ôç ìåôáâëçôÞ x, åßíáé ëõìÝíç (explicit)

ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ y. ÕðÜñ÷ïõí üìùò êáé ðåñéðôþóåéò ðïõ ç y äåí åßíáé

äõíáôüí íá åêöñáóôåß óôç ìïñöÞ y = f(x). Óôéò ðåñéðôþóåéò áõôÝò åßíáé

ãíùóôÞ ìüíïí ç ó÷Ýóç ðïõ óõíäÝåé ôá x êáé y, äçëáäÞ åðáëçèåýåôáé ìßá

ó÷Ýóç ôçò ìïñöÞò f(x; y) = 0. Ôüôå ëÝãåôáé üôé ç óõíÜñôçóç y äßíåôáé ìå

ðåðëåãìÝíç (implicit) ìïñöÞ.
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ÐáñÜäåéãìá 3.1 - 2

Áí y = y(x), ôüôå ç óõíÜñôçóç y = x2+3x+2 åêöñÜæåôáé ìå ëõìÝíç ìïñöÞ,

åíþ ç ey − x− y = 0 ìå ðåðëåãìÝíç, åðåéäÞ ç ó÷Ýóç áõôÞ äå ëýíåôáé ùò ðñïò

y.

Ðñïóäéïñéóìüò ôïõ ðåäßïõ ïñéóìïý

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ æçôåßôáé íá ðñïóäéïñéóôåß ôï ðåäßï ïñéóìïý ìéáò óõíÜñôçóçò,

üôáí åßíáé ãíùóôüò ï ôýðïò ôçò, ðñÝðåé íá ëçöèïýí õð' üøéí ôá åîÞò:

• ïé ðåñéïñéóìïß ðïõ õðÜñ÷ïõí áðü ôçí ßäéá ôç óõíÜñôçóç üðùò ñßæá,

ëïãÜñéèìïò ê.ëð., Ýôóé þóôå ï ôýðïò ôçò íá ïñßæåôáé, êáé

• ïé ðñÜîåéò ðïõ åßíáé óçìåéùìÝíåò óôïí ôýðï ôçò óõíÜñôçóçò íá Ý÷ïõí

Ýííïéá -åðéôñåðôÝò ðñÜîåéò- óôï óýíïëï ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí.

Õðåíèõìßæåôáé üôé ïé ìç åðéôñåðôÝò ðñÜîåéò óôï óýíïëï ôùí

ðñáãìáôéêþí áñéèìþí åßíáé ïé:

a

0
;

∞
∞

; 0∞ ; ∞ 0 ; ∞−∞ ; 00 ; 1∞ ; ∞0: (3.1 - 3)

ÐáñÜäåéãìá 3.1 - 3

¸óôù ç óõíÜñôçóç

f(x) = x2 − 5x+ 1:

Ôüôå ðñïöáíþò åßíáé D = ℜ.

ÐáñÜäåéãìá 3.1 - 4

¼ìïéá ç óõíÜñôçóç

g(x) =
x+ 1

(x− 3) (x2 + 4)
:

Ôüôå èá ðñÝðåé (x−3)
(
x2 + 4

)
̸= 0. ÅðåéäÞ x2+4 ̸= 0 ãéá êÜèå x ∈ ℜ, áñêåß

x ̸= 3, äçëáäÞ D = ℜ− {3}.
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Ðßíáêáò 3.1 - 1: ÐáñÜäåéãìá 3.1 - 5

ÓõíÜñôçóç −∞ -2 0 +∞

x - - +

x+ 2 - + +

x(x+ 2) + - +

ÐáñÜäåéãìá 3.1 - 5

¼ìïéá ç

h(x) =

√
x

x+ 2
:

ÐñÝðåé
x

x+ 2
≥ 0 êáé x+ 2 ̸= 0

Þ éóïäýíáìá

x(x+ 2) ≥ 0 êáé x+ 2 ̸= 0:

Ôüôå óýìöùíá ìå ôïí Ðßíáêá 3.1 - 1 ðñïêýðôåé üôé x < −2 Þ x ≥ 0. ¢ñá

D = (−∞;−2) ∪ [0;+∞).

Áíôßóôñïöç óõíÜñôçóç

Ïñéóìüò 3.1 - 2 (áíôßóôñïöçò óõíÜñôçóçò). ¸óôù ìßá óõíÜñôçóç

f : D ∋ x −→ f(x) = y ∈ T

êáé T ∗ ⊆ T . Áí ç áðåéêüíéóç f∗ ìå

f∗ : T ∋ y −→ f∗(y) = x ∈ D (3.1 - 4)

åßíáé åðßóçò ìïíïóÞìáíôç, ôüôå ïñßæåé ôçí áíôßóôñïöç óõíÜñôçóç ôçò f ,

ðïõ óõìâïëßæåôáé ìå f−1.

Óçìåéþóåéò 3.1 - 1

i) Ôï f−1 åßíáé óõìâïëéóìüò êáé äåí ðñÝðåé íá óõã÷Ýåôáé ìå ôï 1=f .
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ii) Ï ôýðïò ôçò áíôßóôñïöçò óõíÜñôçóçò õðïëïãßæåôáé, üôáí ç åîßóùóç

f(x) = y ëõèåß ùò ðñïò x (ÐáñÜäåéãìá 3.1 - 6). ÅðåéäÞ üìùò ôéò

ðåñéóóüôåñåò öïñÝò ç ëýóç ôçò åîßóùóçò åßíáé áäýíáôç (ÐáñÜäåéãìá 3.1

- 7), ï ôýðïò ôçò êáé üôáí áêüìá åßíáé ãíùóôü üôé õðÜñ÷åé áíôßóôñïöç

óõíÜñôçóç, äåí åßíáé äõíáôüí íá ðñïóäéïñéóôåß.

iii) Ôï äéÜãñáììá ôçò f êáé ôçò f−1 åöüóïí õðÜñ÷åé, åßíáé óõììåôñéêÜ ùò

ðñïò ôçí åõèåßá y = x (Ó÷. 3.1 - 2).

iv) óôçí ðåñßðôùóç ðïõ éó÷ýåé ï Ïñéóìüò 3.1 - 2, äçëáäÞ ïñßæåôáé ç áíôßóôñïöç

óõíÜñôçóç, ëÝãåôáé üôé ç f ïñßæåé ìéá áìöéìïíïóÞìáíôç Þ Ýíá ðñïò

Ýíá áðåéêüíéóç. Áðïäåéêíýåôáé üôé óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ éó÷ýåé ôï

ðáñáêÜôù èåþñçìá:

Èåþñçìá 3.1 - 1. Ç óõíÜñôçóç f Ý÷åé áíôßóôñïöç óõíÜñôçóç ôüôå

êáé ìüíïí, üôáí ç f åßíáé áìöéìïíïóÞìáíôç.
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Ó÷Þìá 3.1 - 2: Åõèåßá y = x êüêêéíç ãñáììÞ. (a) ÓõíÜñôçóç f(x) = x2

ìðëå, f−1(x) =
√
x ðñÜóéíç êáìðýëç, üôáí x > 0 êáé (b) ex ìðëå, lnx

ðñÜóéíç êáìðýëç

Óôá ðáñáäåßãìáôá ðïõ äßíïíôáé óôç óõíÝ÷åéá, õðïôßèåôáé üôé õðÜñ÷åé ç

áíôßóôñïöç óõíÜñôçóç.

ÐáñÜäåéãìá 3.1 - 6

¸óôù ç óõíÜñôçóç

f(x) =
2x+ 1

x− 1
ìå ðåäßï ïñéóìïý D = ℜ− {1}:
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Íá õðïëïãéóôåß ï ôýðïò ôçò áíôßóôñïöçò óõíÜñôçóçò.

Ëýóç. ¸óôù

2x+ 1

x− 1
= y ïðüôå x =

y + 1

y − 2
ìå T ∗ = ℜ− {2}:

¢ñá

f−1(x) =
x+ 1

x− 2
:

ÐáñÜäåéãìá 3.1 - 7

¸óôù ç óõíÜñôçóç

f(x) = ex − x; üôáí ôï ðåäßï ïñéóìïý åßíáé D = [;+∞):

Ôüôå, åðåéäÞ ç åîßóùóç ex − x = y äåí ëýíåôáé ùò ðñïò x, åßíáé áäýíáôïò ï

õðïëïãéóìüò ôïõ ôýðïõ ôçò áíôßóôñïöçò óõíÜñôçóçò.

Óýíèåôç óõíÜñôçóç

Ïñéóìüò 3.1 - 3 (óýíèåôçò óõíÜñôçóçò). ¸óôù A, B, Ã ôñßá ôõ÷üíôá

óýíïëá äéÜöïñá ôïõ êåíïý êáé g|A ìßá óõíÜñôçóç ìå ðåäßï ôéìþí ôï B êáé

f |B ìßá óõíÜñôçóç ìå ðåäßï ôéìþí ôï Ã. Ôüôå ïñßæåôáé ìßá óõíÜñôçóç h|A
ìå ðåäßï ôéìþí ôï Ã, ðïõ óõìâïëßæåôáé ìå f ◦ g, áðü ôïí ôýðï

h(x) = (f ◦ g)(x) = f(g(x)) ãéá êÜèå x ∈ A (3.1 - 5)

êáé ëÝãåôáé óýíèåôç óõíÜñôçóç ôùí f , g.

Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ç óýíèåóç óõíáñôÞóåùí ðëçñïß ôçí åðéìåñéóôéêÞ éäéüôçôá,

äçëáäÞ

f ◦ (g ◦ h) = (f ◦ g) ◦ h:

ÐáñÜäåéãìá 3.1 - 8

¸óôù ïé óõíáñôÞóåéò

g(x) = 3x− 1 êáé f(x) = sinx:
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Ôüôå ïñßæåôáé ç óýíèåôç óõíÜñôçóç f ◦ g êáé åßíáé

(f ◦ g)(x) = f(g(x)) = sin(3x− 1)

üðïõ ãéá ôá ðåäßá ïñéóìïý åßíáé D(f) = D(g) = D(f ◦ g) = ℜ, åíþ ãéá ôá

ðåäßá ôéìþí T (g) = ℜ êáé T (f) = T (f ◦ g) = [−1; 1].

ÐáñÜäåéãìá 3.1 - 9

¼ìïéá ç óýíèåóç ôùí óõíáñôÞóåùí

g(x) = −x2 êáé f(x) = ex

äßíåé

(f ◦ g)(x) = f(g(x)) = e−x2

1üðïõ D(f) = D(g) = D(f ◦ g) = ℜ, åíþ T (f) = ℜ êáé T (g) = T (f ◦ g) =
(0;+∞).

3.2 ¢ëãåâñá óõíáñôÞóåùí

3.2.1 Éóüôçôá

Ïñéóìüò 3.2 - 1. Ïé óõíáñôÞóåéò f; g|D ëÝãïíôáé ßóåò êáé óõìâïëßæåôáé

áõôü ìå f = g óôï D ôüôå êáé ìüíïí, üôáí f(x) = g(x) ãéá êÜèå x ∈ D.

Ðñïöáíþò ç éóüôçôá åßíáé áõôïðáèÞò, óõììåôñéêÞ êáé ìåôáâáôéêÞ, ïðüôå

ïñßæåé ìßá ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò óôï óýíïëï ôùí óõíáñôÞóåùí ìå êïéíü ðåäßï

ïñéóìïý D.

3.2.2 ÄéÜôáîç

Ïñéóìüò 3.2 - 2. ¸óôù ïé óõíáñôÞóåéò f; g|D. Ôüôå èá åßíáé f ≤ g ôüôå

êáé ìüíïí, üôáí f(x) ≤ g(x) ãéá êÜèå x ∈ D.

Ç ó÷Ýóç áõôÞ åßíáé áõôïðáèÞò, áíôéóõììåôñéêÞ êáé ìåôáâáôéêÞ, ïðüôå

ïñßæåé ìßá ó÷Ýóç äéÜôáîçò óôï óýíïëï ôùí óõíáñôÞóåùí ìå êïéíü ðåäßï

ïñéóìïý D, ç ïðïßá üìùò äåí åßíáé ãñáììéêÞ. Áíôßóôïé÷á ïñßæåôáé ç äõúêÞ

ôçò ó÷Ýóç f ≥ g.

1ÂëÝðå ÐáñÜãñáöï 3.4.6.
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3.2.3 Ðñüóèåóç

Ïñéóìüò 3.2 - 3. ¸óôù ïé óõíáñôÞóåéò f; g|D. Ôüôå ïñßæåôáé óáí ÜèñïéóìÜ

ôïõò ç óõíÜñôçóç h = f + g|D, üðïõ

h(x) = (f + g)(x) = f(x) + g(x) ãéá êÜèå x ∈ D: (3.2 - 1)

Ôï Üèñïéóìá ãåíéêåýåôáé ãéá � ôï ðëÞèïò óõíáñôÞóåéò.

Éäéüôçôåò

i) áíôéìåôáèåôéêÞ f + g = g + f ãéá êÜèå f; g|D,

ii) ðñïóåôáéñéóôéêÞ f + (g + h) = (f + g) + h ãéá êÜèå f; g; h|D,

iii) õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá óõíÜñôçóç ìå ðåäßï ïñéóìïýD, ðïõ ëÝãåôáé ìçäåíéêÞ

óõíÜñôçóç êáé óõìâïëßæåôáé ìå Õ, ôÝôïéá þóôå Õ(x) = 0 ãéá êÜèå

x ∈ D êáé ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé f + Õ = Õ + f = f ãéá êÜèå f |D,

iv) ãéá êÜèå f |D õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá óõíÜñôçóç ç −f |D, ðïõ ëÝãåôáé

áíôßèåôç óõíÜñôçóç ôçò f óôï D, ôÝôïéá þóôå f + (−f) = Õ,

v) óôï D éó÷ýåé ç éóïäõíáìßá: áí f + h = g + h, ôüôå f = g ãéá êÜèå

f; g; h|D (íüìïò ôçò äéáãñáöÞò óôçí ðñüóèåóç),

v) ãéá êÜèå f; g; X|D ç åîßóùóç f + X = g|D Ý÷åé ìïíáäéêÞ ëýóç ôçí

X = g + (−f).
Ç ìïíáäéêÞ ëýóç ôçò åîßóùóçò áõôÞò ëÝãåôáé äéáöïñÜ ôçò f áðü

ôçí g êáé óõìâïëßæåôáé ìå g−f , åíþ ç ðñÜîç ìå ôçí ïðïßá õðïëïãßæåôáé

ç äéáöïñÜ ôùí äýï óõíáñôÞóåùí ëÝãåôáé áöáßñåóç.

3.2.4 Ðïëëáðëáóéáóìüò

Ïñéóìüò 3.2 - 4. ¸óôù ïé óõíáñôÞóåéò f; g|D. Ôüôå ïñßæåôáé óáí ãéíüìåíü

ôïõò ç óõíÜñôçóç h = f · g = f g|D, üôáí

h(x) = (fg)(x) = f(x)g(x) ãéá êÜèå x ∈ D: (3.2 - 2)
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¼ìïéá ï ðïëëáðëáóéáóìüò ãåíéêåýåôáé ãéá � ôï ðëÞèïò óõíáñôÞóåéò.

Éäéüôçôåò

i) áíôéìåôáèåôéêÞ fg = gf ãéá êÜèå f; g|D,

ii) ðñïóåôáéñéóôéêÞ f(gh) = (fg)h ãéá êÜèå f; g; h|D,

iii) åðéìåñéóôéêÞ ùò ðñïò ôçí ðñüóèåóç f(g + h) = fg + fh ãéá êÜèå

f; g; h|D,

iv) õðÜñ÷åé óôïD áêñéâþò ìßá óõíÜñôçóç, ðïõ ëÝãåôáé ìïíáäéáßá óõíÜñôçóç

êáé óõìâïëßæåôáé ìå e, ôÝôïéá þóôå e(x) = 1 ãéá êÜèå x ∈ D êáé ãéá

ôçí ïðïßá éó÷ýåé üôé fe = ef = f ãéá êÜèå f |D,

v) áí f |D ìå f(x) ̸= 0 ãéá êÜèå x ∈ D, ôüôå õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá

óõíÜñôçóç f∗ = 1=f |D, ôÝôïéá þóôå ff∗ = e,

vi) óôï D éó÷ýåé ç éóïäõíáìßá: áí fh = gh êáé h(x) ̸= 0 ãéá êÜèå x ∈ D,

ôüôå f = g (íüìïò ôçò äéáãñáöÞò óôïí ðïëëáðëáóéáóìü),

vii) ãéá êÜèå f; g; X|D ç åîßóùóç fX = g|D ìå f(x) ̸= 0 ãéá êÜèå x ∈ D

Ý÷åé ìïíáäéêÞ ëýóç ôçí X = g=f .

Ç ìïíáäéêÞ ëýóç ôçò åîßóùóçò áõôÞò ëÝãåôáé ðçëßêï ôçò g ðñïò

ôçí f êáé óõìâïëßæåôáé ìå g=f . Ç ðñÜîç ìå ôçí ïðïßá õðïëïãßæåôáé ôï

ðçëßêï äýï óõíáñôÞóåùí, ëÝãåôáé äéáßñåóç.

3.3 Åßäç óõíáñôÞóåùí

3.3.1 ¢ñôéåò êáé ðåñéôôÝò óõíáñôÞóåéò

Ïñéóìüò 3.3 - 1. Ìßá óõíÜñôçóç f |D ëÝãåôáé Üñôéá, üôáí ãéá êÜèå x,

−x ∈ D éó÷ýåé

f(−x) = f(x): (3.3 - 1)
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×áñáêôçñéóôéêü ôïõ äéáãñÜììáôïò ìéáò Üñôéáò óõíÜñôçóçò åßíáé üôé ðáñïõóéÜ-

æåé óõììåôñßá ùò ðñïò ôïí Üîïíá Oy. ÐáñÜäåéãìá ôÝôïéáò óõíÜñôçóçò åßíáé

ç cosx,
(
x2 + 1

)1=2
(Ó÷. 3.3 - 1a), ê.ëð.

Ïñéóìüò 3.3 - 2. Ìßá óõíÜñôçóç f |D ëÝãåôáé ðåñéôôÞ, üôáí ãéá êÜèå x,

−x ∈ D éó÷ýåé

f(−x) = −f(x): (3.3 - 2)

×áñáêôçñéóôéêü ôïõ äéáãñÜììáôïò ìéáò ðåñéôôÞò óõíÜñôçóçò åßíáé üôé ðáñïõóéÜ-

æåé óõììåôñßá ùò ðñïò ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí O. ¼ìïéá ðáñÜäåéãìá ôÝôïéáò

óõíÜñôçóçò åßíáé ç x3 (Ó÷. 3.3 - 1b), sinx, ê.ëð.

-3 -2 -1 1 2 3
x

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

fHxL

(a)

-1.0 -0.5 0.5 1.0
x

-1.0

-0.5

0.5

1.0

x^3

(b)

Ó÷Þìá 3.3 - 1: (a) ÓõíÜñôçóç f(x) =
(
x2 + 1

)1=2
êáé (b) x3

¢ìåóá ðñïêýðôåé áðü ôïõò ðáñáðÜíù ïñéóìïýò üôé:

Ðñüôáóç 3.3 - 1. Áí ç f åßíáé Üñôéá êáé ç g ðåñéôôÞ óõíÜñôçóç, ôüôå ôï

ãéíüìåíï ôïõò åßíáé ðåñéôôÞ óõíÜñôçóç, åíþ ôï ãéíüìåíï äýï ðåñéôôþí Þ äýï

Üñôéùí óõíáñôÞóåùí åßíáé Üñôéá óõíÜñôçóç.

3.3.2 Ìïíïôïíßá óõíÜñôçóçò

Ïñéóìüò 3.3 - 3 (ìïíïôïíßáò). ¸óôù ç óõíÜñôçóç f |D êáé x1, x2 ∈ D,

üðïõ ÷ùñßò íá ðåñéïñßæåôáé ç ãåíéêüôçôá õðïôßèåôáé üôé x1 < x2. Ôüôå, áí:

i) f (x1) ≤ f (x2) ç f èá ëÝãåôáé áýîïõóá êáé èá óõìâïëßæåôáé ìå ↑.

ii) f (x1) ≥ f (x2) ç f èá ëÝãåôáé öèßíïõóá êáé èá óõìâïëßæåôáé ìå ↓.

Êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò ç óõíÜñôçóç èá ëÝãåôáé ìïíüôïíç.
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iii) f (x1) < f (x2) ç f èá ëÝãåôáé ãíÞóéá áýîïõóá êáé èá óõìâïëßæåôáé ìå

⇑.

iv) f (x1) > f (x2) ç f èá ëÝãåôáé ãíÞóéá öèßíïõóá êáé èá óõìâïëßæåôáé ìå

⇓.

Óôéò ðåñéðôþóåéò (iii) êáé (iv) ç óõíÜñôçóç èá ëÝãåôáé ãíÞóéá ìïíüôïíç.

Ç ëåðôïìåñÞò åîÝôáóç ôçò ìïíïôïíßáò ìéáò óõíÜñôçóçò èá ãßíåé óôï ÌÜèçìá

10.

Ó÷åôéêÜ ôþñá ìå ôéò ìïíüôïíåò óõíáñôÞóåéò éó÷ýïõí ôá ðáñáêÜôù èåùñÞìá-

ôá.

Èåþñçìá 3.3 - 1. Áí ìßá óõíÜñôçóç f |D åßíáé ãíÞóéá ìïíüôïíç óôï D,

ôüôå õðÜñ÷åé ðÜíôïôå ç áíôßóôñïöÞ ôçò óõíÜñôçóç f−1|T üðïõ T = f(D)

êáé åßíáé ôïõ ßäéïõ åßäïõò ìïíïôïíßáò ìå áõôÞ.

Èåþñçìá 3.3 - 2. Ç óýíèåóç äýï óõíáñôÞóåùí ôïõ ßäéïõ åßäïõò ìïíïôïíßáò

åßíáé áýîïõóá óõíÜñôçóç, åíþ äéáöïñåôéêïý åßäïõò ìïíïôïíßáò öèßíïõóá óõíÜ-

ñôçóç.

3.3.3 ÐåñéïäéêÞ óõíÜñôçóç

Ïñéóìüò 3.3 - 4. Ìßá óõíÜñôçóç f |ℜ ëÝãåôáé ðåñéïäéêÞ, áí õðÜñ÷åé ô ∈ ℜ
ìå ô ̸= 0, Ýôóé þóôå íá éó÷ýåé

f(x+ ô) = f(x) ãéá êÜèå x ∈ ℜ: (3.3 - 3)

Ôüôå ï ô ëÝãåôáé ðåñßïäïò, åíþ ï åëÜ÷éóôïò èåôéêüò áñéèìüò ô ãéá ôïí ïðïßï

éó÷ýåé ç (3:3− 3) ëÝãåôáé èåìåëéþäçò ðåñßïäïò êáé óõìâïëßæåôáé ìå T .

Óçìåßùóç 3.3 - 1

¢ìåóá ðñïêýðôåé áðü ôïí ïñéóìü üôé ïé éäéüôçôåò êáé ôï äéÜãñáììá ìéáò

ðåñéïäéêÞò óõíÜñôçóçò èá åßíáé ãíùóôÝò, üôáí ìåëåôçèåß ç óõíÜñôçóç óå Ýíá

äéÜóôçìá ðëÜôïõò T , äçëáäÞ üóï ç èåìåëéþäçò ðåñßïäïò.
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Ïé ðåñéïäéêÝò óõíáñôÞóåéò óõíáíôþíôáé óõ÷íÜ óôéò åöáñìïãÝò, üðïõ ç

ìåôáâëçôÞ ôïõò t óõìâïëßæåé ôï ÷ñüíï êáé ìåôáâÜëëåôáé óå äéáóôÞìáôá üðùò

ôï [0;+∞), [t1; t2] ê.ëð. Óôéò ðåñéðôþóåéò áõôÝò ëÝãåôáé üôé Ý÷ïõìå ôïí

ðåñéïñéóìü ôçò ðåñéïäéêÞò óõíÜñôçóçò óôá äéáóôÞìáôá áõôÜ.

Êáôçãïñßåò ðåñéïäéêþí óõíáñôÞóåùí

Ïé ðåñéïäéêÝò óõíáñôÞóåéò ÷ùñßæïíôáé óôéò ðáñáêÜôù äýï êáôçãïñßåò:

i) åêåßíåò ðïõ áðü ôï ïñéóìü ôïõò åßíáé ðåñéïäéêÝò, äçëáäÞ ïé ôñéãùíïìåôñéêÝò

óõíáñôÞóåéò üðùò: sinx, cos 3x, tan 5x, | sinx| ðïõ åßíáé ãíùóôÞ óáí
2ðëÞñçò áíüñèùóç (Ó÷. 3.3 - 3) ìå èåìåëéþäç ðåñßïäï T = �, ê.ëð.

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
x

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Èsin xÈ

(a) -6 -4 -2 2 4 6
x

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Èsin xÈ

(b)

Ó÷Þìá 3.3 - 2: ÓõíÜñôçóç (a) | sinx|, üôáí x ∈ [0; �] äçëáäÞ äéÜóôçìá

ðëÜôïõò T = � êáé (b) üôáí x ∈ [−2�; 2�]

ii) ÓõíáñôÞóåéò ðïõ ïñßæïíôáé ìå êÜðïéá óõíèÞêç ðåñéïäéêüôçôáò. Ïé óõíá-

ñôÞóåéò áõôÝò óõíáíôþíôáé óôéò åöáñìïãÝò êáé ðáñáäåßãìáôÜ ôïõò äßíï-

íôáé óôç óõíÝ÷åéá.

ÐáñÜäåéãìá 3.3 - 1

Ç óõíÜñôçóç

f(t) =


t áí 0 ≤ t < �

0 áí � ≤ t < 2�;

üôáí

óõíèÞêç︷ ︸︸ ︷
f(t+ 2�︸︷︷︸

Ô

) = f(t) ãéá êÜèå t ∈ ℜ

2Ãåíéêüôåñá ç óõíÜñôçóç | sin!x| ìå ! > 0 åßíáé ðåñéïäéêÞ ìå èåìåëéþäç ðåñßïäï T =

�=!.
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åßíáé ðåñéïäéêÞ ìå èåìåëéþäç ðåñßïäï T = 2�. Óôï Ó÷. 3.3 - 3a äßíåôáé

ôï äéÜãñáììÜ ôçò óôï äéÜóôçìá [0; T ] ðëÜôïõò üóï ç èåìåëéþäçò ðåñßïäïò,

üðùò áõôü ðáñïõóéÜæåôáé óôá ìáèçìáôéêÜ, åíþ óôï Ó÷. 3.3 - 3b üðùò óôéò

åöáñìïãÝò.

æ æ

ëë

1 2 3 4 5 6

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

(a) 1 2 3 4 5 6
t

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

fHtL

(b)

Ó÷Þìá 3.3 - 3: ÐáñÜäåéãìá 3.3 - 1

ÐáñÜäåéãìá 3.3 - 2

¼ìïéá ç

g(t) =


et áí 0 ≤ t < 1

1 áí 1 ≤ t < 2;

üôáí

óõíèÞêç︷ ︸︸ ︷
f(t+ 2︸︷︷︸

Ô

) = f(t) ãéá êÜèå t ∈ ℜ

åßíáé ðåñéïäéêÞ ìå èåìåëéþäç ðåñßïäï T = 2 ìå äéÜãñáììá óôï Ó÷. 3.3 - 4a

óôá ìáèçìáôéêÜ, áíôßóôïé÷á Ó÷. 3.3 - 4b óôéò åöáñìïãÝò.

ÐáñÜäåéãìá 3.3 - 3

¼ìïéá ïé

h(t) = t; üôáí − 1 ≤ t < 1 êáé h(t+

Ô︷︸︸︷
2 ) = h(t); êáé

p(t) = t2; üôáí − 2 ≤ t < 2 êáé p(t+

Ô︷︸︸︷
4 ) = p(t)
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æ æ

ëë

0.5 1.0 1.5 2.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

(a) 0.5 1.0 1.5 2.0
t

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

gHtL

(b)

Ó÷Þìá 3.3 - 4: ÐáñÜäåéãìá 3.3 - 2

ãéá êÜèå t ∈ ℜ åßíáé ðåñéïäéêÝò ìå èåìåëéþäç ðåñßïäï T = 2 (Ó÷. 3.3 - 5a)

êáé T = 4 (Ó÷. 3.3 - 5b).

-3 -2 -1 1 2 3
t

-1.0

-0.5

0.5

1.0

hHtL

(a) -6 -4 -2 2 4 6
t

1

2

3

4

pHtL

(b)

Ó÷Þìá 3.3 - 5: ÐáñÜäåéãìá 3.3 - 3

Ôï Ðñüãñáììá 3.3 - 1 äßíåé ôï Ó÷. 3.3 - 3 ìå ôï MATHEMATICA.

Ðñüãñáììá 3.3 - 1

Plot[Piecewise[{{t, 0 < t < Pi}, {0, Pi < t < 2 Pi}}],

{t,0,2Pi},

PlotStyle -> Thick, ColorFunction -> Function[Blue],

AxesLabel -> {t, "f(t)"},

BaseStyle -> {FontFamily -> "Arial", FontSize -> 14}]

Éäéüôçôåò

Ó÷åôéêÜ ìå ôéò ðåñéïäéêÝò óõíáñôÞóåéò éó÷ýïõí:

i) ôï äéÜãñáììá ìéáò ðåñéïäéêÞò óõíÜñôçóçò óå ìßá ðåñßïäï ëÝãåôáé êýìá,



Åßäç óõíáñôÞóåùí 15

ii) áí ç ìåôáâëçôÞ ìéáò ðåñéïäéêÞò óõíÜñôçóçò óõìâïëßæåé ôï äéÜóôçìá,

ôüôå ç ðåñßïäüò ôçò ëÝãåôáé ìÞêïò êýìáôïò êáé óõìâïëßæåôáé ìå ë,

iii) êÜèå ðåñéïäéêÞ óõíÜñôçóç f(t) ìå èåìåëéþäç ðåñßïäï T ãßíåôáé ðåñéïäéêÞ

ìå èåìåëéþäç ðåñßïäï 2�, èÝôïíôáò

t =
2ð

T
x ; (3.3 - 4)

iv) áí T åßíáé ç èåìåëéþäçò ðåñßïäïò, ôüôå ïñßæåôáé ùò óõ÷íüôçôá í ï

áñéèìüò

í =
1

T
(3.3 - 5)

êáé ùò êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ï

ù =
2ð

T
; (3.3 - 6)

v) ïñßæåôáé óáí áñìïíéêÞ êÜèå óõíÜñôçóç ôçò ìïñöÞò

f(t) = a cos(ùt+ è) Þ f(t) = a sin(ùt+ è): (3.3 - 7)

Áðïäåéêíýåôáé üôé éó÷ýïõí ïé ðáñáêÜôù ðñïôÜóåéò.

Ðñüôáóç 3.3 - 2. Ôï Üèñïéóìá äýï Þ ðåñéóóïôÝñùí áñìïíéêþí óõíáñôÞóåùí

ìå ôçí ßäéá êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá, Ýóôù ù, åßíáé åðßóçò áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç

ìå ôçí ßäéá êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá.

Áðüäåéîç. ¸óôù ïé áñìïíéêÝò óõíáñôÞóåéò f(t) = á1 cos (ùt+ è1) êáé g(t) =

á2 cos (ùt+ è2). Ôüôå, áí h(t) = f(t) + g(t), åßíáé

h(t) = á1 cos (ùt+ è1) + á2 sin (ùt+ è2)

= (á1 cos è1 + á2 sin è2) cosùt+ (−á1 sin è1 + á2 cos è2) sinùt

= A cosùt+B sinùt = B

(
A

B
cosùt+ sinùt

)
= B (tan� cosùt+ sinùt) = C sin(ùt+ �)

äçëáäÞ

h(t) = A cosùt+B sinùt = C sin(ùt+ �); (3.3 - 8)
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üðïõ C =
(
A2 +B2

)1=2
ìå tanö = A=B, üôáí B ̸= 0 êáé −� ≤ ö < �. Áðü

ôçí (3:3− 8) ðñïêýðôåé üôé ôï Üèñïéóìá åßíáé üìïéá ìßá áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç

ìå ôçí ßäéá êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ù.

ÐáñÜäåéãìá 3.3 - 4

Ôï Üèñïéóìá ôùí áñìïíéêþí óõíáñôÞóåùí f(t) = sin t êáé g(t) =
√
3 cos t,

üðïõ ù = 1, äßíåé

h(t) = sin t+
√
3 cos t = 2

(
1

2
sin t+

√
3

2
cos t

)
= 2 cos

(
t− �

6

)
;

äçëáäÞ ìßá áñìïíéêÞ óõíÜñôçóç ìå ôçí ßäéá êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá ù.

Ðñüôáóç 3.3 - 3. Ôï Üèñïéóìá äýï Þ ðåñéóóüôåñùí áñìïíéêþí óõíáñôÞóåùí,

ðïõ ç êÜèå ìßá Ý÷åé êõêëéêÞ óõ÷íüôçôá áêÝñáéï ðïëëáðëÜóéï ìéáò óõ÷íüôçôáò,

Ýóôù ù0, åßíáé ìßá ðåñéïäéêÞ - ãåíéêÜ ìç áñìïíéêÞ - óõíÜñôçóç ìå óõ÷íüôçôá

ôç ìéêñüôåñç óõ÷íüôçôá ôùí áñìïíéêþí óõíáñôÞóåùí.

Ðñüôáóç 3.3 - 4. Ôï Üèñïéóìá äýï Þ ðåñéóóüôåñùí áñìïíéêþí óõíáñôÞóåùí,

ðïõ ïé óõ÷íüôçôÝò ôïõò Ý÷ïõí áíÜ äýï ðçëßêï ñçôü áñéèìü, åßíáé ðåñéïäéêÞ

- ãåíéêÜ ìç áñìïíéêÞ - óõíÜñôçóç.

3.4 Êáôçãïñßåò óõíáñôÞóåùí

Äßíïíôáé óôç óõíÝ÷åéá ïé êõñéüôåñåò êáôçãïñßåò óõíáñôÞóåùí ìå ôéò ðëÝïí

âáóéêÝò éäéüôçôÝò ôïõò.

3.4.1 ÐïëõùíõìéêÞ

Ïñéóìüò 3.4 - 1 ÊÜèå óõíÜñôçóç ôçò ìïñöÞò

P (x) = P�(x) = a�x
� + : : :+ a1x+ a0; (3.4 - 1)

üôáí ai ∈ ℜ; i = 0; 1; : : : ; � êáé � = 1; 2; : : : ëÝãåôáé ðïëõùíõìéêÞ âáèìïý

�.

Ôüôå åßíáé D = ℜ, åíþ ôï T ðñïóäéïñßæåôáé, åöüóïí áõôü åßíáé äõíáôüí.
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Ïñéóìüò 3.4 - 2 ÊÜèå åîßóùóç ôçò ìïñöÞò

a�x
� + : : :+ a1x+ a0 = 0 (3.4 - 2)

üôáí ai ∈ ℜ; i = 0; 1; : : : ; � êáé � = 1; 2; : : : ëÝãåôáé ðïëõùíõìéêÞ

åîßóùóç âáèìïý �, åíþ êÜèå ôéìÞ, Ýóôù x∗, ðïõ ôçí åðáëçèåýåé ñßæá ôçò

åîßóùóçò.

3.4.2 ÑçôÞ

Ïñéóìüò 3.4 - 3 ËÝãåôáé ñçôÞ êÜèå óõíÜñôçóç ðïõ åßíáé äõíáôüí íá ðáñá-

óôáèåß óáí ôï ðçëßêï äýï ðïëõùíõìéêþí óõíáñôÞóåùí, äçëáäÞ

R(x) =
P (x)

Q(x)
=

a�íx
� + : : :+ a1x+ a0

âmxm + : : :+ â1x+ â0
(3.4 - 3)

üðïõ �; m = 1; 2; : : : ìå ai; âj ∈ ℜ ãéá êÜèå i = 0; 1; : : : ; � êáé j = 0; 1; : : : ;m.

ÔüôåD = ℜ−{ðñáãìáôéêÝò ñßæåò ôïõ ðáñáíïìáóôÞ}, åíþ üìïéá ôï T ðñïóäéï-

ñßæåôáé, åöüóïí áõôü åßíáé äõíáôüí. Ïé ñßæåò ôïõ ðáñáíïìáóôÞ ëÝãïíôáé êáé

ðüëïé ôçò R(x).

3.4.3 ÐåðëåãìÝíç

Ïñéóìüò 3.4 - 4 ËÝãåôáé ðåðëåãìÝíç (implicit) êÜèå óõíÜñôçóç ðïõ ïñßæåôáé

áðü ìßá áëãåâñéêÞ ó÷Ýóç ìåôáîý ôùí y êáé x êáé ç ïðïßá äåí åßíáé ëõìÝíç

ùò ðñïò y, äçëáäÞ ìßá ó÷Ýóç ôçò ìïñöÞò

F (x; y(x)) = 0 (3.4 - 4)

üðïõ ç F åßíáé Ýíá ðïëõþíõìï ôüóï ùò ðñïò y üóï êáé ùò ðñïò x, ç ïðïßá

êáé üôáí áêüìá ëõèåß ùò ðñïò y, èá ðåñéÝ÷åé óôçí áíáëõôéêÞ ôçò Ýêöñáóç

êáé ñéæéêÜ.

ÅíäåéêôéêÜ äßíïíôáé ïé óõíáñôÞóåéò y2 = ax2 + bx + c, x3 + y3 − 3ax = 0,

y = x +
(
1 + x2

)1=2
ê.ëð. Ïé ñçôÝò óõíáñôÞóåéò åßíáé ìßá åéäéêÞ êáôçãïñßá

ôùí ðåðëåãìÝíùí óõíáñôÞóåùí.
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3.4.4 ÔñéãùíïìåôñéêÝò

Çìßôïíï: sinx

Ðåäßï ïñéóìïý D = ℜ êáé ôéìþí T = [−1; 1]. Ç óõíÜñôçóç åßíáé ðåñéïäéêÞ ìå

èåìåëéþäç ðåñßïäï T = 2�, ðåñéôôÞ, ãíÞóéá áýîïõóá ãéá êÜèå x ∈ [−�=2; �=2],
äçëáäÞ óôï É êáé IV ôåôáñôçìüñéï êáé ãíÞóéá öèßíïõóá ãéá êÜèå x ∈ [�=2; 3�=2],

äçëáäÞ óôï II êáé ÉÉÉ ôåôáñôçìüñéï (Ó÷. 3.4 - 1a).

ÂáóéêÞ ôáõôüôçôá: sinx = sin a ⇐⇒

 x = 2k� + a

x = 2k� + � − a
ìå k ∈ Z:

Óõíçìßôïíï: cosx

Ðåäßï ïñéóìïý D = ℜ êáé ôéìþí T = [−1; 1]. Ç óõíÜñôçóç åßíáé ðåñéïäéêÞ

ìå èåìåëéþäç ðåñßïäï T = 2�, Üñôéá, ãíÞóéá öèßíïõóá ãéá êÜèå x ∈ [0; �],

äçëáäÞ óôï É êáé II ôåôáñôçìüñéï êáé ãíÞóéá áýîïõóá ãéá êÜèå x ∈ [�; 2�],

äçëáäÞ óôï III êáé IV ôåôáñôçìüñéï (Ó÷. 3.4 - 1b).

ÂáóéêÞ ôáõôüôçôá: cosx = cos a ⇐⇒ x = 2k� ± a ìå k ∈ Z:

1 2 3 4 5 6
x

-1.0

-0.5

0.5

1.0

sin x

(a)

1 2 3 4 5 6
x

-1.0

-0.5

0.5

1.0

cos x

(b)

Ó÷Þìá 3.4 - 1: (a) ÓõíÜñôçóç sinx êáé (b) cosx, üôáí x ∈ [0; 2�]

ÅöáðôïìÝíç: tanx

Ðåäßï ïñéóìïý D = ℜ− {ê� + �=2} ; ê ∈ Z êáé ôéìþí T = ℜ. Ç óõíÜñôçóç

åßíáé ðåñéïäéêÞ ìå èåìåëéþäç ðåñßïäï T = �, ðåñéôôÞ êáé ãíÞóéá áýîïõóá óå

üëï ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò (Ó÷. 3.4 - 2a).

ÂáóéêÞ ôáõôüôçôá: tanx = tan a ⇐⇒ x = k� + a ìå k ∈ Z:
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ÓõíåöáðôïìÝíç: cotx

Ðåäßï ïñéóìïý D = ℜ − {ê�} ; ê ∈ Z êáé ôéìþí T = ℜ. Ç óõíÜñôçóç åßíáé

ðåñéïäéêÞ ìå èåìåëéþäç ðåñßïäï T = �, ðåñéôôÞ êáé ãíÞóéá öèßíïõóá óå üëï

ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò (Ó÷. 3.4 - 2b).

ÂáóéêÞ ôáõôüôçôá: cotx = cot a ⇐⇒ x = k� + a ìå k ∈ Z:

-1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5
x

-6

-4

-2

2

4

6

tan x

(a)

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
x

-6

-4

-2

2

4

6

cot x

(b)

Ó÷Þìá 3.4 - 2: (a) ÓõíÜñôçóç tanx, üôáí x ∈ (−�=2; �=2) êáé (b) cotx,

üôáí x ∈ (0; �)

3.4.5 Áíôßóôñïöåò ôñéãùíïìåôñéêÝò

Ôüîï çìéôüíïõ: sin−1 x Þ arcsinx

Ç óõíÜñôçóç f(x) = sinx, üôáí Ý÷åé ðåäßï ïñéóìïý ôï [−�=2; �=2], åßíáé
ãíÞóéá áýîïõóá êáé Ý÷åé ðåäßï ôéìþí ôï [−1; 1], ïðüôå óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá

3.3 - 1 áíôéóôñÝöåôáé êáé ïñßæåé ôç óõíÜñôçóç (Ó÷. 3.4 - 3a)

y = g(x) = f−1(x) = sin−1 x ⇐⇒


x = sin y

−�

2
≤ y ≤ �

2
:

(3.4 - 5)

Ôüîï óõíçìéôüíïõ: cos−1 x Þ arccosx

¼ìïéá ç óõíÜñôçóç f(x) = cosx ìå ðåäßï ïñéóìïý ôï [0; �] åßíáé ãíÞóéá

öèßíïõóá êáé Ý÷åé ðåäßï ôéìþí ôï [−1; 1], ïðüôå áíôéóôñÝöåôáé êáé ïñßæåé ôç

óõíÜñôçóç

y = g(x) = f−1(x) = cos−1 x ⇐⇒

 x = cos y

0 ≤ y ≤ �:
(3.4 - 6)
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Ôüîï åöáðôïìÝíçò: tan−1 x Þ arctanx

Ç óõíÜñôçóç f(x) = tanx üìïéá ìå ðåäßï ïñéóìïý ôï (−�=2; �=2) åßíáé

ãíÞóéá áýîïõóá ìå ðåäßï ôéìþí ℜ, ïðüôå áíôéóôñÝöåôáé êáé ïñßæåé ôç óõíÜñôçóç
(Ó÷. 3.4 - 3b)

y = g(x) = f−1(x) = tan−1 x ⇐⇒


x = tan y

−�

2
< y <

�

2
:

(3.4 - 7)

-1.0 -0.5 0.5 1.0
x

-1.5

-1.0

-0.5

0.5

1.0

1.5

arcsin x

(a)

-1.0 -0.5 0.5 1.0
x

-0.5

0.5

arctan x

(b)

Ó÷Þìá 3.4 - 3: (a) ÓõíÜñôçóç sin−1 x êáé (b) tan−1 x, üôáí x ∈ [−1; 1]

Ôüîï óõíåöáðôïìÝíçò: cot−1 x Þ arccotx

Ç óõíÜñôçóç f(x) = cotx üìïéá ìå ðåäßï ïñéóìïý ôï (0; �) åßíáé ãíÞóéá

öèßíïõóá ìå ðåäßï ôéìþí ℜ, ïðüôå áíôéóôñÝöåôáé êáé ïñßæåé ôç óõíÜñôçóç

y = g(x) = f−1(x) = cot−1 x ⇐⇒

 x = cos y

0 < y < �:
(3.4 - 8)

3.4.6 ÅêèåôéêÞ

Ïñéóìüò 3.4 - 5. ÊÜèå óõíÜñôçóç ôçò ìïñöÞò f(x) = ax üðïõ a > 0 êáé

x ∈ ℜ ëÝãåôáé åêèåôéêÞ. ÅéäéêÜ üôáí a = 1 åßíáé f(x) = 1.

Ðñïöáíþò åßíáé D = ℜ, åíþ T = (0;+∞), äçëáäÞ ïé ôéìÝò ôçò åêèåôéêÞò

óõíÜñôçóçò åßíáé ðÜíôïôå èåôéêÝò.
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Éäéüôçôåò

¸óôù a; b ∈ (0;+∞) êáé x; y ∈ ℜ. Ôüôå áðïäåéêíýåôáé üôé éó÷ýïõí ïé

ðáñáêÜôù éäéüôçôåò.

i) axay = ax+y v) ax = 1 ⇐⇒ x = 0 ìå a ̸= 1,

ii) ax : ay = ax−y vi) a > b =⇒

 ax > bx ; x > 0

ax < bx ; x < 0
;

iii) (ab)x = axbx vi) ax = ay ⇐⇒ x = y ìå a ̸= 1,

iv) (ax)y = axy viii) x > y =⇒

 ax > ay ; a > 1

ax < ay ; a < 1
:

Ìïíïôïíßá

Áðïäåéêíýåôáé üôé, üôáí:

I) 0 < a < 1, ç óõíÜñôçóç åßíáé ãíÞóéá öèßíïõóá (Ó÷. 3.4 - 4 a),

II) a > 1, åßíáé ãíÞóéá áýîïõóá. ÅéäéêÜ, üôáí a = e, üðïõ e åßíáé ï ãíùóôüò

õðåñâáôéêüò áñéèìüò Ý÷ïõìå ôç óõíÜñôçóç

f(x) = ex; (3.4 - 9)

ðïõ åßíáé ìßá ãíÞóéá áýîïõóá óõíÜñôçóç (Ó÷. 3.4 - 4 b).

-3 -2 -1 1 2
x

5

10

15

20

25

fHxL

(a) -3 -2 -1 1 2
x

1

2

3

4

5

6

7

expHxL

(b)

Ó÷Þìá 3.4 - 4: (á) ÓõíÜñôçóç ax ìå a = 1
3 ìðëå, a = 1

2 êüêêéíç êáìðýëç

êáé (b) ç ex, üôáí x ∈ [−3; 2]
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Óçìåßùóç 3.4 - 1

Ç óõíÜñôçóç ex ðïëëÝò öïñÝò óôéò åöáñìïãÝò óõìâïëßæåôáé ìå exp(x).

3.4.7 ËïãáñéèìéêÞ

Áðïäåéêíýåôáé éó÷ýåé ç ðáñáêÜôù ðñüôáóç.

Ðñüôáóç 3.4 - 1. Ãéá êÜèå èåôéêü ðñáãìáôéêü áñéèìü a ìå a ̸= 1 êáé êÜèå

y ∈ ℜ ìå y > 0, õðÜñ÷åé áêñéâþò Ýíáò ðñáãìáôéêüò áñéèìüò x, Ýôóé þóôå

ax = y.

Ïñéóìüò 3.4 - 6. Ï ìïíïóÞìáíôá ïñéóìÝíïò ðñáãìáôéêüò áñéèìüò y ãéá

ôïí ïðïßïí éó÷ýåé ay = x üðïõ a > 0, a ̸= 1 êáé x > 0 ëÝãåôáé ëïãÜñéèìïò

ôïõ x ìå âÜóç a êáé óõìâïëßæåôáé ìå loga x.

ÐáñáôÞñçóåéò 3.4 - 1

• Ðñïöáíþò D = (0;+∞), åíþ T = ℜ.

• Ç óõíÜñôçóç loga x åßíáé ç áíôßóôñïöç ôçò ax.

• ÅéäéêÜ, üôáí a = e, ïñßæåôáé ï öõóéêüò Þ íåðÝñéïò ëïãÜñéèìïò, ðïõ

óõìâïëßæåôáé óõíÞèùò ìå lnx (Ó÷. 3.4 - 5 b).

Ðñïöáíþò ôüôå éó÷ýåé ç ôáõôüôçôá

ax = ex ln a: (3.4 - 10)

¼ôáí a = 10, ïñßæåôáé ï äåêáäéêüò ëïãÜñéèìïò, ðïõ óõìâïëßæåôáé ìå

ëïãx = log10 x.
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Éäéüôçôåò

¸óôù a > 0 ìå a ̸= 1 êáé x; y > 0. Ôüôå:

i) aloga x = x v) loga

(
x

y

)
= loga x− loga y,

ii) loga x = loga y ⇐⇒ x = y vi) loga x
b = b loga x; b ∈ ℜ,

iii) loga 1 = 0, loga a = 1 vii) loga x > loga y ⇐⇒

iv) loga(xy) = loga x+ loga y,

 x > y ; a > 1

x < y ; a < 1
.

¢ìåóç óõíÝðåéá ôùí éäéïôÞôùí iv, v êáé vi åßíáé üôé, áí xy > 0, ôüôå:

viii) loga(xy) = loga |x|+ loga |y|,

ix) loga

(
x

y

)
= loga |x| − loga |y|,

x) loga x
� = � loga x; üôáí x > 0 � = 1; 2; : : : ;

xi) Éó÷ýåé ï ðáñáêÜôù ôýðïò áëëáãÞò âÜóçò

logb x =
loga x

loga b
: (3.4 - 11)

Ìïíïôïíßá

Óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 3.3 - 1, üôáí

a) 0 < a < 1, ç óõíÜñôçóç åßíáé ãíÞóéá öèßíïõóá (Ó÷. 3.4 - 5 a),

b) a > 1, åßíáé ãíÞóéá áýîïõóá (Ó÷. 3.4 - 5 b).

3.4.8 ÕðåñâïëéêÝò

Ïé õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò (hyperbolic functions) ïñßæïíôáé âÜóç ôùí óõíáñôÞ-

óåùí ex êáé e−x. ×ñçóéìïðïéïýíôáé óôçí ðåñéãñáöÞ ðïëëþí öõóéêþí öáéíïìÝíùí,

ðïõ áíáöÝñïíôáé óôçí çëåêôñïìáãíçôéêÞ èåùñßá, ôç ìåôáöïñÜ èåñìüôçôáò, ôéò

êõìáôïìïñöÝò soliton ê.ëð. Ïé óõíáñôÞóåéò áõôÝò åßíáé:
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2 4 6 8 10
x

-3

-2

-1

1

2

fHxL

(a)

2 4 6 8 10
x

-1

1

2

ln x

(b)

Ó÷Þìá 3.4 - 5: (á) ÓõíÜñôçóç loga x ìå a = 1
3 ìðëå, a = 1

2 êüêêéíç êáìðýëç

êáé (b) ç lnx, üôáí x ∈ (0; 10]

Õðåñâïëéêü çìßôïíï

sinhx =
1

2

(
ex − e−x) | ℜ (Ó÷. 3:4− 6a): (3.4 - 12)

Õðåñâïëéêü óõíçìßôïíï

coshx =
2

(
ex + e−x) | ℜ (Ó÷. 3:4− 6b): (3.4 - 13)

ÕðåñâïëéêÞ åöáðôïìÝíç

tanhx =
ex − e−x

ex + e−x
| ℜ (Ó÷. 3:4− 7a): (3.4 - 14)

ÕðåñâïëéêÞ óõíåöáðôïìÝíç

cothx =
ex + e−x

ex − e−x
| ℜ − {0} (Ó÷. 3:4− 7b): (3.4 - 15)

3.4.9 ÕðåñâáôéêÝò

Ïé óõíáñôÞóåéò ôçò êáôçãïñßáò áõôÞò äåí åðáëçèåýïõí êáìßá áëãåâñéêÞ åîßóùóç

êáé ç áíáëõôéêÞ Ýêöñáóç åðéôõã÷Üíåôáé ìå áðåñéüñéóôá ìåãÜëï áñéèìü áëãåâñéêþí
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-3 -2 -1 1 2 3
x

-10

-5

5

10

sinh x

(a) -3 -2 -1 1 2 3
x

2

4

6

8

10

cosh x

(b)

Ó÷Þìá 3.4 - 6: (a) ÓõíÜñôçóç sinhx êáé (b) coshx, üôáí x ∈ [−�; �]

-3 -2 -1 1 2 3
x

-1.0

-0.5

0.5

1.0

tanh x

(a)

-3 -2 -1 1 2 3
x

-4

-2

2

4

coth x

(b)

Ó÷Þìá 3.4 - 7: (a) ÓõíÜñôçóç tanhx êáé (b) cothx, üôáí x ∈ [−�; �]

üñùí. Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ç åêèåôéêÞ, ïé ôñéãùíïìåôñéêÝò, ïé õðåñâïëéêÝò êáé

ïé áíôßóôñïöÝò ôùí óõíáñôÞóåéò åßíáé õðåñâáôéêÝò.
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ÁóêÞóåéò

1. Íá õðïëïãéóôåß ôï ðåäßï ïñéóìïý ôùí ðáñáêÜôù óõíáñôÞóåùí f(x)

i)
√
3x2 − 5x+ 4 vii) ln

(
x2 − x− 2

)
ii) tan(sin 2x) viii) cosh

√
x

x+ 1

iii)
x

|x+ 3|
ix)

3x2 + 4x− 5√
x2 − 4 +

√
2x2 − 54

iv) sin−1 3x x) coth
x− 1

x+ 1

v)

√
1− x

(x− 2)(x+ 5)
xi) (x+ 1)1=x

vi) tan−1 5x xii)

(
sinx

x

)x
.

2. ¸óôù ç óõíÜñôçóç f(x) = ln(sinx). Íá õðïëïãéóôåß ôï ðåäßï ïñéóìïý,

ôéìþí êáé íá ãßíåé ôï äéÜãñáììÜ ôçò.

3. ¼ìïéá ôçò óõíÜñôçóçò f(x) = ln [cos(x=2)].

4. Äåßîôå üôé:

i) cosh2 x− sinh2 x = 1,

ii) sinh(−x) = − sinhx, cosh(−x) = coshx, tanh(−x) = − tanhx,

iii) sinh(x± y) = sinhx cosh y ± coshx sinh y,

iv) cosh(x± y) = coshx cosh y ± sinhx sinh y,

v) tanh(x± y) =
tanhx± tanh y

1± tanhx tanh y
:

5. Äåßîôå üôé ïé áíôßóôñïöåò óõíáñôÞóåéò ôùí õðåñâïëéêþí óõíáñôÞóåùí

äßíïíôáé áðü ôïõò ôýðïõò:

sinh−1 x = ln
(
x+

√
x2 + 1

)

cosh−1 x =


cosh−1

+ x = ln
(
x+

√
x2 − 1

)
cosh−1

− x = ln
(
x−

√
x2 − 1

)
(äßôéìç óõíÜñôçóç)
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tanh−1 x =
1

2
ln

1 + x

1− x

coth−1 x =
1

2
ln
x+ 1

x− 1
:

Óå êÜèå ðåñßðôùóç íá õðïëïãéóôåß ôï ðåäßï ïñéóìïý ôùí êáé âÜóåé áõôïý ôï

ðåäßï ôéìþí ôùí õðåñâïëéêþí óõíáñôÞóåùí.

6. Íá åîåôáóôåß áí åßíáé ðåñéïäéêÝò ïé ðáñáêÜôù óõíáñôÞóåéò f(x), íá õðïëïãéóôåß

ç èåìåëéþäçò ðåñßïäïò T êáé íá ãßíåé ôï äéÜãñáììá ãéá ôéò ðåñéïäéêÝò áðü

áõôÝò óôç èåìåëéþäç ðåñßïäï

i) sin 3x ii) sin |x| iii) | sinùx|

iv) | cosùx| v) cosx2 vi) | tan 2x|.
7. Íá ãßíåé ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôùí ðáñáêÜôù ðåñéïäéêþí óõíáñôÞóåùí,

üôáí ï ðåñéïñéóìüò ôïõò óôç èåìåëéþäç ðåñßïäï åßíáé:

i) f(t) = e−t áí 0 ≤ t < �,

ii) f(t) = 4�2 − t2 áí 0 ≤ t < 2�,

iii) f(t) =

 t áí � ≤ t < 0

0 áí 0 ≤ t < �;

iv) f(t) =

 t2 áí −�=2 ≤ t < 0

0 áí 0 ≤ t < �=2;

v) f(t) = | sin t|

vi) f(t) =

 � + t áí −� ≤ t < 0

� − t áí 0 ≤ t < �:

8. Íá äåé÷èåß üôé, áí ìßá óõíÜñôçóç f(t) åßíáé ðåñéïäéêÞ ìå èåìåëéþäç ðåñßïäï

T , ôüôå

i) f(t) = f(t+ kT ), üôáí k ∈ Z,

ii) ç f(kt) ìå k ̸= 0 åßíáé üìïéá ðåñéïäéêÞ ìå èåìåëéþäç ðåñßïäï T=k.
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9. Áí ïé óõíáñôÞóåéò f , g åßíáé ðåñéïäéêÝò ìå ðåñßïäï ô, ôüôå êáé ç óõíÜñôçóç

h = kf + ëg üðïõ k; ë ∈ ℜ åßíáé üìïéá ðåñéïäéêÞ.

3

3Áðáãïñåýåôáé ç áíáäçìïóßåõóç Þ áíáðáñáãùãÞ ôïõ ðáñüíôïò óôï óýíïëü ôïõ Þ

ôìçìÜôùí ôïõ ÷ùñßò ôç ãñáðôÞ Üäåéá ôïõ Êáè. Á. ÌðñÜôóïõ.

E-mail: bratsos@teiath.gr URL: http://users.teiath.gr/bratsos/
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