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ÌÜèçìá 5

ÌÉÃÁÄÉÊÅÓ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ

5.1 ÅéóáãùãÞ

Óôï ìÜèçìá áõôü èá äïèïýí ïé âáóéêüôåñåò Ýííïéåò ôùí ìéãáäéêþí óõíáñôÞóåùí.

Ï áíáãíþóôçò ãéá ìéá åêôåíÝóôåñç ìåëÝôç ðáñáðÝìðåôáé óôç âéâëéïãñáößá óôï

ôÝëïò ôïõ ìáèÞìáôïò.

¸óôù z ìéá ìåôáâëçôÞ, ðïõ óõìâïëßæåé ôéò ôéìÝò åíüò óõíüëïõ D üðïõ

D ⊆ C ìå C ôï óýíïëï ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí. Ôüôå ç z èá ëÝãåôáé ìéãáäéêÞ

ìåôáâëçôÞ Þ áðëÜ óôï åîÞò ìåôáâëçôÞ. Áí óå êÜèå ôéìÞ ôçò ìåôáâëçôÞò z

áíôéóôïé÷ïýí ìßá Þ ðåñéóóüôåñåò ôéìÝò ôçò ìéãáäéêÞò ìåôáâëçôÞò w, ôüôå ç w

èá ëÝãåôáé üôé åßíáé ìßá ìéãáäéêÞ óõíÜñôçóç ôïõ z êáé èá ãñÜöåôáé

w = f(z):

Åéäéêüôåñá, áí óôï z áíôéóôïé÷åß ìßá áêñéâþò ôéìÞ ôïõ w, ç f èá ëÝãåôáé

ìïíüôéìç óõíÜñôçóç, åíþ óå êÜèå Üëëç ðåñßðôùóç ðëåéüôéìç. Ôüôå ôï D èá

ïñßæåé ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò f , åíþ ôï óýíïëï ôùí ôéìþí ôçò w, Ýóôù T , ôï

ðåäßï ôéìþí ôçò f .

ÐáñÜäåéãìá 5.1 - 1

Ç óõíÜñôçóç f(z) = z3 êáé ãåíéêüôåñá ç z� ; � = 1; 2; : : : ìå z ∈ C åßíáé

ìïíüôéìç, åðåéäÞ óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü ôçò äýíáìçò1 óå êÜèå z ∈ C áíôéóôïé÷åß
áêñéâþò Ýíáò ìéãáäéêüò z� . Åéäéêüôåñá, áí z = 2− 3 i, ôüôå z3 = −46− 9 i.

1ÂëÝðå ÌÜèçìá 4 Ìéãáäéêïß Áñéèìïß ÐáñÜãñáöïò 4.3.
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ÐáñÜäåéãìá 5.1 - 2

Ç óõíÜñôçóç g(z) = z1=3 êáé ãåíéêüôåñá ç z1=� ; � = 2; 3; : : : ìå z ∈ C åßíáé

ðëåéüôéìç, åðåéäÞ �-ôÜîçò ñßæá åíüò ìéãáäéêïý áñéèìïý2 åßíáé � ôï ðëÞèïò

äéáöïñåôéêïß ìéãáäéêïß áñéèìïß. ¼ìïéá, Ýóôù z = −1 + i. Ôüôå

z =
√
2

(
cos

5�

4
+ i sin

5�

4

)
; ïðüôå

z1=2 =
4
√
2

(
cos

2k� + 5�
4

2
+ i sin

2k� + 5�
4

2

)
; k = 0; 1:

Áí w = f(z), ôüôå åßíáé äõíáôüí ôï z íá èåùñçèåß óáí óõíÜñôçóç ôïõ w,

ìå ôçí Ýííïéá ôçò óõíÜñôçóçò ðïõ ðáñáðÜíù äüèçêå. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ

ãñÜöåôáé z = f−1(w) êáé ç f−1 ëÝãåôáé óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ áíôßóôñïöç

óõíÜñôçóç ôçò f .

¸óôù ç óõíÜñôçóç w = f(z) üðïõ z = x + i y ìå x; y ∈ ℜ. Ôüôå ìåôÜ

áðü ðñÜîåéò ç w ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ

w = f(x+ iy) = u(x; y) + i v(x; y) ãéá êÜèå z ∈ D (5.1 - 1)

üðïõ ïé u(x; y) êáé v(x; y) åßíáé ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò äýï ðñáãìáôéêþí

ìåôáâëçôþí x êáé y, ðïõ ëÝãïíôáé êáé óõíéóôþóåò ôçò f . Óôçí (5:1 − 1) ç

u(x; y) ëÝãåôáé ôï ðñáãìáôéêü êáé ç v(x; y) ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò ôçò f óôï

D êáé ïñßæïõí Ýíá ìåôáó÷çìáôéóìü (transformation) óôï D, ìå ôçí Ýííïéá

üôé Ýíá óçìåßï ôïõ z-åðéðÝäïõ áðåéêïíßæåôáé ìÝóù ôçò f óôï Þ óå ðåñßðôùóç

ðëåéüôéìçò óõíÜñôçóçò óôá áíôßóôïé÷á óçìåßá ôïõ w-åðéðÝäïõ.

ÐáñÜäåéãìá 5.1 - 3

¸óôù f(z) = z2. Ôüôå, áí z = x+ i y, äéáäï÷éêÜ Ý÷ïõìå

f(z) = f(x+ i y) = (x+ i y)2 = x2 + 2xy i+ (i y)2 = x2 − y2 + 2xy i;

ïðüôå ôï ðñáãìáôéêü ôçò ìÝñïò åßíáé ôï u(x; y) = x2− y2 êáé ôï öáíôáóôéêü:

v(x; y) = 2xy.

2ÂëÝðå ÌÜèçìá 4 Ìéãáäéêïß Áñéèìïß ÐáñÜãñáöïò 4.7 Èåþñçìá 4.7-1.
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5.2 Óôïé÷åéþäåéò ìéãáäéêÝò óõíáñôÞóåéò

5.2.1 ÐïëõùíõìéêÞ

Ïñéóìüò 5.2 - 1. Ïñßæåôáé êÜèå óõíÜñôçóç ôçò ìïñöÞò

P (z) = P�(z) = á�z
� +á�−1z

�−1+ : : :+á1z+á0 ãéá êÜèå z ∈ C (5.2 - 1)

üðïõ ák ∈ C ãéá êÜèå k = 0; 1; : : : ; � ìå á� ̸= 0.

Áí P (z) = 0, äçëáäÞ

f(z) = P�(z) = á�z
� + á�−1z

�−1 + : : :+ á1z + á0 = 0; (5.2 - 2)

üôáí ák ∈ C êáé k = 0; 1; : : : ; � ìå á� ̸= 0, ôüôå ïñßæåôáé ç ðïëõùíõìéêÞ

åîßóùóç � - âáèìïý.3

Áðü ôçí ¢ëãåâñá åßíáé ôüôå ãíùóôü ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá ó÷åôéêÜ ìå

ôéò ñßæåò ôïõ ðïëõùíýìïõ P (z).

Èåþñçìá 5.2 - 1 (èåìåëéþäåò ôçò ¢ëãåâñáò). Ôï ðïëõþíõìï P Ý÷åé

ôïõëÜ÷éóôïí ìßá ñßæá óôï C.

ÓõíÝðåéá ôïõ èåùñÞìáôïò 5.2 - 1 åßíáé üôé ôï P Ý÷åé � áêñéâþò ñßæåò óôï

C, Ýóôù z1, z2, : : :, z� , ðïõ ìåñéêÝò Þ êáé üëåò åßíáé äõíáôü íá óõìðßðôïõí.

Áí ïé ñßæåò åßíáé äéáöïñåôéêÝò ìåôáîý ôïõò, ôüôå

P (z) = a� (z − z1) (z − z2) · · · (z − z�) ; (5.2 - 3)

åíþ óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ìßá ñßæá, Ýóôù ç z1, Ý÷åé ðïëëáðëüôçôá ñ, åßíáé

P (z) = (z − z1)
ñ P1(z) (5.2 - 4)

üðïõ P1 (z1) ̸= 0 êáé ñ = 2; 3; : : :.

5.2.2 ÑçôÞ

Ïñéóìüò 5.2 - 2. Ïñßæåôáé êÜèå óõíÜñôçóç ôçò ìïñöÞò

R(z) =
P (z)

Q(z)
ãéá êÜèå z ∈ C − {ñßæåò ôïõ Q}

üðïõ P , Q ðïëõùíõìéêÝò óõíáñôÞóåéò.

3Ãéá åöáñìïãÞ óôç 2ïõ âáèìïý êáé ôç äéþíõìç åîßóùóç âëÝðå ÌÜèçìá 4 ÐáñÜãñáöïò

4:7.
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5.2.3 ÅêèåôéêÞ

Ïñéóìüò 5.2 - 3 (åêèåôéêÞò óõíÜñôçóçò). Áí z = x + iy, ïñßæåôáé áðü

ôïí ôýðï

ez = ex+iy = ex (cos y + i sin y) ãéá êÜèå z ∈ C: (5.2 - 5)

Áðü ôïí ïñéóìü ðñïêýðôïõí:

i) áí ï z åßíáé ðñáãìáôéêüò áñéèìüò, äçëáäÞ y = 0, ôüôå ç óõíÜñôçóç ez

óõìðßðôåé ìå ôçí ðñáãìáôéêÞ ex,

ii) áí x = 0, éó÷ýåé ç ôáõôüôçôá ôïõ Euler

eiy = cos y + i sin y ãéá êÜèå y ∈ ℜ: (5.2 - 6)

Ôüôå ðñïöáíþò åßíáé
∣∣eiy∣∣ = √

cos2 y + sin2 y = 1, åíþ óýìöùíá ìå ôçí

(5:2− 5) éó÷ýåé üôé

|ez| = |ex (cos y + i sin y)| = ex
√
cos2 y + sin2 y = ex:

Éäéüôçôåò ôçò åêèåôéêÞò óõíÜñôçóçò

Áðïäåéêíýåôáé üôé éó÷ýïõí ïé ðáñáêÜôù éäéüôçôåò ôçò åêèåôéêÞò óõíÜñôçóçò

i)

ez1 ez2 = ez1+z2 êáé (ez1)z2 = ez1 z2

ãéá êÜèå z1; z2 ∈ C, åíþ åßíáé e1 = e êáé e0 = 1.

ii)

ez ̸= 0 ãéá êÜèå z ∈ C:

iii) Éó÷ýåé ez = 1 ôüôå êáé ìüíïí, üôáí z = 2k� i.
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5.2.4 ¼ñéóìá

4Åßíáé ãíùóôü üôé êÜèå ìéãáäéêüò áñéèìüò z ãñÜöåôáé óôçí åêèåôéêÞ ôïõ

ìïñöÞ ùò åîÞò:

z = |z|(cos è + i sin è) = |z|ei è:

Ôüôå óýìöùíá êáé ìå ôïí Ïñéóìü 5.2 - 3 Ý÷ïõìå:

Ïñéóìüò 5.2 - 4 (óõíÜñôçóç ïñßóìáôïò). Ãéá êÜèå ìéãáäéêü áñéèìü z ìå

|z| = 1 ïñßæåôáé óáí óõíÜñôçóç ôïõ ïñßóìáôïò (argument) êáé óõìâïëßæåôáé

ìå argz, êÜèå ðñáãìáôéêüò áñéèìüò � ãéá ôïí ïðïßï éó÷ýåé z = ei�, äçëáäÞ

� = argz ôüôå êáé ìüíïí, üôáí z = ei�:

ÅðåéäÞ

ei� = cos � + i sin � = cos(� + 2k�) + i sin(� + 2k�);

åíþ ðñïöáíþò |ei�| = 1, áðü ôïí Ïñéóìü 5.2 - 4 ðñïêýðôåé üôé ç óõíÜñôçóç

ôïõ ïñßóìáôïò argz åíüò ìéãáäéêïý áñéèìïý åßíáé ðëåéüôéìç ìå ðåäßï ïñéóìïý

ôï óýíïëï ôùí óçìåßùí ôçò ðåñéöÝñåéáò ôïõ ìïíáäéáßïõ êýêëïõ.

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ |z| ̸= 1 êáé z ̸= 0, áðü ôïí Ïñéóìü 5.2 - 4 ðñïêýðôåé

üôé:

� = argz = arg
z

|z|
ãéá êÜèå z ∈ C ìå z ̸= 0: (5.2 - 7)

Ôüôå, åðåéäÞ óýìöùíá ìå ôïí ôýðï (5:2− 7) êáé ôïí Ïñéóìü 5.2 - 4 åßíáé

ei� = z=|z|, ðñÝðåé, áí z = x+ iy, ôï üñéóìá íá ðñïêýðôåé óáí ç êïéíÞ ëýóç

ôïõ ðáñáêÜôù óõóôÞìáôïò åîéóþóåùí

cos � =
x√

x2 + y2
=

Re z

|z|
êáé

sin � =
y√

x2 + y2
=

Im z

|z|
(5.2 - 8)

ìå Üãíùóôï ôï �.

4ÌÜèçìá 4 Ïñéóìüò 4:6− 3.
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Áðü ôï óýíïëï áõôü ôùí ôéìþí � ôçò óõíÜñôçóçò argz óôçí (5:2 − 8)

õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá ôéìÞ, Ýóôù

�0 = Argz ìå �0 ∈ [0; 2�); (5.2 - 9)

ðïõ ëÝãåôáé âáóéêü üñéóìá ôïõ z êáé ç ïðïßá ïñßæåé ìßá ìïíüôéìç óõíÜñôçóç.

Ôüôå ðñïöáíþò éó÷ýåé

arg z = Arg z + 2k� ãéá êÜèå k = 0; ±1; : : : ; (5.2 - 10)

åíþ åßíáé

z = |z| ei� = |z| ei arg z = |z| ei (Arg z+2k�): (5.2 - 11)

Óçìåßùóç 5.2 - 1

Áíôß ôïõ äéáóôÞìáôïò [0; 2�) ÷ñçóéìïðïéåßôáé åðßóçò êáé ôï äéÜóôçìá [−ð; �),
åßíáé üìùò äõíáôüí íá ÷ñçóéìïðïéçèåß êáé êÜèå Üëëï äéÜóôçìá ðëÜôïõò 2�.

5.2.5 ËïãáñéèìéêÞ

Ïñéóìüò 5.2 - 5 (öõóéêïý ëïãÜñéèìïõ). ¸óôù z ̸= 0. Ôüôå ïñßæåôáé óáí

öõóéêüò ëïãÜñéèìïò ôïõ z êáé óõìâïëßæåôáé ìå loge z Þ óõíÞèùò ìå ln z, êÜèå

ìéãáäéêüò áñéèìüò w ðïõ åðáëçèåýåé ôçí åîßóùóç ew = z.

ÅðåéäÞ óýìöùíá ìå ôçí (5:2− 11) åßíáé

z = |z| ei è = |z|ei(è+2k�) = |z|ei(Arg z+2k�) ãéá êÜèå k = 0; ±1; : : : ;

áðü ôïí ïñéóìü ôïõ ëïãÜñéèìïõ ðñïêýðôåé üôé

ew = |z|ei(Argz+2k�) ãéá êÜèå k = 0; ±1; : : : ;

äçëáäÞ ï ëïãÜñéèìïò ïñßæåôáé áðü ôç ó÷Ýóç

ln z = ln |z|+ i (Argz + 2k�) ãéá êÜèå k = 0; ±1; : : : (5.2 - 12)

êáé åßíáé ìéá ðëåéüôéìç óõíÜñôçóç. Ôüôå ãéá k = 0 ïñßæåôáé ç áñ÷éêÞ ôïõ

ôéìÞ, ðïõ óõìâïëßæåôáé ìå

Ln z = ln |z|+ iArg z (5.2 - 13)

êáé åßíáé ôüôå ìßá ìïíüôéìç óõíÜñôçóç.
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5.2.6 Ãåíßêåõóç åêèåôéêÞò óõíÜñôçóçò

¸÷ïíôáò õð' üøéí ôïõò Ïñéóìïýò 5.2 - 3 êáé 5.2 - 5 äßíåôáé ç ðáñáêÜôù

ãåíßêåõóç ôçò åêèåôéêÞò óõíÜñôçóçò5.

Ïñéóìüò 5.2 - 6. Ç óõíÜñôçóç az ìå a ∈ C êáé a ̸= 0, ïñßæåôáé áðü ôç

ó÷Ýóç

az = ez ln a ãéá êÜèå z ∈ C

ìå áñ÷éêÞ ôéìÞ ôçí

az = ez Lna ãéá êÜèå z ∈ C:

Ôüôå ç az åßíáé ìéá ðëåéüôéìç óõíÜñôçóç, åíþ ç áñ÷éêÞ ôçò ìïíüôéìç.

Éäéüôçôåò

Áðü ôï Ïñéóìü 5.2 - 6 ðñïêýðôïõí ïé éäéüôçôåò:

• az1 az2 = az1+z2 , êáé

• (az1)z2 = az1 z2 ãéá êÜèå z1; z2 ∈ C,

åíþ åßíáé a1 = a êáé a0 = 1.

Ï Ïñéóìüò 5.2 - 6 ãåíéêåýåôáé ùò åîÞò:

Ïñéóìüò 5.2 - 7 Ãéá êÜèå z ∈ C ìå f(z) ̸= 0 ç äýíáìç [f(z)]g(z) ïñßæåôáé

áðü ôç ó÷Ýóç

[f(z)]g(z) = eg(z) ln f(z): (5.2 - 14)

Åßíáé ðñïöáíÝò üôé óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ Ý÷ïõìå åðßóçò ìßá ðëåéüôéìç óõíÜñôçóç,

åíþ ç áñ÷éêÞ ôéìÞ ôçò åßíáé

[f(z)]g(z) = eg(z)Lnf(z): (5.2 - 15)

5ÂëÝðå ÌÜèçìá 3 ôçí áíôßóôïé÷ç ðñáãìáôéêÞ åêèåôéêÞ óõíÜñôçóç ax êáé ÌÜèçìá 4

ÐáñÜãñáöïò 4:9.
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¢óêçóç

Íá áðïäåé÷èïýí ïé éäéüôçôåò ôùí ÐáñáãñÜöùí 5.2.3 êáé 5.2.6.

5.2.7 ÔñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò

Ïé óõíáñôÞóåéò áõôÝò ïñßæïíôáé ìå ôç âïÞèåéá ôùí ìéãáäéêþí åêèåôéêþí óõíáñôÞ-

óåùí ùò åîÞò:

Çìßôïíï sin z =
eiz − e−iz

2i
Óõíçìßôïíï cos z =

eiz + e−iz

2

ÅöáðôïìÝíç tan z =
sin z

cos z
ÓõíåöáðôïìÝíç cot z =

cos z

sin z

ìå êáôÜëëçëïõò ðåñéïñéóìïýò óôï z, üðïõ áõôü áðáéôåßôáé.

Óçìåßùóç 5.2 - 2

Óôéò åöáñìïãÝò ÷ñçóéìïðïéïýíôáé åðßóçò ïé ðáñáêÜôù óõíáñôÞóåéò

sec z =
1

cos z
=

2

eiz + e−iz
êáé csc z =

1

sin z
=

2 i

eiz − e−iz
:

Áíôßóôñïöåò ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò

Áí w = sin z, ç áíôßóôñïöç óõíÜñôçóç ðïõ óõìâïëßæåôáé ìå z = sin−1w Þ

z = arc sinw, ïñßæåé ôï ôüîï çìéôüíïõ z êáé ðñïöáíþò åßíáé ìßá ðëåéüôéìç

óõíÜñôçóç. ¼ìïéá ïñßæïíôáé ïé áíôßóôñïöåò ôùí Üëëùí ôñéãùíïìåôñéêþí

óõíáñôÞóåùí.

Áðïäåéêíýåôáé üôé ïé áñ÷éêÝò ôéìÝò ôùí áíôßóôñïöùí ôñéãùíïìåôñéêþí

óõíáñôÞóåùí äßíïíôáé áðü ôïõò ôýðïõò

sin−1 z =
1

i
Ln
(
iz +

√
1− z2

)
tan−1 z =

1

2i
Ln

(
1 + iz

1− iz

)

cos−1 z =
1

i
Ln
(
z +

√
z2 − 1

)
cot−1 z =

1

2i
Ln

(
z + 1

z − 1

)
ìå êáôÜëëçëïõò ðåñéïñéóìïýò óôï z, üðïõ áõôü áðáéôåßôáé.
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ÁóêÞóåéò

1. Äåßîôå üôé6

i) sin2 z + cos2 z = 1,

ii) sin(−z) = − sin z; cos(−z) = cos z; tan(−z) = − tan z,

iii) sin (z1 ± z2) = sin z1 cos z2 ± cos z1 sin z2.

2. ¼ìïéá üôé7

tan−1 z =
1

2i
Ln

(
1 + iz

1− iz

)
:

5.2.8 ÕðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò

¼ìïéá, üðùò êáé óôéò ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò, ïñßæïíôáé ïé õðåñâïëéêÝò

óõíáñôÞóåéò ìå ôç âïÞèåéá ôùí ìéãáäéêþí åêèåôéêþí óõíáñôÞóåùí ùò åîÞò:

Çìßôïíï sinh z =
ez − e−z

2
Óõíçìßôïíï cosh z =

ez + e−z

2

ÅöáðôïìÝíç tanh z =
sinh z

cosh z
ÓõíåöáðôïìÝíç coth z =

cosh z

sinh z

ìå êáôÜëëçëïõò ðåñéïñéóìïýò óôï z üðïõ áõôü áðáéôåßôáé.

Óçìåßùóç 5.2 - 3

Åðßóçò óôéò åöáñìïãÝò ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ïé ðáñáêÜôù óõíáñôÞóåéò

sechz =
1

cosh z
=

2

ez + e−z
êáé cschz =

1

sinh z
=

2

ez − e−z
:

Áíôßóôñïöåò ôñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò

Áðïäåéêíýåôáé üôé ïé áñ÷éêÝò ôéìÝò ôùí áíôßóôñïöùí õðåñâïëéêþí óõíáñôÞóåùí

äßíïíôáé áðü ôïõò ôýðïõò

sinh−1 z = Ln
(
z +

√
z2 + 1

)
tanh−1 z =

1

2
Ln

(
1 + z

1− z

)

cosh−1 z = Ln
(
z +

√
z2 − 1

)
coth−1 z =

1

2
Ln

(
z + 1

z − 1

)
6ÁíôéêáôÜóôáóç ôùí ôñéãùíïìåôñéêþí óõíáñôÞóåùí ìå ôéò áíôßóôïé÷åò åêöñÜóåéò ôïõò.
7¸óôù w = tan z = e

iz−e
−iz

2i
= e

iz+e
−iz

2
, ïðüôå ãñÜöïíôáò e−iz = 1=eiz êáé ëýíïíôáò

ùò ðñïò z ðñïêýðôåé ëïãáñéèìßæïíôáò ôçí ôåëéêÞ ó÷Ýóç ç áðïäåéêôÝá.
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ìå êáôÜëëçëïõò ðåñéïñéóìïýò óôï z.

ÁóêÞóåéò

1. Äåßîôå üôé8

i) cosh2 z − sinh2 z = 1,

ii) sinh(−z) = − sinh z; cosh(−z) = cosh z; tanh(−z) = − tanh z,

iii) sinh (z1 ± z2) = sinh z1 cosh z2 ± cosh z1 sinh z2,

iv) cosh (z1 ± z2) = cosh z1 cosh z2 ∓ sinh z1 sinh z2.

2. ¼ìïéá üôé9

sinh−1 z = Ln
(
z +

√
z2 + 1

)

tanh−1 z =
1

2
Ln

(
1 + z

1− z

)
ìå êáôÜëëçëïõò ðåñéïñéóìïýò óôï z.

3. Äåßîôå üôé ïé sin z, tan z êáé cot z åßíáé ðåñéôôÝò óõíáñôÞóåéò, åíþ ç cos z

Üñôéá óõíÜñôçóç.

4. Íá õðïëïãéóôïýí ôá sin−1 2, cos−1 i êáé sinh−1 i.

5. Äåßîôå üôé sin z = sin z, cos z = cos z êáé tan z = tan z ãéá êÜèå z ∈ C.

10

8ÁíôéêáôÜóôáóç ôùí ôñéãùíïìåôñéêþí óõíáñôÞóåùí ìå ôéò áíôßóôïé÷åò åêöñÜóåéò ôïõò.
9¸óôù w = sinh z = e

z−e
−z

2
üðïõ ãñÜöïíôáò e−z = 1=ez. Ëýíïíôáò ùò ðñïò z êáé

ëïãáñéèìßæïíôáò ðñïêýðôåé ôåëéêÜ ç áðïäåéêôÝá.
10Áðáãïñåýåôáé ç áíáäçìïóßåõóç Þ áíáðáñáãùãÞ ôïõ ðáñüíôïò óôï óýíïëü ôïõ Þ

ôìçìÜôùí ôïõ ÷ùñßò ôç ãñáðôÞ Üäåéá ôïõ Êáè. Á. ÌðñÜôóïõ.

E-mail: bratsos@teiath.gr URL: http://users.teiath.gr/bratsos/
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ÌáèçìáôéêÝò âÜóåéò äåäïìÝíùí

• http://en.wikipedia.org/wiki/Main Page

• http://eqworld.ipmnet.ru/index.htm

• http://mathworld.wolfram.com/

• http://eom.springer.de/



Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα 

Τεχνολογικό Εκπαιδευτικό Ίδρυμα Αθήνας 

Τέλος Ενότητας 
 
 
 

Χρηματοδότηση 
 

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του εκπαιδευτικού 
έργου του διδάσκοντα. 

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο ΤΕΙ Αθήνας» έχει χρηματοδοτήσει 
μόνο τη αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.  

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράμματος «Εκπαίδευση 
και Δια Βίου Μάθηση» και συγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση 
(Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόρους. 

 
 



2 

Σημειώματα 

Σημείωμα Αναφοράς 

Copyright ΤΕΙ Αθήνας, Αθανάσιος Μπράτσος, 2014. Αθανάσιος Μπράτσος. «Ανώτερα 

Μαθηματικά Ι. Ενότητα 5: Μιγαδικές Συνάρτησεις». Έκδοση: 1.0. Αθήνα 2014. Διαθέσιμο 

από τη δικτυακή διεύθυνση: ocp.teiath.gr. 

 

Σημείωμα Αδειοδότησης 

Το παρόν υλικό διατίθεται με τους όρους της άδειας χρήσης Creative Commons Αναφορά, 

Μη Εμπορική Χρήση Παρόμοια Διανομή 4.0 [1] ή μεταγενέστερη, Διεθνής Έκδοση.   

Εξαιρούνται τα αυτοτελή έργα τρίτων π.χ. φωτογραφίες, διαγράμματα κ.λ.π.,  τα οποία 

εμπεριέχονται σε αυτό και τα οποία αναφέρονται μαζί με τους όρους χρήσης τους στο 

«Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων». 

 

[1] http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/  

Ως Μη Εμπορική ορίζεται η χρήση: 

 που δεν περιλαμβάνει άμεσο ή έμμεσο οικονομικό όφελος από την χρήση του 

έργου, για το διανομέα του έργου και αδειοδόχο 

 που δεν περιλαμβάνει οικονομική συναλλαγή ως προϋπόθεση για τη χρήση ή 

πρόσβαση στο έργο 

 που δεν προσπορίζει στο διανομέα του έργου και αδειοδόχο έμμεσο οικονομικό 

όφελος (π.χ. διαφημίσεις) από την προβολή του έργου σε διαδικτυακό τόπο 

Ο δικαιούχος μπορεί να παρέχει στον αδειοδόχο ξεχωριστή άδεια να χρησιμοποιεί το έργο 

για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 

Διατήρηση Σημειωμάτων 

 Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 

συμπεριλαμβάνει: 

 Το Σημείωμα Αναφοράς 

 Το Σημείωμα Αδειοδότησης 

 Τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων  

 Το Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) μαζί με τους 

συνοδευόμενους υπερσυνδέσμους. 

 

https://ocp.teiath.gr/
file:///C:/Users/pantelis/Downloads/[1] http:/creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/

	5_mpros
	05_Μιγαδικές_Συναρτήσεις
	5_pisw

