
 

 

 

Ανώτερα Μαθηματικά Ι 

Ενότητα 7: Οριακή Τιμή Συνάρτησης 

Αθανάσιος Μπράτσος 

Τμήμα Ναυπηγών Μηχανικών ΤΕ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Το περιεχόμενο του μαθήματος 
διατίθεται με άδεια Creative 
Commons εκτός και αν αναφέρεται 
διαφορετικά 

 
Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού 
Προγράμματος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και 
συγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό 
Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόρους. 

Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα 

Τεχνολογικό Εκπαιδευτικό Ίδρυμα Αθήνας 



ÌÜèçìá 7

ÏÑÉÁÊÇ ÔÉÌÇ

ÓÕÍÁÑÔÇÓÇÓ

Óôï ìÜèçìá áõôü èá äïèåß ç Ýííïéá ôïõ ïñßïõ ìéáò ðñáãìáôéêÞò óõíÜñôçóçò ìå

ôñüðï ðñïóáñìïóìÝíï óôéò áðáéôÞóåéò ôùí äéáöüñùí åöáñìïãþí, ðïõ áðáéôïý-

íôáé óôçí åðéóôÞìç ôïõ. Ï áíáãíþóôçò ãéá ìéá áõóôçñÜ ìáèçìáôéêÞ ìåëÝôç

ðáñáðÝìðåôáé óôç âéâëéïãñáößá.

7.1 ÃåíéêÝò Ýííïéåò êáé ïñéóìïß

7.1.1 Óýãêëéóç óå óçìåßï

Åßíáé Þäç ãíùóôü áðü ôï ÌÜèçìá 3 ï ðáñáêÜôù ïñéóìüò ôçò ðñáãìáôéêÞò

óõíÜñôçóçò

Ïñéóìüò 7.1.1 - 1 (óõíÜñôçóçò). ¸óôù D êáé T äýï ôõ÷üíôá ìç êåíÜ

õðïóýíïëá ôïõ ℜ. Ôüôå ëÝãåôáé óõíÜñôçóç, ìßá ìïíïóÞìáíôç áðåéêüíéóç,

Ýóôù f , ôïõ óõíüëïõ D óôï T , äçëáäÞ

f : D ∋ x −→ f(x) = y ∈ T; (7.1.1 - 1)

üôáí ôï D åßíáé ôï ðåäßï ïñéóìïý êáé ôï T ðåäßï ôéìþí ôçò óõíÜñôçóçò f .
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Ðßíáêáò 7.1.1 - 1: ÐáñÜäåéãìá 7.1.1 - 1

x 1.7 1.8 1.9 1.99 2 2.01 2.1 2.2 2.3

f(x) 5.8 6.2 6.6 6.96 7 7.04 7.4 7.8 8.2

Óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü, áí x0 óçìåßï ôïõ ðåäßïõ ïñéóìïý D, ôüôå ç

áíôßóôïé÷ç ôéìÞ f (x0) ôçò óõíÜñôçóçò õðïëïãßæåôáé áíôéêáèéóôþíôáò óôïí

ôýðï f(x) üðïõ x ôï x0.

ÐáñÜäåéãìá 7.1.1 - 1

¸óôù ç óõíÜñôçóç

f(x) = 4x− 1 ìå ðåäßï ïñéóìïý ôï ℜ:

Ôüôå, áí x = x0 = 2, åßíáé f (x0) = f(2) = 7 ê.ëð.

Ïñßæåôáé óôç óõíÝ÷åéá ç Ýííïéá ôçò ðåñéï÷Þò åíüò óçìåßïõ ùò åîÞò:

Ïñéóìüò 7.1.1 - 2 (ðåñéï÷Þò). Ç ðåñéï÷Þ åíüò óçìåßïõ x0 ìå áêôßíá �,

óõìâïëßæåôáé ìå $ (x0; �) êáé ïñßæåôáé áðü ôï óýíïëï ôùí óçìåßùí ãéá ôá

ïðïßá éó÷ýåé üôé, áí x ∈ $ (x0; �), ôüôå
1

|x− x0| < �: (7.1.1 - 2)

ÕðïèÝôïõìå üôé óôï ÐáñÜäåéãìá 7.1.1 - 1 ïé ôéìÝò óôç ìåôáâëçôÞ x äßíïíôáé

ðëçóßïí ôïõ 2 êáé åßíáé ìéêñüôåñåò, áíôßóôïé÷á ìåãáëýôåñåò êáôÜ 0:3 Þ äéáöïñå-

ôéêÜ ëáìâÜíïíôáò õð' üøéí êáé ôïí Ïñéóìü 7.1.1 - 2 üôé áíÞêïõí óå ìéá ðåñéï÷Þ

ôïõ 2 ìå áêôßíá � = 0:3, äçëáäÞ x ∈ $ (2; �). Ôüôå áðü ôéò áíôßóôïé÷åò ôéìÝò

ôçò f(x) ðñïêýðôïõí ïé ôéìÝò ôïõ Ðßíáêá 7.1.1 - 1.

ÅðïìÝíùò óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ Ý÷ïõìå

2− � < x < 2 + � ⇔ −� < x− 2 < � ⇔ |x− 2| < �; (7.1.1 - 3)

1Åßíáé: x0 − � < x < x0 + � Þ −� < x− x0 < �.
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åíþ ãéá ôéò áíôßóôïé÷åò ôéìÝò ôçò f(x), ðïõ èá åßíáé üìïéá óå ìéá áðüóôáóç

Ýóôù " áðü ôçí ôéìÞ f(2) = 7 üôé

7− " < f(x) < 7 + " ⇔ −" < f(x)− f(2) < "

äçëáäÞ

|f(x)− f(2)| < ": (7.1.1 - 4)

Èá äåé÷èåß ôþñá üôé ç ó÷Ýóç (7:1:1− 4) éó÷ýåé ãéá êÜèå " > 0, üôáí ôï x

ðáßñíåé ôéìÝò, ðïõ åðáëçèåýïõí ôçí (7:1:1− 3). ÐñÜãìáôé, áí

|f(x)− f(2)| < "; äçëáäÞ |(4x− 1)− 7| < " Þ 4|x− 2| < ";

ôüôå

|x− 2| < "

4
:

ÅðïìÝíùò ç (7:1:1− 4) éó÷ýåé ãéá êÜèå ", üôáí óôçí (7:1:1− 3) åßíáé � = "

4 .

Åöáñìüæïíôáò ôï óõìðÝñáóìá áõôü, áí " = 10−2, ôüôå ï x ðñÝðåé íá ðáßñíåé

ôéìÝò, Ýôóé þóôå

|x− 2| < 10−2

4
= 0:0025 Þ 2− 0:0025 < x < 2 + 0:0025;

äçëáäÞ x ∈ (1:9975; 2:0025), åíþ áíÜëïãá äéáóôÞìáôá ìåôáâïëþí ôïõ x èá

ðñïêýøïõí2 ãéá êÜèå " > 0, üðùò " = 10−10; 10−50; : : : : ¢ñá, áí èåùñçèåß

üôé ôï " → 0, äçëáäÞ, áí ç ðåñéï÷Þ ðåñß ôï óçìåßï f(2) ôåßíåé íá Ý÷åé áêôßíá

0 Þ äéáöïñåôéêÜ üôé ïé ôéìÝò ôçò f(x) ôåßíïõí óôçí ôéìÞ f(2), ôüôå ðÜíôïôå

õðÜñ÷åé êáôÜëëçëç ðåñéï÷Þ ôïõ x áêôßíáò � = �("), ðïõ íá ôï åîáóöáëßæåé.

Ç éäéüôçôá áõôÞ óôá ìáèçìáôéêÜ åêöñÜæåôáé ëÝãïíôáò üôé, üôáí ï x ôåßíåé

ðñïò ôïí áñéèìü 2, ç óõíÜñôçóç f(x) = 4x − 1 Ý÷åé ïñéáêÞ ôéìÞ Þ üñéï ôïí

áñéèìü 7, åíþ óõìâïëéêÜ óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ãñÜöåôáé

lim
x→ 2

f(x) = 7: (7.1.1 - 5)

ÐáñáôÞñçóåéò 7.1.1 - 1

i) Ôï lim áðïôåëåß óõãêïðÞ ôçò ëÝîçò limes, ðïõ óçìáßíåé üñéï.

2Ï üñïò ãéá êÜèå " > 0 åßíáé áðáñáßôçôïò, äéáöïñåôéêÜ ôá óõìðåñÜóìáôá ðïõ

áêïëïõèïýí, äåí éó÷ýïõí.
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ii) Óýìöùíá êáé ìå ôïí Ðßíáêá 7.1.1 - 1, üôáí óôçí (7:1:1 − 5) ãñÜöåôáé

x → 2 áõôü óçìáßíåé üôé ôï x ôåßíåé óôï 2 áðü ìéêñüôåñåò (óõìâïëéêÜ

x → 2− 0 Þ x → 2−), áíôßóôïé÷á ìåãáëýôåñåò (óõìâïëéêÜ x → 2+0

Þ x → 2+) ôéìÝò.

iii) Óôá åðüìåíá, üôáí áðáéôåßôáé ï õðïëïãéóìüò ïñßùí ôçò ìïñöÞò (7:1:1−
5), äåí èá ãßíåôáé áðüäåéîç üôé ìéá ó÷Ýóç ôçò ìïñöÞò (7:1:1− 4) éó÷ýåé

ãéá êÜèå " > 0.

Äßíåôáé óôç óõíÝ÷åéá ï ðáñáêÜôù ïñéóìüò.

Ïñéóìüò 7.1.1 - 3. ¸óôù ç óõíÜñôçóç f(x) ìå ðåäßï ïñéóìïý [a; x0) ∪
(x0; b] ⊂ ℜ. Ôüôå èá ëÝãåôáé üôé ç f åßíáé óõãêëßíïõóá ãéá x → x0 Þ

äéáöïñåôéêÜ üôé õðÜñ÷åé ôï üñéï ôçò f óôï x0 êáé èá óõìâïëßæåôáé áõôü ìå

limx→x0 f(x) = l ôüôå êáé ìüíïí, üôáí ãéá êÜèå " > 0 õðÜñ÷åé ðñáãìáôéêüò

áñéèìüò � = �(") > 0, Ýôóé þóôå (Ó÷. 7.1.1 - 1)

|f(x)− l| < " ãéá êÜèå x ∈ [a; x0) ∪ (x0; b] ìå |x− x0| < � (7.1.1 - 6)

Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ l = 0, ç f èá ëÝãåôáé ìçäåíéêÞ óôï x0.

Óçìåßùóç 7.1.1 - 1

Óôá ÌáèçìáôéêÜ äßíïíôáé áíáëõôéêüôåñá ïé ðáñáêÜôù ïñéóìïß:

Ïñéóìüò 7.1.1 - 4. ¸óôù ç óõíÜñôçóç f(x) ìå ðåäßï ïñéóìïý (x0; b] ⊂ ℜ.
Ôüôå èá ëÝãåôáé üôé ç f åßíáé óõãêëßíïõóá ãéá x → x+0 Þ äéáöïñåôéêÜ üôé

õðÜñ÷åé ôï äåîéü üñéï ôçò f óôï x0 êáé èá óõìâïëßæåôáé áõôü ìå

lim
x→x

+
0

f(x) = l

ôüôå êáé ìüíïí, üôáí ãéá êÜèå " > 0 õðÜñ÷åé ðñáãìáôéêüò áñéèìüò � = �(") >

0, Ýôóé þóôå

|f(x)− l| < " ãéá êÜèå x ∈ (x0; b] ìå 0 < x− x0 < � (7.1.1 - 7)
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Ó÷Þìá 7.1.1 - 1: Ïñéóìüò 7.1.1 - 3 ìå l = f (x0): áí |x− x0| < �, ôüôå

|f(x)− f (x0)| < �

Ïñéóìüò 7.1.1 - 5. ¸óôù ç óõíÜñôçóç f(x) ìå ðåäßï ïñéóìïý [a; x0) ⊂ ℜ.
Ôüôå èá ëÝãåôáé üôé ç f åßíáé óõãêëßíïõóá ãéá x → x−0 Þ äéáöïñåôéêÜ üôé

õðÜñ÷åé ôï áñéóôåñü üñéï ôçò f óôï x0 êáé èá óõìâïëßæåôáé áõôü ìå

lim
x→x

−
0

f(x) = l

ôüôå êáé ìüíïí, üôáí ãéá êÜèå " > 0 õðÜñ÷åé ðñáãìáôéêüò áñéèìüò � = �(") >

0, Ýôóé þóôå

|f(x)− l| < " ãéá êÜèå x ∈ [a; x0) ìå 0 < x0 − x < � (7.1.1 - 8)

Ôá üñéá áõôÜ ëÝãïíôáé êáé ìïíüðëåõñá üñéá ôçò f óôï x0.

ÐáñáôÞñçóç 7.1.1 - 1

Ç ïñéáêÞ ôéìÞ limx→x0 f(x) õðÜñ÷åé, üôáí õðÜñ÷ïõí ôï áñéóôåñü, áíôßóôïé÷á

äåîéü üñéü ôçò óôï x0 êáé åßíáé ßóá ìåôáîý ôïõò. Óå êÜèå Üëëç ðåñßðôùóç ç

ïñéáêÞ ôéìÞ äåí õðÜñ÷åé.
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Ðßíáêáò 7.1.1 - 2: ÐáñÜäåéãìá 7.1.1 - 3

x 0 0.5 0.99 1.02 1.5

f(x) 4 16 4× 104 104 16

ÐáñÜäåéãìá 7.1.1 - 2

¸óôù ç óõíÜñôçóç

f(x) = x+
|x|
x

ìå ðåäßï ïñéóìïý D = ℜ− {0}:

Ôüôå, áí x < 0, åßíáé |x| = −x, ïðüôå

lim
x→ 0−

f(x) = lim
x→ 0−

x+ lim
x→ 0−

−x
x

= 0− 1 = −1;

åíþ

lim
x→ 0+

f(x) = lim
x→ 0+

x+ lim
x→ 0+

x

x
= 0 + 1 = 1;

äçëáäÞ

lim
x→ 0−

f(x) ̸= lim
x→ 0+

f(x);

ïðüôå ç ïñéáêÞ ôéìÞ limx→ 0 f(x) äåí õðÜñ÷åé.

ÐáñÜäåéãìá 7.1.1 - 3

¸óôù ç óõíÜñôçóç

f(x) =
4

(x− 1)2
ìå ðåäßï ïñéóìïý D = (−∞; 1) ∪ (1;+∞):

Åßíáé ðñïöáíÝò üôé, áí ïé ôéìÝò ôïõ x ôåßíïõí óôçí ôéìÞ 1, ôüôå åíäåéêôéêÜ

Ý÷ïõìå ôá áðïôåëÝóìáôá ôïõ Ðßíáêá 7.1.1 - 2.

ÁíÜëïãá ìå ôçí áðüäåéîç óôçí (7:1:1−4) åßíáé äõíáôüí êáé óôçí ðåñßðôùóç

áõôÞ íá áðïäåé÷èåß üôé, ãéá êÜèå áñéèìü M > 0 õðÜñ÷åé Ýíá áíôßóôïé÷ï

äéÜóôçìá ôéìþí ôïõ x óôçí ðåñéï÷Þ ôïõ 1, ãéá ôï ïðïßï íá éó÷ýåé üôé

4

(x− 1)2
> M: (7.1.1 - 9)
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ÐñÜãìáôé, äéáäï÷éêÜ áðü ôçí áíéóüôçôá (7:1:1− 9) ðñïêýðôåé

4

(x− 1)2
> M ⇔ (x− 1)2

4
<

1

M
⇔ (x− 1)2 <

4

M

|x− 1| < 2√
M

⇔ 1− 2√
M

< x < 1 +
2√
M

:

ÅðïìÝíùò, áí M = 104, ãéá íá åßíáé f(x) > 104, ðñÝðåé óýìöùíá ìå ôçí

ôåëåõôáßá ðáñáðÜíù áíéóüôçôá ï x íá ðáßñíåé ôéìÝò óôï äéÜóôçìá

1− 2

100
< x < 1 +

2

100
; äçëáäÞ 0:98 < x < 1:02:

Ç áíéóüôçôá (7:1:1 − 4), üôáí ÷ñçóéìïðïéçèåß ï áñéèìüò " ìå " > 0

ãñÜöåôáé ùò åîÞò:
4

(x− 1)2
>

1

"
: (7.1.1 - 10)

Ç ðáñáðÜíù éäéüôçôá åêöñÜæåôáé óôá ìáèçìáôéêÜ ëÝãïíôáò: üôáí ï x

ôåßíåé óôïí áñéèìü 1, ç óõíÜñôçóç f(x) ôåßíåé óôï +∞ Þ üôé Ý÷åé üñéï ôï

+∞, åíþ óõìâïëéêÜ ãñÜöåôáé

lim
x→ 1

f(x) = +∞:

¼ìïéá ãéá ôç óõíÜñôçóç

g(x) = − 4

(x− 1)2
åßíáé lim

x→ 1
g(x) = −∞:

Ç áíÜëïãç áíéóüôçôá ôçò (7:1:1− 10) óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ åßíáé ç

− 4

(x− 1)2
< −1

"
: (7.1.1 - 11)

Ôá äéáãñÜììáôá ôùí óõíáñôÞóåùí f êáé g äßíïíôáé óôï Ó÷. 7.1.1 - 2.

Óçìåßùóç 7.1.1 - 2

Óôï åîÞò äå èá ãßíåôáé õðïëïãéóìüò ôùí ôéìþí ôçò ìåôáâëçôÞò ãéá ôéò ïðïßåò

éó÷ýåé ç (7:1:1−10), áíôßóôïé÷á ç (7:1:1−11), áëëÜ ìüíïí èá ÷ñçóéìïðïéïýíôáé

ôá óõìðÝñáóìÜ ôùí.
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0.5 1.0 1.5 2.0
x

-300

-200

-100

100

200

300

y

Ó÷Þìá 7.1.1 - 2: ÐáñÜäåéãìá 7.1.1 - 3: ç óõíÜñôçóç f(x) = 4
(x−1)2

ìðëå êáé

ç g(x) = − 4
(x−1)2

êüêêéíç êáìðýëç

ÐáñÜäåéãìá 7.1.1 - 4

Íá õðïëïãéóôåß ç ïñéáêÞ ôéìÞ

lim
x→ 1

1

x− 1
:

Ëýóç. Ðñïöáíþò åßíáé x ∈ (−∞; 1) ∪ (1;+∞). ¢ñá óýìöùíá ìå ôçí

ÐáñáôÞñçóç 7.1.1 - 1 ðñÝðåé íá åîåôáóôïýí ïé ðáñáêÜôù äýï ïñéáêÝò ôéìÝò:

i)

lim
x→ 1−0

1

x− 1
:

Ôüôå x ∈ (−∞; 1), ïðüôå x < 1, äçëáäÞ x− 1 < 0. ÅðïìÝíùò

1

x− 1
< 0 ãéá êÜèå x ∈ (−∞; 1);

ïðüôå óýìöùíá ìå ôçí ÐáñáôÞñçóç 7.1.1 - 2 åßíáé:

lim
x→ 1−0

1

x− 1
= −∞ :
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0.5 1.0 1.5
x

-10

-5

5

10

y

Ó÷Þìá 7.1.1 - 3: ÐáñÜäåéãìá 7.1.1 - 4: ôï äéÜãñáììá ôçò óõíÜñôçóçò 1
x−1

ii)

lim
x→ 1+0

1

x− 1
:

Ôüôå x ∈ (1;+∞), ïðüôå

x > 1; äçëáäÞ x− 1 > 0 Þ
1

x− 1
> 0

êáé åðïìÝíùò

lim
x→ 1−0

1

x− 1
= +∞ :

¢ñá ôï üñéï limx→ 1
1

x−1 äåí õðÜñ÷åé (Ó÷. 7.1.1 - 3).

Ï õðïëïãéóìüò ìå ôï MATHEMATICA ãßíåôáé ìå ôéò åíôïëÝò:

Limit[1/x-1),x->1,Direction->-1]

Limit[1/(x-1),x->1,Direction->1]

ÐáñáôÞñçóç 7.1.1 - 2

Óôá ìáèçìáôéêÜ, üôáí ç ïñéáêÞ ôçò óõíÜñôçóçò áðåéñßæåôáé, ëÝãåôáé üôé ç

óõíÜñôçóç óõãêëßíåé êáô' åêäï÷Þ.

Äßíåôáé ôþñá ï ïñéóìüò ôçò êáô' åêäï÷Þ óýãêëéóçò ãéá ôçí ðåñßðôùóç

ðïõ ç ìåôáâëçôÞ ôåßíåé óå óçìåßï ùò åîÞò:
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Ïñéóìüò 7.1.1 - 6. ¸óôù ç óõíÜñôçóç f(x) ìå ðåäßï ïñéóìïý [a; x0) ∪
(x0; b]. Ôüôå èá éó÷ýåé:

i) limx→x0 f(x) = +∞ ôüôå êáé ìüíïí, üôáí ãéá êÜèå " > 0 õðÜñ÷åé

� = �(") > 0, Ýôóé þóôå

f(x) >
1

"
(7.1.1 - 12)

ãéá êÜèå x ∈ [a; x0) ∪ (x0; b] ìå |x− x0| < �.

ii) limx→x0 f(x) = −∞ ôüôå êáé ìüíïí, üôáí ãéá êÜèå " > 0 õðÜñ÷åé

� = �(") > 0, Ýôóé þóôå

f(x) < −1

"
(7.1.1 - 13)

ãéá êÜèå x ∈ [a; x0) ∪ (x0; b] ìå |x− x0| < �.

7.1.2 Óýãêëéóç óôï Üðåéñï

Áñ÷éêÜ êñßíåôáé óêüðéìï óôï óçìåßï áõôü íá äïèåß ï ðáñáêÜôù ÷ñÞóéìïò ãéá

ôá åðüìåíá ìáèÞìáôá ïñéóìüò.

Ïñéóìüò 7.1.2 - 1. Ç óõíÜñôçóç f(x) ìå ðåäßï ïñéóìïý [a;+∞) èá ëÝãåôáé

üôé åßíáé öñáãìÝíç óôçí ðåñéï÷Þ ôïõ +∞ ôüôå êáé ìüíïí, üôáí õðÜñ÷ïõí

ðñáãìáôéêïß áñéèìïß M ≥ 0 êáé è > 0, Ýôóé þóôå

|f(x)| < è ãéá êÜèå x ∈ [a;+∞) êáé x > M: (7.1.2 - 1)

Áêïëïõèþíôáò ôç äéáäéêáóßá ôçò ÐáñáãñÜöïõ 7.1.1 åßíáé äõíáôüí íá ïñéóôåß

áíÜëïãá ç ïñéáêÞ ôéìÞ ìéáò óõíÜñôçóçò, Ýóôù f(x), üôáí x → ∞.

ÐáñÜäåéãìá 7.1.2 - 1

¸óôù ç óõíÜñôçóç

f(x) =
1

x− 1
ìå ðåäßï ïñéóìïý (−∞; 1) ∪ (1;+∞):

Åýêïëá äéáðéóôþíåôáé üôé ç f(x) ðáßñíåé ôéìÝò áðïëýôùò ìéêñüôåñåò áðü

ïðïéïíäÞðïôå áñéèìü " ìå " > 0, üôáí ç ìåôáâëçôÞ x ðáßñíåé ôéìÝò áðïëýôùò

ìåãáëýôåñåò áðü êáôÜëëçëá ïñéæüìåíï êÜèå öïñÜ áñéèìü N ìå N > 0.
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ÐñÜãìáôé, Ýóôù " ìå " > 0. Ôüôå, áí 1
x−1 < ", äéáäï÷éêÜ Ý÷ïõìå

1

x− 1
< " ⇔ |x− 1| > 1

"

⇔


x− 1 >

1

"
Þ

x− 1 < −1

"

⇔


x > 1 +

1

"
Þ

x < 1− 1

"
:

ÅðïìÝíùò, áí " = 1
103

, ôüôå ãéá íá éó÷ýåé 1
x−1 < 1

103
, áñêåß ïé ôéìÝò ôïõ x

íá åßíáé ìåãáëýôåñåò ôïõ 1 + 1
"
= 1 + 103 = 1001 Þ ìéêñüôåñåò ôïõ 1 − 1

"
=

1− 103 = −999.

Ç ðáñáðÜíù éäéüôçôá åêöñÜæåôáé óôá ìáèçìáôéêÜ ëÝãïíôáò üôé ç óõíÜñôçóç

f(x) Ý÷åé üñéï ôï 0, üôáí x → +∞ Þ x → −∞ êáé óõìâïëéêÜ ãñÜöåôáé

lim
x→+∞

f(x) = 0 Þ lim
x→−∞

f(x) = 0:

Åðßóçò ÷ñçóéìïðïéåßôáé êáé ï ãåíéêüôåñïò óõìâïëéóìüò limx→∞ f(x) = 0.

ÐáñÜäåéãìá 7.1.2 - 2

¼ìïéá óõìðåñáßíïõìå üôé

lim
x→∞

2x− 1

x− 1
= lim

x→∞

(
2 +

1

x− 1

)
= 2

êáé

lim
x→∞

x2 − x

x2 + x
= 1:

Óýìöùíá ìå ôá ðáñáðÜíù äßíåôáé ï ðáñáêÜôù ïñéóìüò.

Ïñéóìüò 7.1.2 - 2. ¸óôù ç óõíÜñôçóç f(x) ìå ðåäßï ïñéóìïý [a;+∞).

Ôüôå èá ëÝãåôáé üôé ç óõíÜñôçóç f(x) åßíáé óõãêëßíïõóá ãéá x → +∞ êáé

èá óõìâïëßæåôáé áõôü ìå f(x) → l, üôáí x → +∞ Þ éóïäýíáìá

lim
x→+∞

f(x) = l

ôüôå êáé ìüíïí, üôáí ç óõíÜñôçóç f(x)− l åßíáé ìçäåíéêÞ, äçëáäÞ ãéá êÜèå

" > 0 õðÜñ÷åé ðñáãìáôéêüò áñéèìüò N = N(") > 0, Ýôóé þóôå

|f(x)− l| < " ãéá êÜèå x ∈ [a;+∞) ìå x > N: (7.1.2 - 2)
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Ïñéóìüò 7.1.2 - 3. ¸óôù ç óõíÜñôçóç f(x) ìå ðåäßï ïñéóìïý (−∞; a].

Ôüôå èá ëÝãåôáé üôé ç óõíÜñôçóç f åßíáé óõãêëßíïõóá ãéá x → −∞ êáé èá

óõìâïëßæåôáé áõôü ìå f(x) → l, üôáí x → −∞ Þ éóïäýíáìá

lim
x→−∞

f(x) = l

ôüôå êáé ìüíïí, üôáí ç óõíÜñôçóç f(x)− l åßíáé ìçäåíéêÞ, äçëáäÞ ãéá êÜèå

" > 0 õðÜñ÷åé ðñáãìáôéêüò áñéèìüò N = N(") > 0, Ýôóé þóôå

|f(x)− l| < " ãéá êÜèå x ∈ (−∞; a] ìå x < −N (7.1.2 - 3)

Ï ïñéóìüò ôçò ìçäåíéêÞò óõíÜñôçóçò óôéò ðáñáðÜíù äýï ðåñéðôþóåéò åßíáé

ðñïöáíÞò.

ÐáñÜäåéãìá 7.1.2 - 3

¸óôù ç óõíÜñôçóç

g(x) = 25x2:

Ôüôå ãéá ïðïéïäÞðïôå áñéèìü M ìå M > 0, õðÜñ÷åé ðÜíôïôå Ýíáò Üëëïò

èåôéêüò áñéèìüò, Ýóôù N , Ýôóé þóôå ãéá ôéìÝò ôïõ x (èåôéêÝò Þ áñíçôéêÝò) ìå

|x| > N íá åßíáé g(x) = 25x2 > M .

ÐñÜãìáôé, Ýóôù M ìå M > 0. Ôüôå, áí 25x2 > M , äéáäï÷éêÜ Ý÷ïõìå

25x2 > M ⇔ |x| >
√
M

5
⇔


x >

√
M

5

Þ

x < −
√
M

5
:

ÅðïìÝíùò, áí M = 9× 104, ôüôå ãéá íá éó÷ýåé 25x2 > 9× 104 =
(
3× 102

)2
,

áñêåß ïé ôéìÝò ôïõ x íá åßíáé ìåãáëýôåñåò ôùí 300
5 = 60 Þ ìéêñüôåñåò ôïõ

−300
5 = −60.

Ç ðáñáðÜíù éäéüôçôá üìïéá åêöñÜæåôáé óôá ìáèçìáôéêÜ ëÝãïíôáò üôé ç

óõíÜñôçóç g(x) Ý÷åé üñéï ôï +∞, üôáí x → +∞ Þ x → −∞ êáé óõìâïëéêÜ

ãñÜöåôáé

lim
x→+∞

g(x) = +∞ Þ lim
x→−∞

g(x) = +∞:

¼ìïéá áðïäåéêíýåôáé üôé:
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• áí g̃(x) = −25x2, ôüôå

lim
x→+∞

g̃(x) = +∞ Þ lim
x→−∞

g̃(x) = +∞;

åíþ, áí ĝ(x) = x3, ôüôå

lim
x→+∞

ĝ(x) = +∞ Þ lim
x→−∞

ĝ(x) = −∞:

Óçìåßùóç 7.1.2 - 1

ÁíÜëïãá ìå ôç Óçìåßùóç 7.1.2 - 1 êáé óôéò ðåñéðôþóåéò áõôÝò óôï åîÞò äå

èá ãßíåôáé õðïëïãéóìüò ôùí ôéìþí ôçò ìåôáâëçôÞò ãéá ôéò ïðïßåò éó÷ýïõí ïé

ðáñáðÜíù ðåñéðôþóåéò, áëëÜ ìüíïí èá ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ôá óõìðÝñáóìÜ ôùí.

Ï ïñéóìüò ôçò êáô' åêäï÷Þ óýãêëéóçò ìéáò óõíÜñôçóçò óôçí ðåñßðôùóç

áõôÞ ãñÜöåôáé ùò åîÞò:

Ïñéóìüò 7.1.2 - 4. ¸óôù ç óõíÜñôçóç f(x) ìå ðåäßï ïñéóìïý [a;+∞).

Ôüôå èá éó÷ýåé:

i) limx→+∞ f(x) = +∞ ôüôå êáé ìüíïí, üôáí ãéá êÜèå " > 0 õðÜñ÷åé

ðñáãìáôéêüò áñéèìüò N = N(") > 0, Ýôóé þóôå

f(x) >
1

"
ãéá êÜèå x ∈ [a;+∞) ìå x > N: (7.1.2 - 4)

ii) limx→+∞ f(x) = −∞ ôüôå êáé ìüíïí, üôáí ãéá êÜèå " > 0 õðÜñ÷åé

ðñáãìáôéêüò áñéèìüò N = N(") > 0, Ýôóé þóôå

f(x) < −1

"
ãéá êÜèå x ∈ [a;+∞) ìå x > N: (7.1.2 - 5)

Ïñéóìüò 7.1.2 - 5. ¸óôù ç óõíÜñôçóç f(x) ìå ðåäßï ïñéóìïý (−∞; a].

Ôüôå èá éó÷ýåé

i) limx→−∞ f(x) = +∞ ôüôå êáé ìüíïí, üôáí ãéá êÜèå " > 0 õðÜñ÷åé

ðñáãìáôéêüò áñéèìüò N = N(") > 0 Ýôóé þóôå

f(x) >
1

"
ãéá êÜèå x ∈ (−∞; a] ìå x < −N: (7.1.2 - 6)

ii) limx→+∞ f(x) = −∞ ôüôå êáé ìüíïí, üôáí ãéá êÜèå " > 0 õðÜñ÷åé

ðñáãìáôéêüò áñéèìüò N = N(") > 0, Ýôóé þóôå

f(x) < −1

"
ãéá êÜèå x ∈ (−∞; a] ìå x < −N (7.1.2 - 7)
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Ðßíáêáò 7.1.3 - 1: éäéïôÞôùí óõãêëéíïõóþí óõíáñôÞóåùí üðïõ ìå ÁÌ

óõìâïëßæåôáé ç áðñïóäéüñéóôç ìïñöÞ

f g f + g f g f=g

f0 g0 f0 + g0 f0 g0 f0=g0 (g0 ̸= 0)

f0 ∞ ∞ ∞ (f0 ̸= 0) 0

∞ g0 ∞ ∞ (g0 ̸= 0) ∞

0 0 0 0 AM

0 ∞ ∞ AM 0

∞ 0 ∞ AM ∞

+∞ +∞ +∞ +∞ AM

−∞ −∞ −∞ +∞ AM

+∞ −∞ AM −∞ AM

−∞ +∞ AM −∞ AM

7.1.3 Éäéüôçôåò óõãêëéíïõóþí áêïëïõèéþí

Äßíïíôáé ôþñá óôïí Ðßíáêá 7.1.3 - 1 ðåñéëçðôéêÜ üëåò ïé éäéüôçôåò ôùí óõãêëéíïõ-

óþí óõíáñôÞóåùí ìå ôçí Ýííïéá ôçò óýãêëéóçò, üðùò ðáñáðÜíù Ý÷åé äïèåß,

ãéá äýï óõíáñôÞóåéò, Ýóôù f êáé g ìå áíôßóôïé÷åò ïñéáêÝò ôéìÝò f0 êáé g0.

Óçìåéþóåéò 7.1.3 - 1

• Ïé óõíáñôÞóåéò f; g õðïôßèåôáé üôé Ý÷ïõí êïéíü ðåäßï ïñéóìïý êáé üôé

Ý÷ïõí üñéï Ýíáí ïñéóìÝíï ðñáãìáôéêü áñéèìü Þ Ýíá ðñïóçìáóìÝíï Üðåéñï,

üôáí x → x0 ∈ ℜ Þ x → ±∞.

• Óôéò éäéüôçôåò ôïõ Ðßíáêá 7.1.3 - 1 óõìðåñéëáìâÜíåôáé êáé ç åîÞò:

áí ïé óõíáñôÞóåéò f(x); g(x) êáé h(x) Ý÷ïõí êïéíü ðåäßï ïñéóìïý, Ýóôù
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D êáé éó÷ýåé

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

h(x) = l; åíþ f(x) ≤ g(x) ≤ h(x)

ãéá êÜèå x ∈ D, ôüôå êáé limx→x0 g(x) = l.

• ¼ôáí ç ðñÜîç äåí åßíáé åðéôñåðôÞ (áðñïóäéüñéóôç ìïñöÞ), ôüôå Ý÷åé

ôåèåß ç Ýíäåéîç AM.

ÐáñáôÞñçóç 7.1.3 - 1

Ôá óýìâïëá +∞ êáé −∞ äåí ðñÝðåé óå êáìéÜ ðåñßðôùóç íá èåùñïýíôáé ùò

áñéèìïß.

ÐáñÜäåéãìá 7.1.3 - 1

Íá õðïëïãéóôåß ç ïñéáêÞ ôéìÞ limx→∞ f(x), üôáí

f(x) =
x+ 1

x2 + 1
:

Ëýóç. Ç f(x) ãñÜöåôáé

f(x) =
x+ 1

x2 + 1
=

x2
(
1
x
+ 1

x
2

)
x2

(
1 + 1

x
2

) =
1
x
+ 1

x
2

1 + 1
x
2

¢ñá

lim
x→∞

f(x) =
limx→∞

(
1
x
+ 1

x
2

)
limx→∞

(
1 + 1

x
2

) =
0 + 0

1 + 0
= 0:

ÐáñÜäåéãìá 7.1.3 - 2

¼ìïéá ôùí óõíáñôÞóåùí

g(x) =
4x2 + 5x− 2

2x2 + 4x+ 4
êáé h(x) =

2x3 + x+ 1

x2 + x+ 1
üôáí x → −∞:

Ëýóç. Äéáäï÷éêÜ Ý÷ïõìå

g(x) =
4x2 + 5x− 2

2x2 + 4x+ 4
=

x2
(
4 + 5

x
− 2

x
2

)
x2

(
2 + 4

x
+ 4

x
2

) =
4 + 5

x
− 2

x
2

2 + 4
x
+ 4

x
2

;
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ïðüôå

lim
x→∞

g(x) =
limx→∞

(
4 + 5

x
− 2

x
2

)
limx→∞

(
2 + 4

x
+ 4

x
2

) =
4 + 0

2 + 0
= 2

êáé

h(x) =
2x3 + x+ 1

x2 + x+ 1
=

x3
(
2 + 1

x
2 + 1

x
3

)
x2

(
1 + 1

x
+ 1

x
2

) = x
2 + 1

x
2 + 1

x
3

1 + 1
x
+ 2

x
2

;

ïðüôå

lim
x→−∞

h(x) = lim
x→−∞

x
limx→−∞

(
2 + 1

x
2 + 1

x
3

)
limx→−∞

(
1 + 1

x
+ 1

x
2

) = (−∞)
2 + 0

1 + 0
= −∞:

ÐáñáôÞñçóç 7.1.3 - 2

Áðü ôï ðáñáðÜíù ðáñÜäåéãìá ðñïêýðôïõí ôá åîÞò: üôáí Ý÷ïõìå íá õðïëïãßóïõìå

ôçí ïñéáêÞ ôéìÞ ìéáò ñçôÞò óõíÜñôçóçò ãéá x → ±∞, ôüôå, áí

• ï âáèìüò ôïõ áñéèìçôÞ åßíáé ìéêñüôåñïò áðü ôï âáèìü ôïõ ðáñïíïìáóôÞ,

ôï üñéï åßíáé ôï 0,

• ï âáèìüò ôïõ áñéèìçôÞ åßíáé ßóïò ìå ôï âáèìü ôïõ ðáñïíïìáóôÞ, ôï üñéï

éóïýôáé ìå ôï ðçëßêï ôïõ óõíôåëåóôÞ ôïõ ìåãéóôïâÜèìéïõ üñïõ óôïí

áñéèìçôÞ ðñïò ôïí óõíôåëåóôÞ ôïõ ìåãéóôïâÜèìéïõ üñïõ ôïõ ðáñïíïìáóôÞ,

êáé

• ï áñéèìçôÞò åßíáé ìåãáëýôåñïõ âáèìïý áðü ôïí ðáñïíïìáóôÞ, ôüôå ôï

üñéï åßíáé Ýíá ðñïóçìåéùìÝíï Üðåéñï (+∞, áíôßóôïé÷á −∞).

ÐáñÜäåéãìá 7.1.3 - 3

¸óôù ç óõíÜñôçóç

f(x) =
x3 − x2 + x− 1

x2 + x− 2
ìå ðåäßï ïñéóìïý D = ℜ− {−2; 1}:

Íá õðïëïãéóôïýí ïé ïñéáêÝò ôéìÝò limx→ 1 f(x) êáé limx→−2 f(x).

Ëýóç. ¸óôù áñ÷éêÜ ï õðïëïãéóìüò ôçò ïñéáêÞò ôéìÞò limx→ 1 f(x). ÅðåéäÞ
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ç ôéìÞ x = 1 ìçäåíßæåé ôïí áñéèìçôÞ êáé ôïí ðáñïíïìáóôÞ, äåí åöáñìüæåôáé ç

éäéüôçôá ôïõ ðçëßêïõ ôïõ Ðßíáêá 7.1.3 - 1. Ôüôå óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ Ý÷ïõìå

f(x) =
(x− 1)

(
x2 + 1

)
(x− 1)(x+ 2)

=
x2 + 1

x+ 2
ãéá êÜèå x ∈ D;

ïðüôå

lim
x→ 1

f(x) =
limx→ 1

(
x2 + 1

)
limx→ 1 (x+ 2)

=
2

3
:

¼ôáí x → −2, ôüôå limx→−2
(
x2 + 1

)
= 5, åíþ ôï x + 2 ôåßíåé óôï 0

ìÝóù áñíçôéêþí ôéìþí, üôáí x → −2−0 êáé ìÝóù èåôéêþí, üôáí x → −2+0.

¢ñá

lim
x→−2−0

f(x) = lim
x→−2−0

x2 + 1

x+ 2
= −∞

lim
x→−2+0

f(x) = lim
x→−2+0

x2 + 1

x+ 2
= +∞:

7.1.4 ¼ñéï óýíèåôçò óõíÜñôçóçò

Ï õðïëïãéóìüò ôùí ïñéáêþí ôéìþí ôùí ÐáñáãñÜöùí 7.1.1 - 7.1.3 áíáöÝñåôáé

óå áðëÝò óõíáñôÞóåéò. Óå ðåñéðôþóåéò ðïõ ç óõíÜñôçóç åßíáé óýíèåôç, äçëáäÞ

ôçò ìïñöÞò f(g(x)), ôüôå ï õðïëïãéóìüò ôïõ ïñßïõ limx→x0 f(g(x)), üôáí

x ∈ D ìå D ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò óõíÜñôçóçò g, ãßíåôáé ùò åîÞò:

• ç óõíÜñôçóç ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ f(u) üðïõ u = g(x).

• Õðïëïãßæåôáé, åöüóïí õðÜñ÷åé, ôï u0 = limx→x0 g(x), êáé óôç óõíÝ÷åéá,

üìïéá åöüóïí õðÜñ÷åé, ôï limu→u0 f(u).

ÐáñÜäåéãìá 7.1.4 - 1

Íá õðïëïãéóôåß ç ïñéáêÞ ôéìÞ ôçò óõíÜñôçóçò

f(x) = e−x
2

óôá Üêñá ôïõ ðåäßïõ ïñéóìïý ôçò.

Ëýóç. Ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò f åßíáé ðñïöáíþò ôï ℜ. Ç f åßíáé óýíèåôç
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óõíÜñôçóç êáé ãñÜöåôáé ùò åîÞò:

f(u) = eu; üôáí u = g(x) = −x2:

Ôüôå

lim
x→±∞

g(x) = lim
x→±∞

(
−x2

)
= −∞; ïðüôå

lim
u→−∞

f(u) = lim
x→−∞

eu = 0:

¢ñá limx→±∞ e−x
2
= 0 (Ó÷. 7.1.4 - 1).

-2 -1 1 2
x

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

y

(a) -2 -1 1 2
x

1

2

3

4

5

6

7

y

(b)

Ó÷Þìá 7.1.4 - 1: ÐáñÜäåéãìá 7.1.4 - 1 (a) ÓõíÜñôçóç e−x
2
êáé (b) ex

ÁóêÞóåéò

1. Íá õðïëïãéóôïýí ïé ïñéáêÝò ôéìÝò ôùí ðáñáêÜôù óõíáñôÞóåùí

i) lim
x→+∞

1

x5 + 4
v) lim

x→+∞

(
3x2 + x− 1

)
ii) lim

x→+∞

sin 4x

x2 + 1
vi) lim

x→−∞

(
5x3 + x+ 1

)
iii) lim

x→−∞

5x2 − 1

3x2 + 7
vii) lim

x→ 0

1

x2

iv) lim
x→+∞

x5 + 7x2 + 2

4x2 + 1
viii) lim

x→ 0
e−

1
x .
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2. ¼ìïéá ôùí óõíáñôÞóåùí

i) lim
x→+∞

sinx

x
v) lim

x→−2

1

x+ 2

ii) lim
x→−∞

x3 + 2x

−5x3 + 8
vi) lim

x→ 2

|x− 2|+ x2 − 3x+ 2

x− 2

iii) lim
x→ 0

cos2
(
x3 +

�

4

)
vii) lim

x→ 0

x2 + 1

x|x|

iv) lim
x→±∞

ln
(
x2 + 1

)
viii) lim

x→ 0

x3 − 1

|x|
.

3

3Áðáãïñåýåôáé ç áíáäçìïóßåõóç Þ áíáðáñáãùãÞ ôïõ ðáñüíôïò óôï óýíïëü ôïõ Þ

ôìçìÜôùí ôïõ ÷ùñßò ôç ãñáðôÞ Üäåéá ôïõ Êáè. Á. ÌðñÜôóïõ.

E-mail: bratsos@teiath.gr URL: http://users.teiath.gr/bratsos/
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ÌáèçìáôéêÝò âÜóåéò äåäïìÝíùí

• http://en.wikipedia.org/wiki/Main Page

• http://eqworld.ipmnet.ru/index.htm

• http://mathworld.wolfram.com/

• http://eom.springer.de/
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