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ÌÜèçìá 9

ÐÑÏÓÅÃÃÉÓÇ ÓÕÍÇÈÙÍ

ÄÉÁÖÏÑÉÊÙÍ ÅÎÉÓÙÓÅÙÍ -

ÌÅÑÏÓ I

Åßíáé Þäç ãíùóôü óôïí áíáãíþóôç üôé ç åðßëõóç ôùí ðåñéóóüôåñùí ðñïâëçìÜ-

ôùí ôùí èåôéêþí åðéóôçìþí ïäçãåß óôç ëýóç ìéáò äéáöïñéêÞò åîßóùóçò Þ

åíüò óõóôÞìáôïò äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. Ç ëýóç áõôÞ åßíáé äõíáôüí íá

õðïëïãéóôåß èåùñçôéêÜ ìüíïí óå ïñéóìÝíåò ðåñéðôþóåéò, åíþ óôá ðåñéóóüôåñá

ôùí ðñïâëçìÜôùí ç ëýóç ãßíåôáé ìüíïí ðñïóåããéóôéêÜ, äçëáäÞ ìå áñéèìç-

ôéêÝò ìåèüäïõò, ïé ïðïßåò ðïëëÝò öïñÝò åîáêïëïõèïýí íá ÷ñçóéìïðïéïýíôáé

êáé üôáí áêüìá åßíáé ãíùóôÞ ç èåùñçôéêÞ ëýóç.1

Ïé äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò åßíáé äõíáôüí íá ÷ùñéóôïýí óôéò ðáñáêÜôù äýï

âáóéêÝò êáôçãïñßåò:

• ôéò óõíÞèåéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò Þ ODE's (ordinary di�erential equa-

tions), üôáí ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç åîáñôÜôáé áðü ìßá ìåôáâëçôÞ, êáé

• ôéò äéáöïñéêÝò åîéóþóåéò ìå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ÞPDE's, üôáí åîáñôÜ-

ôáé áðü ðåñéóóüôåñåò ôçò ìéáò ìåôáâëçôÝò.

1Ï áíáãíþóôçò ãéá ìéá åêôåíÝóôåñç ìåëÝôç ðáñáðÝìðåôáé óôç âéâëéïãñáößá êáé óôï

âéâëßï Á. ÌðñÜôóïò [2] Êåö. 10.
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Óôï ìÜèçìá áõôü, ðïõ åîåôÜæåôáé ç ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç ôùí óõíÞèùí

äéáöïñéêþí åîéóþóåùí 1çò ôÜîçò, ãßíåôáé áñ÷éêÜ ìéá áíáöïñÜ óôçí ýðáñîç

ëýóçò êáé óôç óõíÝ÷åéá äßíïíôáé ïé êõñéüôåñåò ìÝèïäïé ðñïóÝããéóçò ôùí

ëýóåùí, ðïõ âáóßæïíôáé óôïí ôýðï ôïõ Taylor. Óôï åîÞò ãéá åõêïëßá èá

÷ñçóéìïðïéåßôáé ï üñïò äéáöïñéêÞ åîßóùóç, áíôß ôïõ üñïõ óõíÞèçò äéáöïñéêÞ

åîßóùóç.

9.1 ÅéóáãùãéêÝò Ýííïéåò

Óôçí ðáñÜãñáöï áõôÞ èá äïèïýí ïñéóìÝíïé ÷ñÞóéìïé ïñéóìïß êáé èåùñÞìáôá

áðü ôçí ÁíÜëõóç, ðïõ åîáóöáëßæïõí ôçí ýðáñîç êáé ôï ìïíïóÞìáíôï ôçò

ëýóçò ôùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí 1çò ôÜîçò.

9.1.1 Ïñéóìïß

Êñßíåôáé óêüðéìï óôï óçìåßï áõôü íá äïèïýí ïé âáóéêüôåñïé ïñéóìïß. Ï

áíáãíþóôçò ãéá ìéá åêôåíÝóôåñç èåùñçôéêÞ ìåëÝôç ôùí óõíÞèùí äéáöïñéêþí

åîéóþóåùí ï áíáãíþóôçò ðáñáðÝìðåôáé óôç äéåýèõíóç:

https://eclass.teiath.gr/modules/document

/document.php?course=TOP112

Åããñáöá -> ÐÁÑÁÄÏÓÅÉÓ ÌÁÈÇÌÁÔÏÓ

Ïñéóìüò 9.1.1 - 1. Ç ãåíéêÞ ìïñöÞ ìéáò äéáöïñéêÞò åîßóùóçò 1çò ôÜîçò

åßíáé

F
(
t; y; y′

)
= 0 (9.1.1 - 1)

üðïõ ç Üãíùóôç óõíÜñôçóç y = y(t) ïñßæåôáé óå Ýíá äéÜóôçìá ôçò ìïñöÞò

(a; b) ⊆ ℜ êáé õðÜñ÷åé ç y′(t) ãéá êÜèå t ∈ (a; b).

Ôüôå ç ëýóç y(t), åöüóïí åßíáé äõíáôüí íá ðñïóäéïñéóôåß, èá ïñßæåé ôç ëýóç

ôçò (9:1:1− 1).

Ïñéóìüò 9.1.1 - 2. Ìéá äéáöïñéêÞ åîßóùóç 1çò ôÜîçò ôçò ìïñöÞò (9:1:1−1)

èá ëÝãåôáé üôé ãñÜöåôáé óå ëõìÝíç (explicit) ìïñöÞ, üôáí

y′ = f(t; y): (9.1.1 - 2)
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Óå êÜèå Üëëç ðåñßðôùóç ç (9:1:1− 1) èá ëÝãåôáé üôé ïñßæåôáé ìå ðåðëåãìÝíç

(implicit) ìïñöÞ.

Ïñéóìüò 9.1.1 - 3. Ìéá ëõìÝíç äéáöïñéêÞ åîßóùóç 1çò ôÜîçò èá ëÝãåôáé

üôé ïñßæåé Ýíá ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò (initial value problem Þ IVP), üôáí

ç ëýóç ôçò åðáëçèåýåé ìéá áñ÷éêÞ ôéìÞ, äçëáäÞ

y′(t) = f(t; y(t)) ìå ðåäßï ïñéóìïý D ⊂ ℜ× ℜ = ℜ2

êáé y0 = y (t0) ; üôáí (t0; y0) ∈ D: (9.1.1 - 3)

Ïñéóìüò 9.1.1 - 4. Ìéá óõíÜñôçóç f(t; y(t)) ìå ðåäßï ïñéóìïý, Ýóôù D

üðïõ D ⊆ ℜ2, ëÝãåôáé üôé éêáíïðïéåß ìßá óõíèÞêç ôïõ Lipschitz ùò ðñïò

ôç ìåôáâëçôÞ y, üôáí õðÜñ÷åé ìßá óôáèåñÜ L ôÝôïéá, þóôå

|f (t; y1)− f (t; y2)| ≤ L |y1 − y2| (9.1.1 - 4)

ãéá êÜèå (t; y1) ; (t; y2) ∈ D.

Ôüôå ç óôáèåñÜ L èá ëÝãåôáé êáé óôáèåñÜ ôïõ Lipschitz ãéá ôçí f .

ÐáñÜäåéãìá 9.1.1 - 1

¸óôù ç óõíÜñôçóç f(t; y) = t|y| ìå ðåäßï ïñéóìïý

D = {(t; y)| 1 ≤ t ≤ 2; −3 ≤ y ≤ 4} :

Ôüôå ãéá êÜèå (t; y1) ; (t; y2) ∈ D Ý÷ïõìå

|f (t; y1)− f (t; y2)| = |t |y1| − t |y2|| = |t| ||y1| − |y2||

≤ 2 |y1 − y2| ;

ïðüôå ç óôáèåñÜ L ôïõ Lipschitz ãéá ôç óõíÜñôçóç f èá åßíáé L = 2, åðåéäÞ

åýêïëá áðïäåéêíýåôáé üôé

|f(2; 1)− f(2; 0)| = |2− 0| = 2|1− 0| = 2:
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9.1.2 Èåìåëéþäåò èåþñçìá

Ôï ðáñáêÜôù èåþñçìá, ðïõ áðåäåß÷èç áðü ôïí Henrici ([8], óåëßäá 328),

èåùñåßôáé èåìåëéþäåò, åðåéäÞ äßíåé ôéò óõíèÞêåò, ðïõ ðñÝðåé íá ðëçñïß ìéá

óõíÜñôçóç f(t; y(t)), Ýôóé þóôå ìßá 1çò ôÜîçò ëõìÝíç äéáöïñéêÞ åîßóùóç íá

Ý÷åé ìßá êáé ìïíáäéêÞ ëýóç.

Èåþñçìá 9.1.2 - 1 (Henrici ãéá ODE's). ¸óôù üôé ç f(t; y(t)) åßíáé

ìéá óõíå÷Þò óõíÜñôçóç óôï D, üðïõ

D = {(t; y)| a ≤ t ≤ b; y ∈ ℜ} :

Ôüôå, áí ç f éêáíïðïéåß ìßá óõíèÞêç ôïõ Lipschitz ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ y,

ôï ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò

y′ = f(t; y) ; t ∈ [a; b ] ìå

y0 = y (t0) ; üôáí (t0; y0) ∈ [a; b ] (9.1.2 - 1)

Ý÷åé áêñéâþò ìßá ëýóç ãéá êÜèå t ∈ [a; b].

ÐáñáôÞñçóç 9.1.2 - 1

Óôï åîÞò óôéò áóêÞóåéò ôïõ ìáèÞìáôïò èá åßíáé t0 = a, ïðüôå ç áñ÷éêÞ ôéìÞ

y0 èá éóïýôáé ìå y0 = y (t0) = y(a).

ÐáñÜäåéãìá 9.1.2 - 1

¸óôù ôï ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò

y′ = 1 + t sin(ty) üðïõ 0 ≤ t ≤ 2 êáé y(0) = 0:

Ôüôå èåùñþíôáò ôï t óôáèåñü áðü ôï Èåþñçìá ôçò ÌÝóçò ÔéìÞò ãéá ôç

óõíÜñôçóç f(t; y) = 1 + t sin(ty), ðñïêýðôåé üôé ãéá êÜèå y1 < y2 õðÜñ÷åé

î ∈ (y1; y2), Ýôóé þóôå

t2 cos (ît) =
@f(t; y)

@y
=

f (t; y2)− f (t; y1)

y2 − y1
:

¢ñá

|f (t; y2)− f (t; y1)| = |y2 − y1|
∣∣∣t2 cos (ît)∣∣∣ ≤ 4 |y2 − y1| ;
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äçëáäÞ ç óõíÜñôçóç f éêáíïðïéåß ìßá óõíèÞêç ôïõ Lipschitz ùò ðñïò ôç

ìåôáâëçôÞ y ìå óôáèåñÜ ôïõ Lipschitz L = 4 êáé, åðåéäÞ ðñïöáíþò ç f åßíáé

óõíå÷Þò ãéá êÜèå t ∈ [a; b] êáé y ∈ ℜ, óýìöùíá ìå ôï Èåþñçìá 9.1.2 - 1 èá

õðÜñ÷åé áêñéâþò ìßá ëýóç ãéá ôï ðáñáðÜíù ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò.

9.1.3 Óõìâïëéóìïß

¸óôù üôé ôï ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò

y′ = f(t; y) ; t ∈ [a; b ] ìå y0 = y (a) (9.1.3 - 1)

åðáëçèåýåé ôéò õðïèÝóåéò ôïõ ÈåùñÞìáôïò 9.1.2 - 1, ïðüôå õðÜñ÷åé áêñéâþò

ìéá ëýóç y = y(t) ãéá êÜèå t ∈ [a; b ]. Ôüôå, åöüóïí õðÜñ÷åé ç èåùñçôéêÞ

ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò, ç óõíÜñôçóç y(t) ðñïóäéïñßæåôáé åöáñìüæïíôáò ìéá

êáôÜëëçëç ìÝèïäï.

Óôéò ðåñéðôþóåéò üðïõ ç èåùñçôéêÞ ëýóç åßíáé Üãíùóôç, ìå ôïí üñï ðñïóÝã-

ãéóç ôçò ëýóçò åííïåßôáé ï õðïëïãéóìüò ìå êÜðïéï ðñïóåããéóôéêü ôýðï, ðïõ

ïñßæåôáé êÜèå öïñÜ áðü ôçí áíôßóôïé÷ç áñéèìçôéêÞ ìÝèïäï, ôùí ôéìþí ôçò

ëýóçò áñ÷éêÜ óôá åóùôåñéêÜ óçìåßá ôïõ [a; b ] êáé ôåëéêÜ ôçò ôéìÞò óôï óçìåßï

b, äçëáäÞ ôçò y(b).

Ãéá ôçí ðñïóåããéóôéêÞ ëýóç ôï äéÜóôçìá [a; b ] õðïäéáéñåßôáé óå N ôï

ðëÞèïò ßóá õðïäéáóôÞìáôá áðü ôá N + 1 óçìåßá2

a = t0 < t1 < : : : < tN−1 < tN = b

ðëÜôïõò ` =
b− a

N
(Ó÷. 9.1.3 - 1). Ôüôå ðñïöáíþò åßíáé ti = a+ i `.

Åöüóïí ìå y(t) óõìâïëßæåôáé ç èåùñçôéêÞ ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò

ôéìÞò (9:1:3 − 1), ç ôéìÞ ôçò óôï óçìåßï ti åßíáé ðñïöáíþò ç y (ti). Óôçí

ðñáãìáôéêüôçôá ç ÷ñÞóç ôçò áñéèìçôéêÞò ìåèüäïõ äå èá äþóåé ôç èåùñçôéêÜ

áíáìåíüìåíç ôéìÞ y (ti), áëëÜ êÜðïéá Üëëç ðñïóåããéóôéêÞ ðïõ èá óõìâïëßæåôáé

2Óôçí ðåñßðôùóç üðïõ ç ìåôáâëçôÞ t óõìâïëßæåé ôï ÷ñüíï, ôï ` èá ëÝãåôáé âÞìá

ôïõ ÷ñüíïõ (time step). Åßíáé Þäç ãíùóôÝò óôïí áíáãíþóôç áíÜëïãåò äéáìåñßóåéò ôçò

ìåôáâëçôÞò x ôïõ äéáóôÞìáôïò (space step) áðü ôçí ðñïóÝããéóç ôùí ðáñáãþãùí (ÌÜèçìá

6) êáé ôïõò óýíèåôïõò êáíüíåò ïëïêëÞñùóçò (ÌÜèçìá 8).
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æ æ æ æ æ æ

t0 t1 ti ti+1 tN-1 tN

y0 y1 yi yi+1 yN-1 yN

a { b

Ó÷Þìá 9.1.3 - 1: ç äéáìÝñéóç � ôïõ äéáóôÞìáôïò [a; b ] áðü ôá óçìåßá ti =

a + i `, üôáí ` = ti+1 − ti êáé ïé áíôßóôïé÷åò ðñïóåããéóôéêÝò ôéìÝò yi; i =

0; 1; : : : ; N , üôáí

óôï åîÞò ìå yi; i = 1; 2; : : : ; N: Ôüôå ðñïöáíþò õðÜñ÷åé Ýíá óöÜëìá õðïëïãé-

óìïý ôçò ôéìÞò y (ti) áðü ôçí yi, ðïõ éóïýôáé ìå e = |y (ti)− yi| (áðüëõôï
óöÜëìá).3

Óôç äéáäéêáóßá ôçò áñéèìçôéêÞò ëýóçò ôçò (9:1:3−1), ç ìÝèïäïò åöáñìüæå-

ôáé äéáäï÷éêÜ ãéá i = 1; 2; : : : ; N óå êÜèå Ýíá áðü ôá óçìåßá ti ôçò ðáñáðÜíù

äéáìÝñéóçò � - áêñéâÝóôåñá, üôáí ôï t óõìâïëßæåé ôï ÷ñüíï, óå êÜèå åðßðåäï

÷ñüíïõ (time level) - äßíïíôáò êÜèå öïñÜ ôçí áíôßóôïé÷ç ðñïóÝããéóç yi. Óôç

óõíÝ÷åéá ìå ãíùóôÞ ôçí ðñïóÝããéóç yi õðïëïãßæåôáé áðü ôï åðüìåíï óçìåßï

ti+1 ç ðñïóÝããéóç yi+1 (üìïéá Ó÷. 9.1.3 - 1) êáé ôåëéêÜ ç ôéìÞ yN = y (tN ) =

y(b).

ÐáñáôÞñçóç 9.1.3 - 1

ÓõíÞèùò ç áñ÷éêÞ ðñïóåããéóôéêÞ ôéìÞ y0 éóïýôáé ìå ôçí áíôßóôïé÷ç èåùñçôéêÞ

y (a). Áí áõôü äåí éó÷ýåé Þ óôéò ðåñéðôþóåéò ðïõ ç èåùñçôéêÞ ëýóç åßíáé

Üãíùóôç, ôüôå õðÜñ÷åé Ýíá áñ÷éêü óöÜëìá óôç ëýóç, ðïõ áõîÜíåé ìå ôç

äéáäéêáóßá åöáñìïãÞò ôçò áñéèìçôéêÞò ìåèüäïõ.

3Ï áíáãíþóôçò ãéá ìéá åêôåíÝóôåñç áíÜëõóç ôùí äéáöüñùí óöáëìÜôùí ðïõ ðñïêýðôïõí

óôéò ðåñéðôþóåéò áõôÝò, ðáñáðÝìðåôáé óôï ÌÜèçìá 1.
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¢óêçóç

Íá åîåôáóôåß áí éó÷ýåé ôï Èåþñçìá 9.1.2 - 1 óôá ðáñáêÜôù ðñïâëÞìáôá

áñ÷éêþí ôéìþí

i) y′ = y cos t; 0 ≤ t ≤ 1, y(0) = 1,

ii) y′ = 2yt+ t2et; 1 ≤ t ≤ 2, y(1) = 0,

iii) y′ =
4t3y

1 + t4
; 0 ≤ t ≤ 1, y(0) = 1.

9.2 ÌÝèïäïé ðïõ âáóßæïíôáé óôç óåéñÜ Taylor

9.2.1 ÌÝèïäïò ôïõ Euler

Áí êáé ç ìÝèïäïò áõôÞ äåí Ý÷åé óÞìåñá ìåãÜëåò ðñáêôéêÝò åöáñìïãÝò, åîáêïëïõ-

èåß íá ðáñïõóéÜæåé åíäéáöÝñïí óôçí áñéèìçôéêÞ ëýóç ôùí óõíÞèùí äéáöïñéêþí

åîéóþóåùí, åðåéäÞ áðïôåëåß ôç ãåííÞôñéá ìÝèïäï (predictor method) ðïëëþí

Üëëùí áêñéâÝóôåñùí ìåèüäùí.

¸óôù üôé ç óõíÜñôçóç y = y(t) åßíáé ç ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò áñ÷éêÞò

ôéìÞò (9:1:2− 1), äçëáäÞ ôïõ

y′ = f(t; y); üôáí t ∈ [a; b ] ìå y0 = y(a) (9.2.1 - 1)

êáé üôé ç y Ý÷åé ðáñáãþãïõò ôïõëÜ÷éóôïí ìÝ÷ñé êáé 2çò ôÜîçò óõíå÷åßò

óõíáñôÞóåéò óôï äéÜóôçìá [a; b ], åíþ ôï [a; b ] Ý÷åé õðïäéáéñåèåß óå N ôï

ðëÞèïò ßóá õðïäéáóôÞìáôá áðü ôá N + 1 óçìåßá (Ó÷. 9.1.3 - 1)

a = t0 < t1 < : : : < tN = b; (9.2.1 - 2)

üðïõ ` åßíáé ôï ðëÜôïò êÜèå õðïäéáóôÞìáôïò.

Åßíáé Þäç ãíùóôü üôé, áí f | [a; b ] åßíáé ìéá óõíÜñôçóç Ý÷åé ðáñáãþãïõò

ìÝ÷ñé êáé � - ôÜîç óôï [a; b], ôüôå, áí � ∈ [a; b], éó÷ýåé ï ðáñáêÜôù ôýðïò ôïõ

Taylor

f(t) ≈ f(�) +
f ′(�)

1 !
(t− �) +

f ′′(�)

2 !
(t− �)2 + : : :+

f (�)(�)

� !
(t− �)� :
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Áí óôïí ðáñáðÜíù ôýðï ôï t áíôéêáôáóôáèåß áðü ôï t+ ` ìå ` > 0 êáé ôï

î áðü ôï t, ôüôå

f(t+ `) ≈ f(t) +
`

1 !
f ′(t) +

`2

2 !
f ′′(t) + : : :+

`�

� !
f (�)(t);

ïðüôå, áí y(t) = f(t), ôåëéêÜ Ý÷ïõìå

y(t+ `) ≈ y(t) +
`

1 !
y′(t) +

`2

2 !
y′′(t)

+ : : :+
`�

� !
y(�)(t): (9.2.1 - 3)

Ðáñáëåßðïíôáò óôçí (9:2:1−3) üëïõò ôïõò üñïõò ôïõ ` âáèìïý ìåãáëýôåñïõ

ôïõ 1ïõ ðñïêýðôåé üôé

y(t+ `) ≈ y(t) + `y′(t);

äçëáäÞ

y′(t) ≈ y(t+ `)− y(t)

`
: (9.2.1 - 4)

Áíôéêáèéóôþíôáò ôçí (9:2:1− 4) óôçí (9:2:1− 1) Ý÷ïõìå

y(t+ `) ≈ y(t) + `f(t; y): (9.2.1 - 5)

Ç áñéèìçôéêÞ ëýóç ôçò (9:2:1−1), äçëáäÞ ç ðñïóÝããéóç ôçò ôéìÞò y (tN ) =

y(b), ðñïêýðôåé üôáí ç (9:2:1 − 5) åöáñìïóôåß óôçí (9:2:1 − 1) óå êÜèå

Ýíá óçìåßï ôçò äéáìÝñéóçò (9:2:1 − 2).4 Ôüôå, åðåéäÞ óýìöùíá ìå ôïõò

óõìâïëéóìïýò ôçò ÐáñáãñÜöïõ 9.1.3 åßíáé y (ti) = yi êáé y (ti+1) = yi+1,

Ý÷ïõìå ôåëéêÜ ôçí ðáñáêÜôù áñéèìçôéêÞ ìÝèïäï

yi+1 = yi + `f (ti; yi) ãéá êÜèå i = 0; 1; : : : ; N − 1: (9.2.1 - 6)

Ç ìÝèïäïò áõôÞ åßíáé ãíùóôÞ óáí ìÝèïäïò ôïõ Euler (Euler's method), åíþ

ï ôýðïò ôçò óáí ç ãåííÞôñéá ó÷Ýóç (predictor formula) ôïõ Euler, åðåéäÞ,

üðùò Þäç Ý÷åé ãñáöåß óôçí áñ÷Þ ôçò ðáñáãñÜöïõ áõôÞò, ÷ñçóéìïðïéåßôáé óôç

äçìéïõñãßá Üëëùí áñéèìçôéêþí ìåèüäùí. Ç äéáäéêáóßá ôçò ìåèüäïõ ôïõ Euler

ðåñéãñÜöåôáé óôïí Áëãüñéèìï 9.2.1 - 1.

4ÂëÝðå Ó÷. 9.1.3 - 1 ôçò ÐáñáãñÜöïõ 9.1.3.
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Áëãüñéèìïò 9.2.1 - 1 (ìåèüäïõ ôïõ Euler)∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

ÄåäïìÝíá a; b; N êáé ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç y0

¸óôù ` = (b− a)=N; t = a; y = y0

Ãéá i = 0; 1; : : : ; N − 1

y := y + `f (t; y)

t := t+ `

y := y

ôÝëïò i

æ æ æ æ æ æ

t0 t1 t2 t3 t4 t5

y0 y1 y2 y3 y4 y5

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5{

Ó÷Þìá 9.2.1 - 1: ç äéáìÝñéóç ôïõ Ðáñáäåßãìáôïò 9.2.1 - 1, üôáí ` = 0:1 êáé

ïé áíôßóôïé÷åò ôéìÝò yi; i = 0; 1; : : : ; 5, üôáí ti = i `. Ç áñ÷éêÞ ôéìÞ åßíáé

y0 = y (t0) = y(0) =
[
t+ e−t

]
t=0 = 1
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ÐáñÜäåéãìá 9.2.1 - 1

Íá ëõèåß ìå ôç ìÝèïäï ôïõ Euler ôï ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò

y′(t) = −y(t) + t+ 1 ìå t ∈ [0; 0:5]; üôáí ` = 0:1; (9.2.1 - 7)

êáé íá ãßíåé óýãêñéóç ôùí áðïôåëåóìÜôùí ìå ôç èåùñçôéêÞ ëýóç

y(t) = t+ e−t:

Óôç óõíÝ÷åéá íá ëõèåß ôï ðñüâëçìá, üôáí ` = 0:01 êáé íá óõãêñéèïýí ôá

áðïôåëÝóìáôá ôùí ðñïóåããéóôéêþí ëýóåùí ãéá ` = 0:1 êáé ` = 0:01.

Ëýóç. ÅðåéäÞ ` = 0:1, ôï äéÜóôçìá ïëïêëÞñùóçò [0; 0:5] ðñÝðåé íá õðïäéáéñåèåß

óå 0:5−0
0:1 = 5 õðïäéáóôÞìáôá. ¢ñá N = 5 (Ó÷. 9.2.1 - 1).

Óõãêñßíïíôáò ôçí (9:2:1 − 7) ìå ôï ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò y′ = f(t; y)

óôç ó÷Ýóç (9:2:1−1) ðñïêýðôåé üôé ãéá ôï óõãêåêñéìÝíï ðáñÜäåéãìá ç óõíÜñôç-

óç f(t; y) åßíáé

f(t; y) = −y + t+ 1:

¢ñá óýìöùíá ìå ôïí ôýðï (9:2:1− 6) ç ìÝèïäïò ôïõ Euler ãñÜöåôáé

yi+1 = yi + ` f (ti; yi)

= yi + 0:1(−yi + ti + 1)

= 0:9 yi + 0:1 ti + 0:1; (9.2.1 - 8)

üðïõ åßíáé t ∈ [0; 0:5], ïðüôå a = t0 = 0 êáé ti = a+ i ` = i `.

ÅðåéäÞ åßíáé ãíùóôÞ ç èåùñçôéêÞ ëýóç ôïõ ðñïâëÞìáôïò, óýìöùíá êáé ìå

ôçí ÐáñáôÞñçóç 9.1.3 - 1, åßíáé äõíáôüí íá èåùñçèåß óáí áñ÷éêÞ ôéìÞ y0 ôçò

ëýóçò ç áíôßóôïé÷ç èåùñçôéêÞ, äçëáäÞ

y0 = y(0) =
[
t+ e−t

]
t=0

= 1:
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Ðßíáêáò 9.2.1 - 1: ÐáñÜäåéãìá 9.2.1 - 1: ôá áðïôåëÝóìáôá ôçò ìåèüäïõ ôïõ

Euler, üôáí ` = 0:1

ti yi y (ti) ei = |yi − y (ti)|

0.0 1.000 000 1.000 000 0.0

0.1 1.000 000 1.004 837 0.004 837

0.2 1.010 000 1.018 731 0.008 731

0.3 1.029 000 1.040 818 0.011 818

0.4 1.056 100 1.070 320 0.014 220

0.5 1.090 490 1.106 531 0.016 041

Åöáñìüæïíôáò ôçí (9:2:1− 8) äéáäï÷éêÜ ãéá i = 0; 1; : : : ; 4 Ý÷ïõìå:

ãéá i = 0; y0+1 = y1 = 0:9 y0 + 0:1 t0 + 0:1

= 0:9 ∗ 1 + 0:1 ∗ 0 + 0:1 = 1; åíþ åßíáé

y (t1) = y(0:1) = 0:1 + e−0:1 = 1:004 837

i = 1; y1+1 = y2 = 0:9 y1 + 0:1 t1 + 0:1

= 0:9 ∗ 1 + 0:1 ∗ 0:1 + 0:1 = 1:01; åíþ åßíáé

y (t2) = y(0:2) = 0:2 + e−0:2 = 1:018 731

...
...

...

i = 4; y4+1 = y5 = : : : = 1.090 490

y (t5) = y(0:5) = 0:5 + e−0:5 = 1:106 531:

Ôá áðïôåëÝóìáôá äßíïíôáé óôïí Ðßíáêá 9.2.1 - 1 êáé ç ãñáöéêÞ ôùí ðáñÜóôáóç

óôï Ó÷. 9.2.1 - 2. ¼ðùò ðñïêýðôåé áðü ôá áðïôåëÝóìáôá, õðÜñ÷åé ìéá

áýîçóç ôïõ óöÜëìáôïò e, êáèþò ï ÷ñüíïò ðëçóéÜæåé ðñïò ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ

t = 0:5.
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1 2 3 4 5 6
i+1

1.02

1.04

1.06

1.08

1.10

y

(a) 1 2 3 4 5 6
i+1

0.005

0.010

0.015

ÈeÈ

(b)

Ó÷Þìá 9.2.1 - 2: ÐáñÜäåéãìá 9.2.1 - 1, üôáí ` = 0:1. (a) Ôá ìðëå

óçìåßá ïñßæïõí ôéò èåùñçôéêÝò ôéìÝò y (ti); i = 0; 1; : : : ; 4 êáé ôá êüêêéíá

ôéò áñéèìçôéêÝò yi. (b) Ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôùí áíôßóôïé÷ùí óöáëìÜôùí ei

Ç ðáñáðÜíù ëýóç õðïëïãßóôçêå åðßóçò ìå âÞìá ÷ñüíïõ ` = 0:01, ïðüôå ôï

äéÜóôçìá ïëïêëÞñùóçò [0; 0:5] õðïäéáéñåßôáé óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ óå 0:5−0
0:01 =

50 õðïäéáóôÞìáôá. ¢ñá N = 50, åíþ åßíáé äõíáôüí íá ãßíåé õðïäéáßñåóç

áíÜëïãç ôïõ Ó÷. 9.2.1 - 1 èÝôïíôáò óôç óõíôåôáãìÝíç 0:5 ôá t50 êáé y50

áíôß ôùí t5 êáé y5. Ôá áðïôåëÝóìáôá äßíïíôáé óôïí Ðßíáêá 9.2.1 - 2 êáé

ç ãñáöéêÞ ôùí ðáñÜóôáóç óôï Ó÷. 9.2.1 - 3. ¢ìåóá ôüôå ðñïêýðôåé üôé

åíþ ôá áðïôåëÝóìáôá óå óýãêñéóç ìå ôá áíôßóôïé÷á ôïõ Ðßíáêá 9.2.1 - 1

åßíáé áêñéâÝóôåñá, üìùò êáé óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ åîáêïëïõèåß íá õðÜñ÷åé

ìéá áýîçóç ôïõ óöÜëìáôïò ìå ôçí ðÜñïäï ôïõ ÷ñüíïõ. Ç óýãêñéóç ôùí

óöáëìÜôùí ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôçí åöáñìïãÞ ôçò ìåèüäïõ, üôáí ` = 0:01

êáé ` = 0:01, äßíåôáé óôï Ó÷. 9.2.1 - 4.

10 20 30 40 50
i+1

1.02

1.04

1.06

1.08

1.10

y

(a) 10 20 30 40 50
i+1

0.0005

0.0010

0.0015

ÈeÈ

(b)

Ó÷Þìá 9.2.1 - 3: ÐáñÜäåéãìá 9.2.1 - 1, üôáí ` = 0:01. (a) Ôá ìðëå óçìåßá

ïñßæïõí ôéò èåùñçôéêÝò ôéìÝò y (ti); i = 0; 1; : : : ; 50 êáé ôá êüêêéíá ôéò

áñéèìçôéêÝò yi. (b) Ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôùí áíôßóôïé÷ùí óöáëìÜôùí ei
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Ðßíáêáò 9.2.1 - 2: ÐáñÜäåéãìá 9.2.1 - 1: ôá áðïôåëÝóìáôá ôçò ìåèüäïõ ôïõ

Euler, üôáí ` = 0:01

ti yi y (ti) ei = |yi − y (ti)|

0.00 1.000 000 1.000 000 0.0

0.01 1.000 050 1.000 000 0.000 050

0.02 1.000 199 1.000 100 0.000 010

0.03 1.000 446 1.000 299 0.000 147
...

...
...

...

0.5 1.195 006 1.106 531 0.001 525

10 20 30 40 50
i+1

0.005

0.010

0.015

ÈeÈ

Ó÷Þìá 9.2.1 - 4: ÐáñÜäåéãìá 9.2.1 - 1. Ç êáöÝ êáìðýëç äåß÷íåé ôá óöÜëìáôá

|ei|, üôáí ` = 0:1 êáé ç ðïñôïêáëß, üôáí ` = 0:01
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¢óêçóç

Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ Euler íá õðïëïãéóôåß ç ëýóç ôùí ðáñáêÜôù ðñïâëçìÜôùí

áñ÷éêÞò ôéìÞò

i) y′ = sin t+ e−t ; 0 ≤ t ≤ 0:5, y0 = y(0) = 0, üôáí ` = 0:1 êáé

y(t) = 2− e−t − cos t.

ii) y′ = −ty + y2 ; 1 ≤ t ≤ 1:5, üôáí ` = 0:1; 0:05,

y(t) =
1

4− 3et
êáé y0 = y(1) .

Íá ãßíåé ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò ëýóçò êáé ôùí áíôßóôïé÷ùí óöáëìÜôùí.

9.2.2 ÌÝèïäïò ôïõ Taylor ôÜîçò n

¸÷ïíôáò õð' üøéí ôç ìÝèïäï ôïõ Euler ðïõ ðñïÝêõøå áðü ôïí ôýðï (9:2:1−3)

ôïõ Taylor ãéá n = 1, åßíáé ðñïöáíÝò üôé ìßá ìåãáëýôåñçò áêñßâåéáò ìÝèïäïò

åßíáé äõíáôü íá ðñïêýøåé áõîÜíïíôáò ôï n.

¼ìïéá, Ýóôù ôï ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò

y′ = f(t; y); üôáí t ∈ [a; b ] ìå y0 = y(a) (9.2.2 - 1)

üðïõ ç y Ý÷åé ðáñáãþãïõò óôï [a; b ] ìÝ÷ñé êáé n ôÜîç óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò

êáé üôé ôï [a; b ] Ý÷åé õðïäéáéñåèåß óå N ôï ðëÞèïò ßóá õðïäéáóôÞìáôá áðü ôá

N + 1 óçìåßá5

a = t0 < t1 < : : : < tN = b (9.2.2 - 2)

ðëÜôïõò `. Ôüôå áðü ôïí ôýðï (9:2:1− 3) ôïõ Taylor ðñïêýðôåé üôé

y (t+ `) ≈ y (t) + `y′ (t) +
`2

2 !
y′′ (t)

+ : : :+
`n

n !
y(n) (t) : (9.2.2 - 3)

5ÂëÝðå üìïéá Ó÷. 9.1.3 - 1 ôçò ÐáñáãñÜöïõ 9.1.3.



ÌÝèïäïé ðïõ âáóßæïíôáé óôç óåéñÜ Taylor 15

Áëãüñéèìïò 9.2.2 - 1 (ìåèüäïõ ôïõ Taylor ôÜîçò n)∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

ÄåäïìÝíá a; b; N êáé ç áñ÷éêÞ óõíèÞêç y0

¸óôù ` = (b− a)=N; t = t0; y = y0

Õðïëüãéóå T = T (`; t; y)

Ãéá i = 0; 1; : : : ; N − 1

y := y + ` T

t := t+ `

y := y

ôÝëïò i

ÅðåéäÞ ç óõíÜñôçóç y(t) åðáëçèåýåé ôï ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò (9:2:2 − 1),

Ý÷ïõìå

y′(t) = f(t; y(t))

y′′(t) = f ′(t; y(t))

...
... (9.2.2 - 4)

y(n)(t) = f (n−1)(t; y(t));

ïðüôå áíôéêáèéóôþíôáò óôçí (9:2:2 − 1) ðñïêýðôåé ç ðáñáêÜôù áñéèìçôéêÞ

ìÝèïäïò

yi+1 = yi + `fi +
`2

2 !
f ′
i + : : :+

`n

n !
f
(n−1)
i

(9.2.2 - 5)

ãéá êÜèå i = 0; 1; : : : ; N − 1 ìå f
(n)
i

= f (n) (ti; yi), ðïõ åßíáé ãíùóôÞ óáí ç

ìÝèïäïò ôïõ Taylor ôÜîçò n. Ç äéáäéêáóßá ôçò ìåèüäïõ ðåñéãñÜöåôáé óôïí

Áëãüñéèìï 9.2.2 - 1, ðïõ ãéá åõêïëßá Ý÷åé ÷ñçóéìïðïéçèåß ï ôåëåóôÞò T , ìå

ôéìÞ Ti óôçí i - åðáíÜëçøç

Ti = fi +
`

2 !
f ′
i +

`2

3 !
f ′′
i + : : :+

`n−1

n !
f
(n−1)
i

; i = 0; 1; : : : ; N − 1:
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Ôï âáóéêü ìåéïíÝêôçìá ôçò ìåèüäïõ ôïõ Taylor åßíáé üôé ãéá íá åßíáé ç

ìÝèïäïò áêñéâÞò, áðáéôåßôáé ç ôÜîç ôçò íá åßíáé áñêåôÜ ìåãÜëç, ðïõ óçìáßíåé

ôïí õðïëïãéóìü ôùí ðáñáãþãùí áíþôåñçò ôÜîçò ôçò f(t; y), êáèþò åðßóçò

êáé ôéò áíôßóôïé÷åò áñ÷éêÝò ôéìÝò ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óå áõôÝò, êÜôé ðïõ äåí

åßíáé ðÜíôïôå åýêïëï, åðåéäÞ ï ôýðïò ôçò f ôéò ðåñéóóüôåñåò öïñÝò åßíáé

ðïëýðëïêïò.

ÐáñÜäåéãìá 9.2.2 - 1

Ìå ôç ìÝèïäï ôïõ Taylor ôÜîçò 2 íá ëõèåß ôï ðñüâëçìá áñ÷éêÞò ôéìÞò (ÐáñÜäåé-

ãìá 9.2.1 - 1)

y′(t) = −y(t) + t+ 1 ìå t ∈ [0; 0:5]; üôáí ` = 0:1 (9.2.2 - 6)

êáé íá ãßíåé óýãêñéóç ôùí áðïôåëåóìÜôùí ìå ôç èåùñçôéêÞ ëýóç êáé ôçí

áíôßóôïé÷ç ëýóç ôçò ìåèüäïõ ôïõ Euler. Ç èåùñçôéêÞ ëýóç åßíáé

y(t) = t+ e−t:

Ëýóç. ¼ìïéá, åðåéäÞ ` = 0:1, ôï äéÜóôçìá ïëïêëÞñùóçò [0; 0:5] õðïäéáéñåßôáé

5 (N = 5) õðïäéáóôÞìáôá (Ó÷. 9.2.1 - 1).

Óýìöùíá ìå ôçí (9:2:2 − 5) ç ìÝèïäïò ôïõ Taylor óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ

üðïõ n = 2 ãñÜöåôáé

yi+1 = yi + ` f (ti; yi) +
`2

2 !
f ′ (ti; yi) ; i = 0; : : : ; 4; (9.2.2 - 7)

üôáí ç f(t; y) ðñïêýðôåé áðü ôçí (9:2:2− 6) êáé éóïýôáé ìå

f(t; y) = −y + t+ 1; (9.2.2 - 8)

åíþ ç f ′(t; y) õðïëïãßæåôáé áðü ôç ó÷Ýóç f(t; y) = y′ ìå ôç äéáäéêáóßá (9:2:2−
4) ùò åîÞò:

f ′(t; y) = y′′ =
(
y′
)′ (9:2:2−6)︷︸︸︷

= (−y + t+ 1)′

= −y′ + 1

(9:2:2−6)︷︸︸︷
= − (−y + t+ 1) + 1

= y − t: (9.2.2 - 9)
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Åßíáé t ∈ [0; 0:5], ïðüôå a = t0 = 0 êáé t = a + i ` = i `. ¢ñá

áíôéêáèéóôþíôáò ìå ôéò (9:2:2− 8) êáé (9:2:2− 9) óôçí (9:2:2− 7) Ý÷ïõìå

yi+1 = yi + ` f (ti; yi) +
`2

2 !
f ′ (ti; yi)

= yi + 0:1 (−yi + ti + 1) +
0:12

2
(yi − ti)

= 0:905 yi + 0:095 ti + 0:1: (9.2.2 - 10)

Åöáñìüæïíôáò ôçí (9:2:2− 10) äéáäï÷éêÜ ãéá i = 0; 1; : : : ; 4 ðñïêýðôåé

ãéá i = 0; y0+1 = y1 = 0:905 y0 + 0:095 t0 + 0:1

= 0:905 ∗ 1 + 0:095 ∗ 0 + 0:1 = 1:005; åíþ åßíáé

y (t1) = y(0:1) = 0:1 + e−0:1 = 1:004 837

i = 1; y1+1 = y2 = 0:905 y1 + 0:095 t1 + 0:1

= 0:905 ∗ 1:005 + 0:095 ∗ 0:1 + 0:1

= 1:019 025

...
...

...

i = 4; y4+1 = y5 = : : : = 1.107 076:

Ôá áðïôåëÝóìáôá äßíïíôáé óôïí Ðßíáêá 9.2.2 - 1 êáé ç ãñáöéêÞ ôùí ðáñÜóôáóç

óôï Ó÷. 9.2.2 - 1. ¼ðùò ðñïêýðôåé áðü ôá áðïôåëÝóìáôá, õðÜñ÷åé ìßá ìéêñÞ

áýîçóç ôïõ óöÜëìáôïò e, êáèþò ï ÷ñüíïò ðëçóéÜæåé ðñïò ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ

t = 0:5.

Óôï Ó÷. 9.2.2 - 2 ãßíåôáé ç óýãêñéóç ôçò ìåèüäïõ ìå ôçí áíôßóôïé÷ç ôïõ

Euler, üôáí ` = 0:1. Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ç ìÝèïäïò ôïõ Taylor ðïõ åîåôÜóôçêå,

Ý÷åé äþóåé ìåãáëýôåñç áêñßâåéá óå óýãêñéóç ìå ôïõ Euler.
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Ðßíáêáò 9.2.2 - 1: ÐáñÜäåéãìá 9.2.2 - 1: ôá áðïôåëÝóìáôá ôçò ìåèüäïõ ôïõ

Taylor, üôáí ` = 0:1

ti yi y (ti) ei = |yi − y (ti)|

0.0 1.000 000 1.000 000 0.0

0.1 1.005 000 1.004 837 0.000 163

0.2 1.019 025 1.018 731 0.000 294

0.3 1.041 218 1.040 818 0.000 399

0.4 1.070 802 1.070 320 0.000 482

0.5 1.107 076 1.106 531 0.000 545

æ

æ

æ

æ

æ

æ

1 2 3 4 5 6
i+1

1.02

1.04

1.06

1.08

1.10

y

(a) 2 3 4 5 6
i+1

0.0001

0.0002

0.0003

0.0004

0.0005

ÈeÈ

(b)

Ó÷Þìá 9.2.2 - 1: ÐáñÜäåéãìá 9.2.1 - 1, üôáí ` = 0:1. (a) Ôá ìðëå

óçìåßá ïñßæïõí ôéò èåùñçôéêÝò ôéìÝò y (ti); i = 0; 1; : : : ; 4 êáé ôá êüêêéíá

ôéò áñéèìçôéêÝò yi. (b) Ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôùí áíôßóôïé÷ùí óöáëìÜôùí ei
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2 3 4 5 6
i+1

0.005

0.010

0.015

ÈeÈ

Ó÷Þìá 9.2.2 - 2: ÐáñÜäåéãìá 9.2.1 - 1, üôáí ` = 0:1. Ç êáöÝ êáìðýëç äåß÷íåé

ôá óöÜëìáôá |ei| ìå ôç ìÝèïäï ôïõ Euler êáé ç ðïñôïêáëß ìå ôïõ Taylor



20 ÐñïóåããéóôéêÞ ëýóç ODE's

¢óêçóç

Íá ëõèåß ç Üóêçóç (i) ôçò ÐáñáãñÜöïõ 9.2.1 ìå ôç ìÝèïäï ôïõ Taylor ôÜîçò

n = 2, áíôßóôïé÷á n = 3 êáé íá ãßíåé óýãêñéóç ìå ôá áíôßóôïé÷á áðïôåëÝóìáôá

ôçò ìåèüäïõ ôïõ Euler.

6

6Áðáãïñåýåôáé ç áíáäçìïóßåõóç Þ áíáðáñáãùãÞ ôïõ ðáñüíôïò óôï óýíïëü ôïõ Þ

ôìçìÜôùí ôïõ ÷ùñßò ôç ãñáðôÞ Üäåéá ôïõ Êáè. Á. ÌðñÜôóïõ.

E-mail: bratsos@teiath.gr URL: http://users.teiath.gr/bratsos/
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