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2 Δυναμική του υλικού σημείου

2.1 Αντικείμενο της Δυναμικής και κλασσική Μηχανική

Στην Κινηματική μελετήσαμε τα χαρακτηριστικά της κίνησης. Στη Δυναμική αντικείμενο είναι η διερεύνηση των αιτίων της κίνησης. Τα αίτια αυτά είναι οι δυνάμεις.

Για περίπου δύο χιλιάδες χρόνια επικρατούσε η άποψη του Αριστοτέλη (384-323 π.Χ. φιλόσοφος από τα Στάγιρα, θεμελιωτής της Λογικής) ότι για να διατηρήσουμε μιαν ‘άπαξ αρξαμένη’ κίνηση, πρέπει να ασκούμε συνεχώς μια δύναμη. Αν και η αντίληψη αυτή είχε επικριθεί ήδη από τότε, δεν παραμερίστηκε παρά μόλις το δέκατο έβδομο αιώνα από το Γαλιλαίο (Γαλιλαίος εξελληνισμένο όνομα του Ιταλού φυσικού και αστρονόμου θεμελιωτή της πειραματικής μεθόδου Galileo Galilei 1564-1642). Τότε το ερώτημα ‘ποιο είναι το αίτιο, που συντηρεί την κίνηση’ αντιστράφηκε και αντικαταστάθηκε με το ‘ποιο είναι το αίτιο, που μεταβάλλει την κίνηση’. Η μεγαλύτερη συνεισφορά στη μετάβαση από την Κινηματική στη Δυναμική οφείλεται στον Isaac Newton (1642-1727, Άγγλος φυσικός, μαθηματικός και αστρονόμος), ο οποίος διατύπωσε το 1687 του νόμους της κίνησης και θεμελίωσε αξιωματικά τη Μηχανική.

Οι νόμοι της Μηχανικής, όπως διατυπώθηκαν από το Newton επέτυχαν να εξηγήσουν τα φυσικά φαινόμενα-ιδίως εκείνα, που σχετίζονται με την κίνηση των ουρανίων σωμάτων-ώστε να θεωρηθούν πανίσχυροι και παγκόσμιοι. Η ραγδαία εξέλιξη της Φυσικής κατά το δέκατο ένατο αιώνα αποκάλυψε όμως φαινόμενα σχετιζόμενα με ταχύτητες κίνησης κοντά στην ταχύτητα του φωτός, τα οποία δε μπορούσε να εξηγήσει η Μηχανική του Newton. Ακολούθησε το 1905 η ειδική θεωρία της Σχετικότητας του Albert Einstein (1879-1955, Γερμανός φυσικός και μαθηματικός, βραβείο Nobel Φυσικής 1921), η οποία αναθεωρεί τις αντιλήψεις της Μηχανικής του Newton για το χώρο και το χρόνο και ορίζει το πλαίσιο της σύγχρονης Μηχανικής. Η θεωρία της Σχετικότητας δεν ακυρώνει εν τούτοις την κλασσική Μηχανική του Newton, γιατί οι εξισώσεις της για σχετικά μικρές ταχύτητες κίνησης τείνουν σε αυτές της κλασσικής Μηχανικής. Η κλασσική Μηχανική είναι επομένως εφαρμόσιμη στην περιοχή σχετικά μικρών ταχυτήτων σε σύγκριση με εκείνη του φωτός.

Εδώ θα περιοριστούμε στα πλαίσια ισχύος της κλασσικής Μηχανικής. Αναφορά στους νόμους της σχετικιστικής Μηχανικής θα ακολουθήσει στο τέλος του κεφαλαίου.

2.2 Οι δυνάμεις στη Φυσική 

Οι δυνάμεις διακρίνονται σε θεμελιώδεις και παράγωγες. Θεμελιώδεις χαρακτηρίζονται οι δυνάμεις αλληλεπίδρασης, που δε μπορούν να αναχθούν σε απλούστερες μορφές δυνάμεων. Αυτές είναι οι εξής τέσσερις:

-Βαρυτικές 
-Ηλεκτρομαγνητικές 
-Ισχυρές πυρηνικές 
-Ασθενείς πυρηνικές

Στα πλαίσια της κλασσικής Φυσικής περιοριζόμαστε στη μελέτη των βαρυτικών και των ηλεκτρομαγνητικών δυνάμεων.

Παράγωγες είναι οι δυνάμεις, που μπορούν να αναχθούν στις θεμελιώδεις. Τέτοιες δυνάμεις είναι οι δυνάμεις συνοχής, δηλαδή οι δυνάμεις που συγκρατούν ομοειδή μόρια της ύλης σε γειτονικές θέσεις και σχηματίζουν τα στερεά σώματα, οι δυνάμεις συνάφειας, δηλαδή οι δυνάμεις που συγκρατούν ετεροειδή μόρια, η τριβή, οι αντιστάσεις στην κίνηση σωμάτων μέσα στα ρευστά, που παράγονται από το ιξώδες, οι ελαστικές δυνάμεις, που αναπτύσσονται κατά την παραμόρφωση των σωμάτων κλπ. 

2.3 Ύλη, μάζα και μηχανικό σύστημα 

2.3.1 Ύλη και μάζα

Η κίνηση αναφέρεται σε υλικά σώματα. Η έννοια της ύλης είναι θεμελιώδης και παρέχεται από την καθημερινή εμπειρία. Μέτρο της ποσότητας ύλης είναι η μάζα. Η μάζα είναι μονόμετρο μέγεθος. Συμβολίζεται συνήθως με το πεζό λατινικό m και στο SI έχει ως μονάδα μέτρησης το kilogram (kg). Το πρότυπο της μονάδας kg είναι ένας κύλινδρος από ειδικό κράμα Πλατίνα(90%)-Ίνδιο(10%) με διάμετρο και ύψος ίσα προς 39,17mm, που φυλάσσεται στο Διεθνές Γραφείο Μέτρων και Σταθμών στην πόλη Sevres της Γαλλίας. Στα πλαίσια της κλασσικής Μηχανικής η μάζα είναι ανεξάρτητη από την ταχύτητα. Το πηλίκο της μάζας m προς τον όγκο της V είναι η πυκνότητα:





πυκνότητα			 	σε , 		

το αντίστροφο της πυκνότητας είναι ο ειδικός όγκος:





ειδικός όγκος				σε , 		

2.3.2 Μηχανικό σύστημα


Ένα σύνολο σωμάτων συνιστά ένα μηχανικό σύστημα. Τα θραύσματα μιας βόμβας, το ηλιακό σύστημα και τα μόρια μιας ποσότητας αερίου είναι παραδείγματα μηχανικών συστημάτων. Η μάζα m ενός μηχανικού συστήματος είναι ίση προς το άθροισμα των μαζών  των σωμάτων που το συνιστούν:



μάζα μηχανικού συστήματος					

Ένα μηχανικό σύστημα, που δεν αλληλεπιδρά-με οποιονδήποτε τρόπο-με το περιβάλλον του, χαρακτηρίζεται ως κλειστό, ή απομονωμένο. Με αυστηρά κριτήρια το απόλυτα απομονωμένο σύστημα είναι ανύπαρκτο, γιατί πάντοτε υπάρχει κάποιο είδος αλληλεπίδρασης με το περιβάλλον. Η έννοια του απομονωμένου συστήματος είναι επομένως προσεγγιστική. Η μάζα του απομονωμένου συστήματος είναι σταθερή.

2.3.3 Κέντρο μάζας








Στο σχήμα  σελίδα 43 εικονίζεται ένα μηχανικό σύστημα συνιστάμενο από n διακριτά σώματα με μάζες , …. Τα διανύσματα θέσης των σωμάτων είναι τα , … αντίστοιχα. Ορίζουμε:


[image: center of mass]

κέντρο μάζας διακριτών σωμάτων



	   

Το κέντρο μάζας είναι δηλαδή ο σταθμισμένος μέσος όρος των θέσεων.


Αν η κατανομή της μάζας είναι συνεχής, τότε πρέπει να αντικαταστήσουμε τα αθροίσματα της εξίσωσης  με ολοκληρώματα. Λαμβάνουμε τότε:



κέντρο μάζας στη συνεχή κατανομή				







Ε1 Τρεις μάζες , ,  βρίσκονται σε ευθεία. Οι αποστάσεις των μαζών (2) και (3) από τη μάζα (1) είναι  και  αντίστοιχα. Να βρείτε το κέντρο μάζας του συστήματος.

Λαμβάνουμε ως αρχή του συστήματος αναφοράς τη θέση της μάζας (1). Επειδή οι μάζες βρίσκονται στην ίδια ευθεία, παραλείπουμε τους διανυσματικούς συμβολισμούς, αφού το κέντρο μάζας βρίσκεται στην ίδια ευθεία. Οι θέσεις των τριών μαζών είναι:








Η απόσταση του κέντρου μάζας από τη μάζα (1) είναι:



		

Αυτή είναι η απόσταση του κέντρου μάζας από τη μάζα (1). Μπορούμε να ελέγξουμε το αποτέλεσμα λαμβάνοντας ως αρχή του συστήματος αναφοράς το σημείο (2). Η απόσταση r’ του κέντρου μάζας από τη μάζα (2) πρέπει να προκύψει: r’=1,333m-1m=0,333m. Οι θέσεις των τριών μαζών από τη μάζα (2) είναι:
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Επομένως:



		

Αυτό είναι και το αναμενόμενο αποτέλεσμα.





Ε2 Τέσσερις σημειακές μάζες , , ,  είναι τοποθετημένες στις κορυφές τετραγώνου πλευράς a. Να βρείτε τις συντεταγμένες του κέντρου μάζας.
[image: E2]


Λαμβάνουμε τη μάζα (1) ως αρχή του συστήματος ορθογωνίων αξόνων και εκφράζουμε τα διανύσματα θέσης των τεσσάρων μαζών μέσω των μοναδιαίων διανυσμάτων , :










Και λαμβάνουμε:







Οι συντεταγμένες του κέντρου μάζας είναι επομένως οι (0,5a, 0,7a)


Ε3 Η γραμμική πυκνότητα ράβδου μήκους a αυξάνεται σύμφωνα με την εξίσωση . Να βρείτε την απόσταση του κέντρου μάζας από το άκρο της ράβδου.


Εδώ η κατανομή της μάζας είναι συνεχής, επομένως θα χρησιμοποιήσουμε την εξίσωση  σελίδα 41. Έχουμε:




Και




Επομένως:



		


2.4 Ορμή


Ένα σώμα μάζας m έχει ταχύτητα . Ορίζουμε ως ορμή του σώματος το γινόμενο:



ορμή									


Η ορμή είναι επομένως διανυσματικό μέγεθος με διεύθυνση και φορά αυτές της ταχύτητας. Μονάδα μέτρησης της ταχύτητας είναι .



Η ορμή  ενός μηχανικού συστήματος είναι το άθροισμα των ορμών  των σωμάτων, που το συνιστούν.



ορμή μηχανικού συστήματος					






Ε4 Δύο σώματα με μάζες  και  κινούνται κάθετα το ένα στο άλλο με ταχύτητες  και  αντίστοιχα. Να υπολογίσετε την ορμή του συστήματος των δύο σωμάτων.







Οι διευθύνσεις κίνησης είναι κάθετες μεταξύ τους, επομένως το μέτρο της συνισταμένης είναι:



			


Η διεύθυνση ως προς την ταχύτητα  είναι:



		






Ε5 Μηχανικό σύστημα αποτελείται από τρεις μάζες , , . Οι δύο πρώτες κινούνται σε κάθετες μεταξύ τους διευθύνσεις με ταχύτητες  και  αντίστοιχα. Να υπολογίσετε την ταχύτητα της τρίτης μάζας, αν η ορμή του συστήματος είναι μηδέν.

Από το διανυσματικό διάγραμμα των ορμών βρίσκουμε την ορμή της τρίτης μάζας:
[image: E5]

 



Η διεύθυνση της ταχύτητας είναι αυτή της ορμής:



		


2.5 Οι νόμοι της κίνησης

2.5.1 Διατύπωση των νόμων της κίνησης

Οι νόμοι της κίνησης σχετίζουν τα αίτια, που είναι οι δυνάμεις, με το αποτέλεσμα, που είναι η μεταβολή της κινητικής κατάστασης των σωμάτων. Αν σε ένα σώμα δεν ασκούνται δυνάμεις, τότε το σώμα διατηρεί την κινητική του κατάσταση, δηλαδή ηρεμεί, ή κινείται ομαλά σε ευθεία γραμμή. Αυτός είναι ο πρώτος νόμος της κίνησης, ή νόμος της αδράνειας. 



Όταν ασκηθεί στο σώμα μια δύναμη , τότε η κινητική κατάσταση του σώματος μεταβάλλεται. Ο ρυθμός μεταβολής της ορμής  του σώματος είναι ίσος προς την ασκούμενη δύναμη, δηλαδή προς το αίτιο. Αυτός είναι ο δεύτερος νόμος, ή θεμελιώδης νόμος της κίνησης. 



δεύτερος νόμος της κίνησης					



Η δύναμη είναι διανυσματικό μέγεθος. Η διεύθυνση και η φορά της μεταβολής της ορμής είναι αυτές της δύναμης. Στο SI η δύναμη δεν είναι θεμελιώδες μέγεθος. Μονάδα δύναμης είναι το Newton (Ν). Από την εξίσωση  λαμβάνουμε: . 




Επειδή  	, λαμβάνουμε:



σχέση δύναμης-επιτάχυνσης 	      		          

Η επιτάχυνση είναι επομένως ανάλογη της ασκούμενης δύναμης. Η διεύθυνση και η φορά της επιτάχυνσης είναι αυτές της δύναμης. Η μάζα m εισέρχεται ως σταθερά αναλογίας μεταξύ της δύναμης και της επιτάχυνσης. Μεταξύ δύο μαζών, στις οποίες ασκούνται ίσες δυνάμεις, η κινητική κατάσταση της μεγαλύτερης θα μεταβληθεί λιγότερο από εκείνη της μικρότερης. Η μάζα δίνει επομένως το μέτρο της αδράνειας και γι’ αυτό χαρακτηρίζεται ως αδρανειακή μάζα.

Αν στο σώμα ασκούνται επάλληλες δυνάμεις, τότε το αποτέλεσμα κάθε μιας από αυτές, δηλαδή κάθε επί μέρους επιτάχυνση, είναι ανεξάρτητο από τη δράση των υπολοίπων. Η πρόταση αυτή εκφράζει το νόμο της επαλληλίας των δυνάμεων, συνέπεια του οποίου είναι η ανεξαρτησία των κινήσεων.




Από την εξίσωση  λαμβάνουμε:			





Η ποσότητα  είναι η στοιχειώδης μεταβολή της ορμής σε χρονικό διάστημα dt. Η μεταβολή της ορμής  στο χρονικό διάστημα  προκύπτει από ολοκλήρωση της  και είναι:




μεταβολή της ορμής	           σε 	


Το ολοκλήρωμα στο δεξιό της εξίσωσης  ονομάζεται ώθηση δύναμης. Η μεταβολή της ορμής είναι επομένως ίση με την ώθηση δύναμης.



Ο τρίτος νόμος της κίνησης είναι γνωστός και ως νόμος της δράσης και της αντίδρασης: αν το σώμα (1) ασκεί στο σώμα (2) δύναμη , τότε και το σώμα (2) ασκεί στο σώμα (1) ίση και αντίθετη δύναμη . 



[image: action-reaction1] 	 [image: action-reaction2] 	 	[image: action-reaction3]






Στο σχήμα  σελίδα 47 εικονίζονται οι απωστικές δυνάμεις, που ασκούνται μεταξύ δύο θετικά φορτισμένων σωμάτων. Στο σχήμα  σελίδα 47 εικονίζονται οι ελκτικές δυνάμεις, που ασκούνται μεταξύ δύο ετερώνυμα φορτισμένων σωμάτων. Στο σχήμα  σελίδα 47 εικονίζεται ένα σώμα, που ηρεμεί σε οριζόντιο έδρανο. Το σώμα ασκεί στο έδρανο το βάρος του με το οποίο έλκεται το ίδιο από τη Γη. Το έδρανο ασκεί στο σώμα μια ίση και αντίθετη δύναμη . Έτσι η συνισταμένη δύναμη στο σώμα είναι μηδέν και το σώμα ηρεμεί.

2.5.2 Εφαρμογή των νόμων της κίνησης

2.5.2.1 Γενικοί κανόνες

Αντικείμενο της Μηχανικής είναι η μελέτη της κίνησης των σωμάτων στο χώρο και το χρόνο συναρτήσει των ασκούμενων δυνάμεων. Πρέπει να γνωρίζουμε επομένως ποιες δυνάμεις ασκούνται σε ένα σώμα. Οι δυνάμεις αυτές μπορεί να είναι κάποιες από τις θεμελιώδεις-στα πλαίσια της κλασσικής Φυσικής βαρυτικές, ή ηλεκτρομαγνητικές-και να ασκούνται εξ αποστάσεως, ή να προέρχονται από εξ επαφής αλληλεπίδραση με άλλα σώματα, π.χ. ελαστικές δυνάμεις από παραμόρφωση, τριβές, ή αντιστάσεις κάθε είδους κλπ. Θα δώσουμε μερικά απλά παραδείγματα.

2.5.2.2 Κίνηση σώματος σε λείο επικλινές επίπεδο


Στο σχήμα  εικονίζεται ένα σώμα σε λείο επικλινές επίπεδο. Με τον όρο λείο εννοούμε ότι το σώμα μπορεί να ολισθαίνει στο επίπεδο χωρίς τριβές. Θα μελετήσουμε την κίνηση του σώματος. Βρίσκουμε λοιπόν ποιες δυνάμεις ασκούνται στο σώμα και μόνο σε αυτό. 




[image: application0-1]     [image: application0-2]     [image: application0-3]

Το σώμα δέχεται κατ’ αρχή τη βαρυτική έλξη της Γης. Αυτή είναι:



βάρος									

Όπου g είναι η επιτάχυνση της βαρύτητας. Η τιμή της ποικίλει ανάλογα με τον τόπο και την απόσταση από το κέντρο της Γης. Αυτό θα το μελετήσουμε σε επόμενο κεφάλαιο. Προς το παρόν θα λάβουμε την τιμή του g σταθερή. 





Το σώμα δέχεται μιαν επί πλέον δύναμη Α από το επίπεδο ολίσθησης, με το οποίο εφάπτεται. Δεν είναι γνωστή και θα την βρούμε με τους επόμενους συλλογισμούς. Θεωρήσαμε ότι δεν υπάρχουν τριβές. Οι τριβές είναι δυνάμεις, που ασκούνται από το ένα σώμα στο άλλο παράλληλα στην επιφάνεια επαφής. Επομένως εδώ, που δεν υπάρχουν τέτοιες δυνάμεις, η δύναμη Α είναι κάθετη στην επιφάνεια ολίσθησης. Μεταφερόμαστε τώρα στο σχήμα . Εδώ εικονίζεται το σώμα ως υλικό σημείο απελευθερωμένο από άλλα σώματα. Αναλύουμε το βάρος του σε δύο συνιστώσες. Η  είναι κάθετη στο επίπεδο ολίσθησης. Η  είναι παράλληλη στο επίπεδο ολίσθησης. Αυτό δεν έρχεται σε αντίθεση με την προηγούμενη πρόταση ότι δεν υπάρχουν δυνάμεις παράλληλες στην επιφάνεια ολίσθησης, γιατί στην πρόταση αυτή αναφερθήκαμε σε δυνάμεις αλληλεπίδρασης μεταξύ εφαπτομένων σωμάτων, ενώ εδώ αναφερόμαστε στο βάρος. Η  είναι η δύναμη, που ασκεί το σώμα στο επίπεδο ολίσθησης. Η Α είναι η αντίδραση στη δύναμη αυτή και ασκείται από το επίπεδο στο σώμα. Σύμφωνα με το νόμο δράσης-αντίδρασης αυτές οι δύο δυνάμεις είναι ίσες και αντίθετες και εξουδετερώνει η μία την άλλη. Η συνισταμένη των ασκουμένων δυνάμεων είναι επομένως η:


 

Βρίσκουμε τώρα την επιτάχυνση από το θεμελιώδη νόμο της κίνησης:





Επειδή η επιτάχυνση έχει τη διεύθυνση και τη φορά της συνισταμένης δύναμης, συμπεραίνουμε ότι η επιτάχυνση έχει διεύθυνση παράλληλη στο επίπεδο και φορά προς τα κάτω. Αυτό εικονίζεται στο σχήμα  σελίδα 48. Το σώμα εκτελεί επομένως ομαλά επιταχυνόμενη κίνηση κατά μήκος του επιπέδου.

2.5.2.3 Τριβή ολίσθησης. Κίνηση σώματος σε επικλινές επίπεδο με τριβές



Όταν ένα σώμα ολισθαίνει επάνω σε ένα άλλο όπως στο σχήμα , τότε από κάθε σώμα ασκείται στο άλλο μια δύναμη T αντίθετη στην κίνηση, η οποία λέγεται τριβή ολίσθησης. Το μέτρο της τριβής ολίσθησης δεν εξαρτάται από την ταχύτητα ολίσθησης v, παρά μόνον από τη δύναμη , που ασκείται κάθετα από το ένα σώμα στο άλλο



τριβή ολίσθησης		 					

όπου η είναι ο συντελεστής τριβής ολίσθησης, η τιμή του οποίου εξαρτάται από το είδος των επιφανειών, δηλαδή την τραχύτητα και το υλικό κατασκευής τους.. 


[image: Friction 1]



Θα εξετάσουμε τώρα την κίνηση που θα κάνει το κιβώτιο στο επικλινές επίπεδο του σχήματος  σελίδα 50. Βρίσκουμε γι’ αυτό τις δυνάμεις που ασκούνται στο κιβώτιο. Αυτές είναι το βάρος του mg, που οφείλεται στο βαρυτικό πεδίο της Γης καθώς και μία δύναμη από το επίπεδο. Στο σχήμα  σελίδα 50 έχουμε αναλύσει τις δύο αυτές δυνάμεις στις συνιστώσες τους κατά τις διευθύνσεις ενός συστήματος καθέτων αξόνων. Για τη δύναμη από το επίπεδο οι συνιστώσες είναι η κάθετη επί την επιφάνεια ολίσθησης Α και τριβή T. 


[image: Friction 3]		[image: Friction 2]

Το κιβώτιο μπορεί να κινηθεί μόνο κατά μήκος του επικλινούς επιπέδου, επομένως η συνισταμένη των δυνάμεων κάθετα στο επικλινές επίπεδο είναι μηδέν:



 								

Η συνισταμένη κατά τη διεύθυνση του επικλινούς επιπέδου είναι:



	       						          

Η τριβή είναι:



  							          

Όπου η είναι ο συντελεστής τριβής ολίσθησης. Η συνισταμένη δύναμη είναι:



	          		         

Και η επιτάχυνση:



						         

Το αποτέλεσμα στο οποίο καταλήξαμε έχει έννοια υπό την προϋπόθεση ότι η γωνία α είναι μεγαλύτερη από μια κρίσιμη τιμή, ώστε tanα>η. Αν δε συμβαίνει αυτό, τότε το κιβώτιο παραμένει ακίνητο.   
	
2.5.2.4 Κυκλική κίνηση και κεντρομόλος δύναμη


Στο σχήμα  ένα κινητό μάζας m στρέφεται σε μια λεία επικλινή πίστα ακτίνας R με ταχύτητα v. Θέλουμε να βρούμε την ταχύτητα του σώματος. 



[image: centripetal force1]		[image: centripetal force2]

Εδώ είναι γνωστή η μορφή της κίνησης. Πρόκειται για ομαλή κυκλική κίνηση σε οριζόντιο επίπεδο με κεντρομόλο επιτάχυνση:



									



Γνωρίζουμε επομένως ήδη ότι η συνισταμένη των δυνάμεων, που ασκούνται στο σώμα-όποιες κι αν είναι αυτές-του προσδίδει την επιτάχυνση . Αυτή είναι η κεντρομόλος δύναμη . Το μέτρο της είναι: 



μέτρο κεντρομόλου δύναμης			         

Αναζητούμε τώρα τις ασκούμενες δυνάμεις. Στο σώμα ασκούνται δύο δυνάμεις: το βάρος του

B=mg

και η δύναμη Α, που ασκεί η πίστα στο σώμα. Επειδή θεωρήσαμε την επιφάνεια κίνησης λεία, δηλαδή χωρίς τριβές, η δύναμη αυτή είναι κάθετη στην πίστα. 



Στο σχήμα  σελίδα 50 έχουμε αναλύσει το βάρος σε δύο συνιστώσες. Η  είναι κάθετη στην πίστα. Αυτή σύμφωνα με το νόμο δράσης-αντίδρασης είναι ίση και αντίθετη της Α. Η οριζόντια συνιστώσα



									



είναι επομένως η συνισταμένη δύναμη. Από την τελευταία εξίσωση  και την εξίσωση  λαμβάνουμε τη ζητούμενη ταχύτητα:



		 					         

Θα πρέπει να σημειώσουμε κάτι σημαντικό. Η κεντρομόλος δύναμη δεν είναι μια επί πλέον ‘έκτακτη’ δύναμη, που ασκείται στο σώμα και είναι λάθος να λέμε: στο σώμα ασκείται η δύναμη τάδε, η δύναμη δείνα και η κεντρομόλος δύναμη. Η κεντρομόλος δύναμη είναι απλώς η συνισταμένη των δυνάμεων, που ασκούνται στο σώμα. 

2.5.2.5 Σύστημα δύο αλληλεξαρτημένων σωμάτων υπεράνω τροχού




Στο σχήμα  σελίδα 52 εικονίζονται τα σώματα (1) και (2) με μάζες  και συνδεόμενα με σκοινί διερχόμενο υπεράνω τροχού. Θέλουμε να μελετήσουμε την κίνηση των δύο σωμάτων. Αρκεί γι΄ αυτό να βρούμε την επιτάχυνση τους. Θα βρούμε λοιπόν τις δυνάμεις, που ασκούνται σε αυτά και μόνον σε αυτά.



Τα δύο σώματα βρίσκονται στο πεδίο βαρύτητας της Γης. Σε κάθε ένα ασκείται επομένως το βάρος του. Το βάρος του σώματος (1) είναι  και του (2) , όπου g είναι η επιτάχυνση της βαρύτητας. Επί πλέον ασκείται και η τάση T του σκοινιού, η οποία είναι δύναμη ασκούμενη από το άλλο σώμα. Οι δύο τάσεις εξουδετερώνουν όμως η μία την άλλη, γιατί παίζουν ρόλο δράσης-αντίδρασης. Η συνισταμένη δύναμη στο σύστημα των δύο σωμάτων είναι επομένως η:



[image: application2-1]	


 

Η μάζα του συστήματος των δύο σωμάτων είναι:




Η επιτάχυνση των δύο σωμάτων είναι επομένως:



								

Αν οι δύο μάζες είναι ίσες, τότε η επιτάχυνση είναι μηδέν, οπότε το σύστημα ισορροπεί. Αν μία από τις δύο μάζες είναι μηδέν, τότε η άλλη μάζα πέφτει ελεύθερα, δηλαδή πέφτει με την επιτάχυνση της βαρύτητας.



[image: application2-2]				[image: application2-3]	



Θέλουμε να βρούμε τώρα την τάση του σκοινιού Τ. Λαμβάνουμε γι’ αυτό κάθε σώμα μεμονωμένα και αναζητούμε τις δυνάμεις, που ασκούνται σε αυτό. Στο σώμα (1) ασκείται το βάρος του  και η τάση του νήματος Τ, όπως εικονίζονται στο σχήμα . Η συνισταμένη δύναμη είναι:






Η δύναμη αυτή προσδίδει στο σώμα (1) την επιτάχυνση , που λάβαμε από την εξίσωση . Επειδή , έχουμε:




		



					      		    


Αυτή είναι η δύναμη του σκοινιού, που ασκείται στο σώμα (1). Το αποτέλεσμα αυτό θα είναι σωστό, αν βρούμε την ίδια δύναμη και για τη μάζα (2), ώστε να ικανοποιείται ο νόμος της δράσης και της αντίδρασης. Στο σχήμα  σελίδα 52 εικονίζονται οι δυνάμεις, που ασκούνται στο σώμα (2). Η συνισταμένη εδώ είναι:


  


Η δύναμη αυτή προσδίδει στη μάζα (2) την ίδια επιτάχυνση, επομένως:



		





Λαμβάνουμε έτσι την ίδια τιμή για την τάση του νήματος, που δίνει η εξίσωση . Όλα τα αποτελέσματα μας είναι επομένως συνεπή με τους νόμους της κίνησης.

2.5.2.6 Πλάγια βολή





Θα εξετάσουμε τώρα την περίπτωση της πλάγιας βολής. Στο σχήμα  σελίδα 54 εικονίζεται ένα σώμα μάζας m, που βάλλεται υπό γωνία θ ως προς τον ορίζοντα με αρχική ταχύτητα. Στο σώμα ασκείται μια και μοναδική δύναμη: το βάρος του . Επιλέγουμε ένα σύστημα ορθογωνίων αξόνων με τον άξονα x οριζόντιο και τον y κατακόρυφο. Αναλύουμε την αρχική ταχύτητα  στις συνιστώσες της:







Εξετάζουμε την κίνηση κατά μήκος κάθε άξονα ξεχωριστά. Κατά τη διεύθυνση του άξονα x δεν ασκείται καμιά δύναμη, επομένως κατά μήκος του άξονα x το σώμα κινείται με σταθερή ταχύτητα:


 


[image: uniform field motion1]


Η θέση της προβολής στον άξονα x είναι επομένως:



	  							

Κατά τη διεύθυνση του άξονα y ασκείται το βάρος Β. Αυτό προσδίδει κατά τον άξονα y την επιτάχυνση της βαρύτητας:




Η κίνηση στον άξονα y είναι επομένως ομαλά επιταχυνόμενη. Η ταχύτητα συναρτήσει του χρόνου δίνεται από την εξίσωση:




Η θέση της προβολής στον άξονα y είναι επομένως:



							       



Οι εξισώσεις  και  είναι οι παραμετρικές εξισώσεις κίνησης. Απαλείφουμε το χρόνο μεταξύ τους και λαμβάνουμε την:



εξίσωση τροχιάς στην πλάγια βολή  	



Αυτή είναι η εξίσωση της παραβολής, επομένως το σχήμα της τροχιάς στην πλάγια βολή είναι παραβολικό όπως εικονίζεται στο σχήμα  σελίδα 55. Η απόσταση x=d από το σημείο εκτόξευσης έως το σημείο πτώσης στο οριζόντιο επίπεδο είναι το βεληνεκές. Θέτουμε στην εξίσωση  y=0 και λαμβάνουμε:



βεληνεκές 					     	          


[image: uniform field motion2]	


Από την εξίσωση αυτή βρίσκουμε ότι το μέγιστο βεληνεκές λαμβάνεται για γωνία ρίψης . Η τιμή του είναι τότε:



μέγιστο βεληνεκές 						





Ε6 Σώμα εκτοξεύεται υπό γωνία με ταχύτητα . Να υπολογίσετε το βεληνεκές. Η επιτάχυνση της βαρύτητας είναι 


Από την εξίσωση  λαμβάνουμε: 



  		


[image: E7]Ε7 Σώμα εκτοξεύεται οριζόντια από κτήριο ύψους h=27m. Ποια πρέπει να είναι η ταχύτητα του σώματος, ώστε να πέσει το σώμα σε απόσταση a=7m από τη βάση του κτηρίου; Η επιτάχυνση της βαρύτητας είναι .



Εδώ , επομένως η εξίσωση τροχιάς   λαμβάνει τη μορφή:




Θέτουμε y=-h και x=a και λαμβάνουμε:






				  





2.5.2.5 Ελατήρια και ελαστικές δυνάμεις

Το ελατήριο είναι ένα σύστημα, που ναι μεν παραμορφώνεται από μια δύναμη, αλλά επανέρχεται στις αρχικές διαστάσεις του, μόλις παύσει να ασκείται η δύναμη. Η ιδιότητα αυτή λέγεται ελαστικότητα. Για σχετικά μικρές παραμορφώσεις ισχύει ο νόμος του Hooke (Robert Hooke Άγγλος μαθηματικός, αρχιτέκτων και πολυμαθής φυσικός επιστήμων)  1635 – 1703) 



νόμος του Hooke							



όπου F είναι η δύναμη παραμόρφωσης σε Ν, x είναι η παραμόρφωση του ελατηρίου σε m και k είναι σταθερά του ελατηρίου σε . Όσο σκληρότερο είναι το ελατήριο, τόσο μεγαλύτερη είναι η σταθερά του ελατηρίου. Να σημειώσουμε ότι η εξίσωση  είναι διανυσματική. Αυτό δηλώνει ότι η παραμόρφωση έχει τη διεύθυνση και τη φορά της ασκούμενης δύναμης.


Ερχόμαστε τώρα σε ένα τελευταίο παράδειγμα. Στο σχήμα  εικονίζεται ένας θάλαμος, που κινείται οριζόντια με επιτάχυνση a. Στο κάθετο προς τη διεύθυνση της κίνησης τοίχωμα του θαλάμου είναι στερεωμένο ένα ελατήριο σταθεράς k. Το ελεύθερο άκρο του ελατηρίου συνδέεται με ένα σώμα μάζας m, το οποίο κινείται όπως και ο θάλαμος. Το δάπεδο του θαλάμου είναι λείο. Θέλουμε να βρούμε την παραμόρφωση x του ελατηρίου. 



[image: Hook1]	[image: Hook2]

Πριν προχωρήσουμε στη μελέτη του προβλήματος, θα ήταν χρήσιμο να συζητήσουμε ένα ερώτημα, που γεννάται αυθόρμητα σε πολλούς από εμάς: γιατί να είναι παραμορφωμένο το ελατήριο; Η απάντηση είναι η εξής: δε γνωρίζουμε εκ των προτέρων αν το ελατήριο είναι, ή δεν είναι παραμορφωμένο. Θα αφήσουμε να αποφανθούν οι νόμοι της κίνησης. Πρέπει λοιπόν να βρούμε τις δυνάμεις, που ασκούνται. Επειδή η κίνηση είναι οριζόντια, θα εξετάσουμε μόνο τις δυνάμεις κατά τη διεύθυνση αυτή.


Γνωρίζουμε ότι το σώμα έχει επιτάχυνση a. Αυτό επιβάλει ότι η οριζόντια συνιστώσα της συνισταμένης των δυνάμεων επί του σώματος, προσδίδει στο σώμα την επιτάχυνση αυτή. Κατά την οριζόντια διεύθυνση το σώμα αλληλεπιδρά όμως μόνο με το ελατήριο, επομένως η μόνη οριζόντια δύναμη, που μπορεί να ασκείται στο σώμα είναι η δύναμη  από το ελατήριο και καμιά άλλη. Επομένως:



									



Εφ’ όσον το ελατήριο ασκεί τη δύναμη  στο σώμα τότε σύμφωνα με το νόμο της δράσης και της αντίδρασης και το σώμα ασκεί στο ελατήριο μια δύναμη F ίση και αντίθετη, όπως εικονίζεται στο σχήμα  σελίδα 56. Η δύναμη αυτή παραμορφώνει το ελατήριο κατά x σύμφωνα με το νόμο του Hooke:



										


Το ελατήριο είναι επομένως παραμορφωμένο. Επειδή τα μέτρα των δυνάμεων  και F είναι ίσα, έχουμε και: 




Από την τελευταία εξίσωση λαμβάνουμε τη ζητούμενη παραμόρφωση του ελατηρίου:




2.5.3 Αδρανειακά και μη αδρανειακά συστήματα αναφοράς

Παραμένουμε στο τελευταίο παράδειγμα της προηγουμένης παραγράφου με το παραμορφωμένο ελατήριο. Το πρόβλημα αυτό το αντιμετωπίσαμε ως παρατηρητές εκτός θαλάμου με σύστημα αναφοράς το περιβάλλον. Θα εξετάσουμε τώρα το ίδιο πρόβλημα με σύστημα αναφοράς τον ίδιο το θάλαμο.




Εξ ορισμού ένα σύστημα αναφοράς είναι ακίνητο. Το σώμα θα εμφανίζεται επομένως ακίνητο επίσης και για να συμβαίνει αυτό, πρέπει είτε να μην ασκείται σε αυτό καμιά δύναμη, είτε να είναι η συνισταμένη των ασκουμένων δυνάμεων ίση προς μηδέν. Δε συμβαίνει όμως τίποτε από τα δύο, διότι το ελατήριο είναι παραμορφωμένο και ασκεί στο σώμα δύναμη μέτρου . Για να ικανοποιήσουμε λοιπόν τη συνθήκη ισορροπίας, πρέπει να επινοήσουμε εμείς μιαν επί πλέον δύναμη , η οποία θα ασκείται στο σώμα με φορά αντίθετη εκείνης της επιτάχυνσης όπως στο σχήμα , ώστε έτσι να μηδενίζεται η συνισταμένη των δυνάμεων. Αυτή η δύναμη είναι όμως ανύπαρκτη. Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι οι νόμοι της κίνησης δεν ισχύουν σε οποιοδήποτε σύστημα αναφοράς. 



[image: inertial force0]


Ένα σύστημα αναφοράς, στο οποίο ισχύουν οι νόμοι της κίνησης ονομάζεται αδρανειακό. Γίνεται δεκτό ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα αδρανειακό σύστημα αναφοράς. Τότε και κάθε άλλο σύστημα, που κινείται με σταθερή ταχύτητα ως προς αυτό, είναι επίσης αδρανειακό, γιατί σύμφωνα με την εξίσωση , σε όλα αυτά τα συστήματα η επιτάχυνση ενός σώματος έχει την ίδια τιμή. Αυτό σημαίνει ότι η εφαρμογή των νόμων της κίνησης γίνεται σε όλα τα αδρανειακά συστήματα με τον ίδιο τρόπο. Υπάρχουν επομένως άπειρα αδρανειακά συστήματα αναφοράς, που είναι ισοδύναμα μεταξύ τους ως προς τους νόμους της κίνησης. 


Το ηλιοκεντρικό σύστημα αναφοράς είναι με μεγάλο βαθμό ακρίβειας αδρανειακό. Το γεωκεντρικό σύστημα αναφοράς, μπορεί να θεωρηθεί αδρανειακό σε εφαρμογές περιορισμένης κλίμακας μόνον. Γενικά δεν είναι όμως αδρανειακό, κυρίως εξ αιτίας της ημερήσιας περιστροφής της Γης περί τον άξονα της. Αυτό επιδείχτηκε το 1851 με ένα διάσημο πείραμα, που εκτέλεσε ο Foucault προκειμένου να αποδείξει την ημερήσια περιστροφή της Γης. (Leon Foucault Γάλλος φυσικός 1819-1868). Στο πείραμα αυτό ο Foucault εξάρτησε ένα εκκρεμές μήκους 68m και μάζας 28kg από τον τρούλο του Pantheon στο Παρίσι και το έθεσε σε ταλάντωση. Επειδή το επίπεδο ταλάντωσης του εκκρεμούς διατηρείται λόγω αδράνειας σταθερό στο χώρο, παρατηρήθηκε ότι εξ αιτίας της περιστροφής της Γης περί τον άξονα της, το επίπεδο ταλάντωσης στρεφόταν ως προς το κτήριο όπως οι δείκτες του ρολογιού κατά ανά ώρα.


Για την αντιμετώπιση προβλημάτων σε μη αδρανειακά συστήματα αναφοράς, πρέπει να εισάγουμε-όπως στο παράδειγμα του παραμορφωμένου ελατηρίου από το επιταχυνόμενο σώμα-μιαν επί πλέον δύναμη , η οποία ονομάζεται αδρανειακή. Περισσότερα για τα μη αδρανειακά συστήματα αναφοράς και τις αδρανειακές δυνάμεις θα γνωρίσουμε σε ξεχωριστή παράγραφο.







Α1 Τρεις σημειακές μάζες , ,  καταλαμβάνουν θέσεις στις κορυφές ορθογωνίου τριγώνου με μήκη καθέτων πλευρών , . Να βρείτε τ6ις αποστάσεις x και y από τις πλευρές a και b αντίστοιχα. (x=26,2m y=15,0m)

Α2 Τέσσερις ίσες μάζες κείμενες επί ευθείας απέχουν από σημείο Ο της ίδιας ευθείας αποστάσεις 1m, 8m, 27m και 64m. Να βρείτε την απόσταση r του κέντρου μάζας από το σημείο Ο. (r=25m)



[image: A4]Α3 Η γραμμική πυκνότητα ράβδου μήκους a μεταβάλλεται σύμφωνα με την εξίσωση . Να βρείτε την απόσταση του κέντρου μάζας της ράβδου από το άκρο με τη μικρότερη πυκνότητα. ()



Α4 Τα όρια της επιφάνειας του σχήματος δίνονται από την εξίσωση . Να βρείτε την απόσταση a του κέντρου μάζας από τον άξονα x. ()


Α5 Να βρείτε την απόσταση a του κέντρου μάζας από το κέντρο ημικυκλικού σύρματος ακτίνας r. ()




Α6 Το μέτρο δύναμης σταθερής διεύθυνσης δίνεται από την εξίσωση . Να υπολογίσετε για t=3s: α) την ώθηση Ω της δύναμης β) τη μεταβολή του μέτρου της ταχύτητας σώματος μάζας m επί του οποίου ασκείται η δύναμη. Δίνονται: , m=5kg. (α) Ω=54Νs β))





Α7 Σε σώμα μάζας m=2kg κινούμενο με ταχύτητα  ασκείται υπό γωνία  ως προς την αρχική διεύθυνση κίνησης και επί t=3s σταθερή δύναμη F=6,3N. Να υπολογίσετε την ώθηση Ω της δύναμης, το μέτρο  της τελικής ταχύτητας και τη γωνία φ μεταξύ της τελικής και της αρχικής διεύθυνσης κίνησης. (Ω=18,9Ns  )







[image: A10]Α8 Δύο σώματα με μάζες,  κινούνται σε διευθύνσεις, που σχηματίζουν γωνία  με ταχύτητες  και  αντίστοιχα. Να υπολογίσετε το μέτρο p της ορμής του συστήματος και τη γωνία, που σχηματίζει με τη διεύθυνση κίνησης του πρώτου σώματος. (p=13,9Ns )







Α9 Δύο σώματα με μάζες  και  κινούνται στην ίδια ευθεία. Οι ορμές των δύο σωμάτων είναι  και  αντίστοιχα. Να υπολογίσετε την ταχύτητα του κέντρου μάζας του συστήματος: α) αν τα σώματα κινούνται ομόρροπα β) αν υα σώματα κινούνται αντίρροπα. (α)  β) )





Α10 Το σώμα (1) μάζας  μπορεί να ολισθαίνει χωρίς τριβές στο οριζόντιο επίπεδο του σχήματος. Η μάζα του σώματος (2) είναι . Να υπολογίσετε την επιτάχυνση a των δύο σωμάτων και την τάση T του σκοινιού συναρτήσει της επιτάχυνσης της βαρύτητας g. (,  )





[image: A11]Α11 Τα σώματα (1) και (2) με μάζες ,  αντίστοιχα, που συνδέονται με σκοινί, μπορούν να ολισθαίνουν χωρίς τριβές στα επικλινή επίπεδα του σχήματος. Να υπολογίσετε την επιτάχυνση a και την τάση του σκοινιού Τ συναρτήσει της επιτάχυνσης της βαρύτητας g. (, )  
[image: A12]

Α12 Να υπολογίσετε την επιτάχυνση της αλυσίδας του σχήματος συναρτήσει της επιτάχυνσης της βαρύτητας. Να θεωρήσετε ότι δεν υπάρχουν τριβές. ()



A13 Η επιτάχυνση ανελκυστήρα είναι . Να υπολογίσετε τη δύναμη, που ασκεί σώμα μάζας m=75kg στο δάπεδο του ανελκυστήρα: α) όταν ο ανελκυστήρας επιταχύνεται ανερχόμενος β) όταν ο ανελκυστήρας επιβραδύνεται ανερχόμενος. Να λάβετε την επιτάχυνση της βαρύτητας ίση προς. (α) β) 704,25Ν)




Α14 Σώμα  μάζας m=32kg ανασύρεται κατά μήκος λείου επικλινούς επιπέδου με επιτάχυνση . Να υπολογίσετε την τάση Τ του σκοινιού. Η γωνία μεταξύ επιπέδου και ορίζοντα είναι . Η επιτάχυνση της βαρύτητας να ληφθεί . (Τ=186,72Ν) 



Α15 Βαγόνι μάζας  κινείται σε οριζόντια τροχιά ακτίνας καμπυλότητας R=1300m με ταχύτητα . Να υπολογίσετε την οριζόντια συνιστώσα F της δύναμης, που ασκεί το βαγόνι στην τροχιά. (F=3,606kN)



A16 Στο σώμα του σχήματος μάζας m=7,3kg ασκείται υπό γωνία  δύναμη F=105N. Ο συντελεστής τριβής ολίσθησης είναι η=0,085. Να [image: A15]υπολογίσετε την επιτάχυνση του σώματος. Δίνεται η επιτάχυνση της βαρύτητας . 

()



[image: A16]Α17 Οι τρεις 4-μετρες σανίδες του σχήματος (1) έχουν ίσες μάζες και κινούνται με ταχύτητα  σε οριζόντιο επίπεδο. Η κατώτερη από τις σανίδες προσκρούει σε μια σφήνα και ακινητοποιείται. Ποια θα είναι η ολίσθηση x κάθε μιας από τις δύο άλλες σανίδες στην υποκείμενη τους έως ακινητοποιηθούν όπως στο σχήμα (2). Ο συντελεστής τριβής είναι η=0,3. Δίνεται η επιτάχυνση της βαρύτητας . (x=0,68m)



Α18 Η ακτίνα καμπυλότητας οριζόντιου δρόμου είναι R=480m. Ο συντελεστής τριβής ολίσθησης του ελαστικού με το δρόμο είναι η=0,18. Να υπολογιστεί η μέγιστη ταχύτητα του οχήματος ώστε να παραμείνει το όχημα στην τροχιά του. Δίνεται η επιτάχυνση της βαρύτητας . ()


Α19 Σώμα μάζας m=150g στρέφεται σε οριζόντιο κύκλο συγκρατούμενο από το κέντρο με νήμα μήκους r=60cm. Να υπολογίσετε τη μέγιστη δυνατή συχνότητα περιστροφής f, αν το όριο θραύσης του νήματος είναι T=70N. () 



Α20 Σώμα κινείται σε οριζόντια με ταχύτητα  σε λεία κυκλική πίστα, η οποία σχηματίζει με τον ορίζοντα γωνία . Να υπολογίσετε την ακτίνα r της τροχιάς του σώματος. (r=233,6m)



Α21 Σε σώμα μάζας m=70kg, που κινείται με ταχύτητα  ασκείται επί χρονικό διάστημα Δt=7s δύναμη σταθερού μέτρου F=38,5N με διεύθυνση συνεχώς κάθετη στην τροχιά. Να υπολογίσετε τη γωνία θ μεταξύ της αρχικής και της τελικής διεύθυνσης κίνησης. ()



Α22 Από αεροπλάνο ιπτάμενο με ταχύτητα  σε σταθερό ύψος h=2000m αφήνεται να πέσει ένα αντικείμενο. Τη στιγμή, που φθάνει το αντικείμενο στο έδαφος, αφήνεται ένα δεύτερο αντικείμενο. Σε πόση απόσταση d από το πρώτο θα πέσει το δεύτερο αντικείμενο; Η επιτάχυνση της βαρύτητας να ληφθεί . (d=1963m)





Α23 Η ταχύτητα βλήματος, που προορίζεται να πλήξει οριζόντιο στόχο σε απόσταση d=5km είναι . Υπό ποια γωνία ως προς τον ορίζοντα πρέπει να εκτοξευτεί το βλήμα; Η επιτάχυνση της βαρύτητας να ληφθεί . ( , ή )





Α24 Εξασκημένη νοικοκυρά εκτοξεύει από το μπαλκόνι της και υπό γωνία  σακούλα σκουπιδιών, η οποία εισέρχεται στον απέναντι ευρισκόμενο κάδο απορριμμάτων. Με ποια ταχύτητα  εκτοξεύτηκε η σακούλα; Το ύψος του σημείου εκτόξευσης είναι h=13,5m. Η απόσταση του κάδου από τη βάση του κτηρίου είναι d=11,7m. Η επιτάχυνση της βαρύτητας να ληφθεί . () 
[image: application3-1]



Α25 Ο θάλαμος του σχήματος κινείται οριζόντια με επιτάχυνση . Από την οροφή του θαλάμου εξαρτάται με νήμα σώμα κινούμενο όπως ο θάλαμος. Να υπολογίσετε τη γωνία θ μεταξύ νήματος και κατακορύφου. Η επιτάχυνση της βαρύτητας να ληφθεί . ()




[image: A23]Α26 Ο θάλαμος του σχήματος ανέρχεται στο επικλινές επίπεδο με επιτάχυνση . Να υπολογίσετε την παραμόρφωση x του ελατηρίου. Η μάζα του σώματος είναι m=7,2kg. Η σταθερά του ελατηρίου είναι . Η επιτάχυνση της βαρύτητας είναι . (x=0,385m)







Α27 Τρία βαγόνια με μάζα m=3000kg το καθένα συνδέονται μεταξύ τους με ελατήρια σταθεράς . Το πρώτο από τα βαγόνια έλκεται με σταθερή οριζόντια δύναμη F=5,6kN. Να υπολογίσετε την επιτάχυνση a των βαγονιών και τις παραμορφώσεις  και  των δύο ελατηρίων. Να θεωρήσετε ότι η κίνηση είναι οριζόντια. (  )
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