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Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράμματος «Εκπαίδευση και Δια Βίου Μάθηση» και συγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση (Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόρους.


4. Έργο και ενέργεια

4.1 Έργο δύναμης

4.1.1 Ορισμός έργου δύναμης






Στο σχήμα  εικονίζεται η τροχιά 1-2 ενός σώματος. Στο σώμα ασκείται η δύναμη . Θεωρούμε τη γενική περίπτωση, όπου η δύναμη  δεν είναι σταθερή ούτε ως προς το μέτρο, ούτε ως προς τη διεύθυνση όπως π.χ. είναι η δύναμη, που ασκεί ένας ανεμοστρόβιλος σε ένα πλοίο. Στο σχήμα  εικονίζεται η δύναμη  σε τέσσερις θέσεις της τροχιάς. 



[image: work1]				[image: work definition]




Διαμερίζουμε τη διαδρομή 1-2 σε στοιχειώδεις διαδρομές . Κατά μήκος κάθε τέτοιας στοιχειώδους διαδρομής η δύναμη  είναι σταθερή όπως στο σχήμα . Το εσωτερικό γινόμενο:



στοιχειώδες έργο δύναμης						



είναι το έργο της δύναμης  στη στοιχειώδη διαδρομή . Αθροίζουμε τα στοιχειώδη έργα dW για όλες τις διαδρομές από το σημείο (1) ως το σημείο (2) της τροχιάς και λαμβάνουμε το:



έργο δύναμης						΄

Το έργο δύναμης είναι ως εσωτερικό γινόμενο μονόμετρο μέγεθος. Μονάδα έργου είναι το Joule (J) με 1J=1Nm (James Joule 1818-1889, Βρετανός Φυσικός)

4.1.2 Υπολογισμός έργου 

4.1.2.1 Έργο σταθερής δύναμης κατά μήκος ευθείας

Η διαδρομή μήκους s είναι ευθεία και η δύναμη F είναι σταθερή και υπό γωνία α ως προς τη διαδρομή. Το έργο είναι:





[image: work positive]	        [image: work negative]	          [image: work zero]



έργο σταθερής δύναμης κατά μήκος ευθείας		  







Αν  όπως στο σχήμα , τότε W>0. Στο σχήμα  όπου , το έργο W είναι αρνητικό: W<0. Στο σχήμα  η δύναμη είναι κάθετη στη διαδρομή (). Εδώ το έργο είναι μηδέν. 

4.1.2.2 Έργο σταθερής δύναμης κατά μήκος καμπύλης





Στο σχήμα  η δύναμη  έχει σταθερό μέτρο και διεύθυνση, αλλά η τροχιά είναι καμπύλη. Σε κάθε στοιχειώδη διαδρομή  η  παράγει έργο:
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Όπου α είναι η γωνία μεταξύ των διανυσμάτων  και  όπως εικονίζεται στο σχήμα . Όμως dscosα είναι η προβολή της στοιχειώδους μετατόπισης  στη διεύθυνση της δύναμης , οπότε το έργο είναι:







Εφ’ όσον ισχύει αυτό για κάθε στοιχειώδη μετατόπιση, ισχύει και για ολόκληρη τη διαδρομή. Έτσι αν  είναι το μήκος της προβολής της καμπύλης στη διεύθυνση της δύναμης όπως εικονίζεται στο σχήμα , το έργο της δύναμης  είναι:



έργο σταθερής δύναμης κατά μήκος καμπύλης	  		

Τέτοια δύναμη είναι το βάρος.  
4.1.2.3 Έργο δύναμης σταθερού μέτρου εφαπτόμενης στην τροχιά. 



Θεωρούμε την περίπτωση δύναμης, η οποία έχει σταθερό μέτρο και διεύθυνση αυτήν της εφαπτομένης της τροχιάς. Στο σχήμα  η φορά της δύναμης είναι ίδια με εκείνη της κίνησης. Τέτοια δύναμη είναι π.χ. αυτή, που ασκεί ένα φορτηγό στο ρυμουλκούμενο όχημα. Το έργο της δύναμης  στο διάστημα από το σημείο (1) ως το σημείο (2) είναι:



έργο δύναμης σταθερού μέτρου ομόρροπης στην κίνηση  	

όπου s είναι το μήκος της διαδρομής.



[image: work tangent plus] 	                [image: work tangent minus]



Στο σχήμα 	 η δύναμη  έχει σταθερό μέτρο και διεύθυνση εφαπτόμενη της τροχιάς, αλλά φορά αντίθετη της κίνησης. Το έργο, που παράγει στο διάστημα από το σημείο (1) ως το σημείο (2) είναι:



έργο δύναμης σταθερού μέτρου αντίρροπης στην κίνηση  	

Η τριβή έχει παντού τη διεύθυνση της εφαπτομένης της τροχιάς και είναι αντίρροπη στην κίνηση. Το έργο της τριβής είναι επομένως αρνητικό.

4.1.2.4 Έργο ροπής


Το έργο που παράγει η δύναμη F στη στοιχειώδη μετατόπιση ds του σχήματος  είναι:

[image: work of momentum]



								

Η ροπή της δύναμης F είναι:



									




Θέτουμε την τελευταία εξίσωση  στην εξίσωση  και λαμβάνουμε:



									

Αν η ασκούμενη ροπή είναι σταθερή, τότε το έργο σε μια πεπερασμένη περιστροφή φ είναι:



έργο ροπής							       



Ε1 Να υπολογίσετε το έργο, που πρέπει να παράγουμε, για να ανασύρουμε από φρέαρ βάθους d=13m δοχείο με νερό μάζας m=9kg. Η επιτάχυνση της βαρύτητας είναι . 

Το ελάχιστο έργο θα το παράγουμε με την ελάχιστη δύναμη F. Η δύναμη αυτή είναι ίση και αντίθετη προς το βάρος B του δοχείου με το νερό:




Η μετατόπιση d του δοχείου έχει την ίδια διεύθυνση και φορά με εκείνες της δύναμης F. Το ζητούμενο έργο είναι επομένως:



 	



[image: E2]


Ε2 Το κιβώτιο του σχήματος μάζας m=85kg ολισθαίνει χωρίς τριβές στο λείο κεκλιμένο επίπεδο. Για να ελέγξουμε την ολίσθηση συγκρατούμε το κιβώτιο με ένα σκοινί ασκώντας δύναμη τέτοια, ώστε η κίνηση του να είναι ισοταχής. Να υπολογίσετε το έργο του βάρους  και το έργο της δύναμης συγκράτησης W για να κατέλθει το κιβώτιο κατά h=7,5m. Η επιτάχυνση της βαρύτητας να ληφθεί .

Το βάρος είναι σταθερή δύναμη. Το έργο του εξαρτάται επομένως μόνον από το μήκος της προβολής της διαδρομής στη διεύθυνση του, δηλαδή την κατακόρυφη απόσταση h και είναι:


		




Επειδή η κίνηση είναι ισοταχής, η δύναμη συγκράτησης F του κιβωτίου πρέπει να είναι ίση προς την παράλληλη προς το επίπεδο ολίσθησης συνιστώσα  του βάρους του κιβωτίου Β όπως εικονίζεται στο διάγραμμα των δυνάμεων:
[image: E2-1]



Το μήκος της διαδρομής είναι:




Η δύναμη συγκράτησης έχει φορά αντίθετη της ολίσθησης. Το έργο της είναι επομένως:


		




Σημειώνουμε ότι το συνολικά παραχθέν έργο από τις δύο δυνάμεις είναι μηδέν. Αυτό-όπως θα γνωρίσουμε-έχει ως συνέπεια την ισοταχή κίνησης του κιβωτίου.

[image: E3-1]Ε3 Να υπολογίσετε το έργο της σταθερής δύναμης μέτρου F=43N κατά μήκος της διαδρομής 1-2. Η προβολή της τροχιάς στη διεύθυνση της δύναμης έχει μήκος s=27,5m.










Ε4 Σε πώμα φιάλης ασκούμε ροπή . Το πώμα στρέφεται κατά γωνία . Να υπολογίσετε το έργο της ροπής.



			








4.1.2.5 Έργο στις ελαστικές παραμορφώσεις

Ο νόμος του Hooke για τις ελαστικές παραμορφώσεις μας είναι γνωστός από την παράγραφο 2.5.2.5:




νόμος του Hooke						 = 



[image: spring]		 [image: spring2]


Το ελατήριο είναι το τυπικό σύστημα, που επιδεικνύει ελαστικές ιδιότητες. Στο σχήμα  η δύναμη F παραμορφώνει το ελατήριο κατά x. Το έργο της F είναι:



 		



έργο παραμόρφωσης ελατηρίου					


Στο σχήμα  σελίδα 104 εικονίζεται το διάγραμμα της δύναμης F συναρτήσει της παραμόρφωσης x. Το εμβαδόν της σκιασμένης περιοχής μεταξύ του διαγράμματος και του άξονα x είναι ίσο προς το έργο.



[image: spring0]	[image: spring00]





Στην κατάσταση (1) του σχήματος  εικονίζεται ένα ελατήριο στο φυσικό μήκος του, δηλαδή χωρίς παραμόρφωση. Στην κατάσταση (2) το ελατήριο είναι συμπιεσμένο κατά  και στην κατάσταση (3) επιμηκυμένο κατά . Στο σχήμα  εικονίζεται το διάγραμμα της δύναμης παραμόρφωσης. Το έργο από την αρχική κατάσταση (2) στην τελική κατάσταση (3) είναι:


 	



έργο παραμόρφωσης ελατηρίου			


Στο σχήμα  σελίδα 106, όπου εικονίζεται το διάγραμμα F-x το έργο αυτό είναι ίσο προς τη διαφορά των εμβαδών των σκιασμένων περιοχών μεταξύ του διαγράμματος της δύναμης και του άξονα x. Σημειώνουμε ότι το έργο της παραμόρφωσης του ελατηρίου εξαρτάται μόνον από την αρχική και τελική παραμόρφωση.




Ε5 Να υπολογίσετε το έργο, που πρέπει να παράγουμε, για να παραμορφώσουμε κατά  ελατήριο σταθεράς .



			




Ε6 Ελατήριο σταθεράς  είναι συσπειρωμένο κατά . Να υπολογίσετε το έργο, που πρέπει να παράγουμε για να το συσπειρώσουμε κατά .










Ε7 Ελατήριο σταθεράς  είναι συσπειρωμένο κατά . Να υπολογίσετε το έργο της δύναμης παραμόρφωσης για να επιμηκυνθεί το ελατήριο κατά .








4.2 Ενέργεια

4.2.2 Κινητική ενέργεια 

Σημειακή μάζα m κινείται με ταχύτητα v. Ορίζουμε:



κινητική ενέργεια							

Η κινητική ενέργεια είναι μονόμετρο μέγεθος. Η μονάδα της κινητικής ενέργειας είναι:






Ε9 Να υπολογίσετε την κινητική ενέργεια βλήματος μάζας m=30g κινούμενου με ταχύτητα . 



		


Ε10 Σημειακή μάζα m=12g εκτελεί ομαλή κυκλική κίνηση με γωνιακή ταχύτητα . Η ακτίνα της τροχιάς είναι r=78cm. Να υπολογίσετε την κινητική ενέργεια της σημειακής μάζας.




				




			




Στην περιστροφική κίνηση όλα τα σημεία του σώματος στρέφονται περί άξονα με την ίδια γωνιακή ταχύτητα ω. Θεωρούμε ότι το περιστρεφόμενο σώμα συνίσταται από σημειακές μάζες. Έστω  η μάζα και  η ταχύτητα μιας τέτοιας σημειακής μάζας. Η κινητική ενέργεια της είναι:



								


Αν η απόσταση της από τον άξονα περιστροφής είναι , τότε:




Επομένως:




Η κινητική ενέργεια του σώματος είναι το άθροισμα των κινητικών ενεργειών όλων των σημειακών μαζών:



 							


Το άθροισμα στην τελευταία εξίσωση  είναι η ροπή αδρανείας του σώματος ως προς τον άξονα περιστροφής:




							=

Επομένως:



κινητική ενέργεια στην περιστροφική κίνηση        σε J 	




Ε11 Σφαίρα ακτίνας r=10cm και μάζας m=32kg στρέφεται περί μια διάμετρο της με γωνιακή ταχύτητα . Να υπολογίσετε την κινητική ενέργεια της σφαίρας. Η ροπή αδρανείας σφαίρας ως προς μια διάμετρο της είναι: . 


 






Ε12 Ράβδος μάζας m=230g και μήκους a=78cm στρέφεται με γωνιακή ταχύτητα  περί άξονα διερχόμενο από το άκρο της και κάθετα στη διεύθυνση της. Να υπολογίσετε την κινητική ενέργεια της ράβδου. Η ροπή αδρανείας ως προς τον άξονα περιστροφής είναι .


 





Στην παράγραφο 3.4.2 γνωρίσαμε ότι η κίνηση ενός στερεού σώματος αναλύεται σε δύο ανεξάρτητες κινήσεις: μια μεταφορική, όπου όλα τα σημεία του σώματος έχουν την ίδια ταχύτητα v και μια περιστροφική, όπου όλα τα σημεία του σώματος στρέφονται περί άξονα με την ίδια γωνιακή ταχύτητα ω. Η κινητική ενέργεια του σώματος είναι άθροισμα των κινητικών ενεργειών των δύο ανεξαρτήτων κινήσεων:



κινητική ενέργεια στερεού σώματος			

όπου m είναι η μάζα του σώματος και Ι η ροπή αδρανείας του περί τον άξονα περιστροφής. Ακολουθεί ένα παράδειγμα υπολογισμού της κινητικής ενέργειας στερεού σώματος.





Ε13 Να υπολογίσετε την κινητική ενέργεια δίσκου μάζας  ο οποίος κυλίεται με ταχύτητα . Η ροπή αδρανείας του δίσκου είναι .

Μελέτη της κύλισης γίνεται στην παράγραφο 1.4.5.3. Ο δίσκος εκτελεί μεταφορική κίνηση με ταχύτητα v και κυκλική κίνηση με γωνιακή ταχύτητα . Η κινητική ενέργεια του δίσκου είναι:


 





					


4.2.3 Θεώρημα μεταβολής της κινητικής ενέργειας



Σε σώμα μάζας m ασκούνται οι δυνάμεις , ,,, . Το έργο dW, που παράγουν οι δυνάμεις αυτές στο στοιχειώδες διάστημα ds είναι:



 					

Όπου:



 								

Είναι η επιτάχυνση, που προσδίδεται στο σώμα από τις ασκούμενες δυνάμεις. Έστω v η ταχύτητα του σώματος στο διάστημα ds. Τότε:



								




Από τις εξισώσεις ,  και  λαμβάνουμε:



		



Η διαφορική ποσότητα  στο δεξιό της  είναι η στοιχειώδης μεταβολή της κινητικής ενέργειας στο διάστημα ds. Ολοκληρώνουμε υπεράνω όλης της διαδρομής 1-2 και λαμβάνουμε:



θεώρημα μεταβολής της κινητικής ενέργειας   	

Η μεταβολή της κινητικής ενέργειας είναι ίση προς το έργο της ασκούμενης δύναμης

Παράδειγμα: Στο σχήμα  εικονίζεται ένα ελατήριο σταθεράς k στο φυσικό μήκος του και ένα σώμα μάζας m, το οποίο έρχεται σε επαφή με το ελατήριο. Αφήνουμε το σώμα να ολισθήσει στο επικλινές επίπεδο, οπότε το ελατήριο αρχίζει να συσπειρώνεται. Ποια θα είναι η μέγιστη συσπείρωση x του ελατηρίου; Δίνεται ο συντελεστής τριβής ολίσθησης ίσος προς η.



[image: Thumukue1]			[image: Thumukue2]

Η αρχική ταχύτητα του σώματος είναι μηδέν. Στη θέση μέγιστης συσπείρωσης η ταχύτητα του σώματος είναι επίσης μηδέν. Η μεταβολή της κινητικής ενέργειας του σώματος είναι επομένως:



									



Στο σχήμα  εικονίζονται οι δυνάμεις που παράγουν έργο. Αυτές είναι το βάρος Β, η τριβή T και η δύναμη του ελατηρίου . Το έργο κάθε μίας από αυτές είναι:

Έργο βάρους:



						

Έργο τριβής:



							

Έργο δύναμης ελατηρίου:



									

Το άθροισμα των τριών έργων είναι μηδέν:



					

Επομένως:



							

Είναι η μέγιστη συσπείρωση του ελατηρίου. Η λύση x=0 αντιστοιχεί στην αρχική κατάσταση του συστήματος, δηλαδή στη στιγμή που αρχίζει η ολίσθηση.
4.3 Δυναμική ενέργεια





Το σώμα του σχήματος  μπορεί να παράγει με το βάρος του ως το δάπεδο  έργο . Παρόμοια το συσπειρωμένο ελατήριο του σχήματος  μπορεί να παράγει ως τη θέση του φυσικού μήκους του έργο .




[image: potential energy 1]      [image: potential energy 2]      [image: potential energy 3]




Όταν ένα σώμα, ή σύστημα μπορεί να παράγει έργο λόγω της θέσης, ή της κατάστασης του, λέμε ότι έχει δυναμική ενέργεια. Η δυναμική ενέργεια είναι ίση προς το έργο, που παράγεται υπεράνω της διαδρομής του σώματος, ή του συστήματος έως μια θέση, ή κατάσταση  αναφοράς. Η θέση, ή κατάσταση αναφοράς επιλέγονται αυθαίρετα. Στο σχήμα  π.χ. η δυναμική ενέργεια του σώματος Σ ως προς το επίπεδο 1-1’ είναι   . Ως προς το επίπεδο αναφοράς 2-2’ είναι όμως . 

Γενικά το επίπεδο αναφοράς επιλέγεται έτσι ώστε να περιορίζεται κατά το δυνατόν το πλήθος των όρων των εξισώσεων μας και να παραμένει το πλαίσιο του προβλήματος μας σε ρεαλιστικά όρια. Αν πρόκειται παραδείγματος χάρη για ένα κρυστάλλινο βάζο, που ξεφεύγει από τα χέρια μιας απρόσεκτης νοικοκυράς, μπορούμε για πρακτικούς λόγους να επιλέξουμε χωρίς ενδοιασμούς ως επίπεδο αναφοράς το πάτωμα του σαλονιού. Αν το ίδιο βάζο το εκτοξεύει από το παράθυρο η ίδια η νοικοκυρά ευρισκόμενη σε κατάσταση υστερίας, τότε είναι καλύτερα να επιλέξουμε ως επίπεδο αναφοράς το δρόμο. Αν πρόκειται για ελατήριο, συνήθως επιλέγουμε ως θέση αναφοράς εκεί, που βρίσκεται το ελεύθερο άκρο του ελατηρίου χωρίς παραμόρφωση. 


[image: potential energy 4]


Στο σχήμα  εικονίζεται η τροχιά ενός τρένου λούνα παρκ σε κατακόρυφο επίπεδο. Το σώμα Σ ολισθαίνει χωρίς τριβές. Αναγνωρίζουμε ότι τα σημεία, ποου μπορεί να ισορροπήσει είναι στις θέσεις (1) και (2). Στο σημείο (1) το σώμα έχει την ελάχιστη δυναμική ενέργεια σε όλο το μήκος της διαδρομής. Αυτό είναι ένα πρωτεύον ελάχιστο. Στο σημείο (2) το σώμα έχει την ελάχιστη δυναμική ενέργεια σε ένα τμήμα της διαδρομής. Ένα τέτοιο ελάχιστο λέγετε δευτερεύον ελάχιστο. Σημειώνουμε ότι οι θέσεις ελαχίστων δυναμικής ενέργειας είναι και θέσεις ισορροπίας. 



[image: potential energy 5]		[image: potential energy 6]





Στο σχήμα  εικονίζεται ένα ελατήριο στο φυσικό μήκος του. Λαμβάνουμε ως επίπεδο αναφοράς το ελεύθερο άκρο του ελατηρίου. Εξαρτούμε από το ελατήριο μια μάζα m, οπότε το ελατήριο αρχίζει να επιμηκύνεται. Στο σχήμα  εικονίζεται το σύστημα ελατηρίου-μάζας σε μια τυχούσα θέση x. Στη θέση αυτή το σώμα μπορεί δηλαδή να κινείται προς τα επάνω, ή προς τα κάτω, ή να ισορροπεί. Από τη Δυναμική γνωρίζουμε ότι η θέση ισορροπίας  είναι εκείνη, όπου η δύναμη του ελατηρίου  είναι ίση και αντίθετη του βάρους του σώματος mg:



									


Θα υπολογίσουμε τη δυναμική ενέργεια του συστήματος  συναρτήσει της θέσης x. Η δυναμική ενέργεια του σώματος είναι:



									

Η δυναμική ενέργεια του ελατηρίου είναι:



									



Η δυναμική ενέργεια του συστήματος ελατηρίου-μάζας είναι ίση προς το άθροισμα των δύο επί μέρους δυναμικών ενεργειών  και :



								




Στο σχήμα  σελίδα 114 εικονίζεται το διάγραμμα της δυναμικής ενέργειας  συναρτήσει της θέσης x. Παραγωγίζουμε την  ως προς τη θέση x:



								


Η δυναμική ενέργεια γίνεται ελάχιστη στη θέση , όπου η παράγωγος  μηδενίζεται. Η θέση αυτή είναι:

[image: potential energy 7]



									


Σύμφωνα με την εξίσωση  η θέση αυτή είναι και η θέση ισορροπίας. Σημειώνουμε λοιπόν ότι:

Στην κατάσταση ισορροπίας η δυναμική ενέργεια ενός συστήματος γίνεται ελάχιστη

4.4 Μηχανική ενέργεια



Ένα σώμα, ή σύστημα έχει κινητική ενέργεια  και δυναμική ενέργεια . Ορίζουμε το άθροισμα της κινητικής και της δυναμικής ενέργειας ως:



μηχανική ενέργεια		 				



Στο σχήμα  το σώμα εκτοξεύεται κατακόρυφα με ταχύτητα . Η κινητική ενέργεια είναι:



[image: conservative1]				[image: conservative2]




Η δυναμική ενέργεια είναι:


  

Και η μηχανική ενέργεια:



							

Στο σώμα ασκείται μόνο το βάρος του mg. Σε ύψος x το έργο του βάρους είναι:




Σύμφωνα με το θεώρημα της μεταβολής της κινητικής ενέργειας στη θέση αυτή η κινητική ενέργεια είναι:


 								

Η δυναμική ενέργεια είναι:




Η μηχανική ενέργεια είναι:



			



Συμπεραίνουμε ότι η αρχική μηχανική ενέργεια  και η μηχανική ενέργεια σε μια τυχούσα θέση  είναι ίσες.



Στο σχήμα  το σώμα μάζας m προσπίπτει στο ελατήριο κινούμενο με ταχύτητα . Η κινητική ενέργεια είναι:



[image: conservative3]		[image: conservative4]




Η δυναμική ενέργεια του ελατηρίου είναι:


  

Και η μηχανική ενέργεια του συστήματος ελατήριο-μάζα:



							



Στο σώμα ασκείται μόνον η δύναμη του ελατηρίου. Όταν γίνει η παραμόρφωση του ελατηρίου ίση προς x, το έργο της  είναι:




Σύμφωνα με το θεώρημα της μεταβολής της κινητικής ενέργειας στη θέση αυτή η κινητική ενέργεια είναι:


 								

Η δυναμική ενέργεια του ελατηρίου είναι:




Η μηχανική ενέργεια του συστήματος ελατηρίου μάζας είναι:



			



Συμπεραίνουμε πάλι ότι η αρχική μηχανική ενέργεια  και η μηχανική ενέργεια σε μια τυχούσα θέση  είναι ίσες.






Στο σχήμα  το σώμα εκτοξεύεται με ταχύτητα  κατά μήκος ενός επικλινούς επιπέδου και προς τα επάνω. Μεταξύ του σώματος και του επιπέδου ολίσθησης ασκούνται τριβές. Στο σχήμα  εικονίζεται το σώμα στο ανώτατο σημείο της διαδρομής. Στο σχήμα  το σώμα έχει επανέλθει στην αρχική θέση του κινούμενο με ταχύτητα  προς τα κάτω.




[image: conservative5]      [image: conservative7]      [image: conservative6]

Λαμβάνουμε ως επίπεδο αναφοράς της δυναμικής ενέργειας το διερχόμενο από το σημείο εκτόξευσης του σώματος. Η μηχανική ενέργεια στη θέση αυτή είναι επομένως ίση προς την κινητική. Η αρχική μηχανική ενέργεια είναι:



								

Και η τελική:



								

Το βάρος είναι σταθερό και το έργο του εξαρτάται μόνον από την υψομετρική διαφορά της τελικής από την αρχική θέση. Κατά μήκος της διαδρομής του σώματος το έργο του βάρους είναι επομένως: 




Έστω T η δύναμη της τριβής. Η τριβή είναι αντίθετη στην κίνηση και το μήκος της διαδρομής είναι 2s. Το έργο της τριβής είναι επομένως:


							

Το ολικό έργο είναι:


 

Σύμφωνα με το θεώρημα μεταβολής της κινητικής ενέργειας η μεταβολή της κινητικής ενέργειας είναι:



  							




Από τις εξισώσεις ,  και  λαμβάνουμε:



								

Εδώ συμπεραίνουμε ότι η μηχανική ενέργεια του σώματος μειώνεται εξ αιτίας του έργου της τριβής.

Υπάρχουν επομένως δύο είδη δυνάμεων: οι δυνάμεις που διατηρούν τη δυναμική ενέργεια όπως το βάρος και οι ελαστικές δυνάμεις και ονομάζονται συντηρητικές, ή διατηρητικές δυνάμεις και εκείνες όπως η τριβή ολίσθησης, οι οποίες μειώνουν τη μηχανική ενέργεια και ονομάζονται καταναλωτικές δυνάμεις. 

Όταν σε ένα σώμα, ή σύστημα ασκούνται μόνο διατηρητικές δυνάμεις, τότε η μηχανική ενέργεια παραμένει σταθερή.

Η διατήρηση της μηχανικής ενέργειας παρέχει χρήσιμη πληροφορία στην επίλυση προβλημάτων της Μηχανικής.


Παράδειγμα 1: Το σώμα Σ του σχήματος  σελίδα 118 δέχεται μια ελάχιστη ώθηση και αρχίζει να ολισθαίνει στην επιφάνεια της σφαίρας χωρίς τριβές. Να βρεθεί η γωνία χ, όπου θα εγκαταλείψει το σώμα την επιφάνεια της σφαίρας. 


Ως τη ζητούμενη θέση το σώμα εκτελεί κυκλική κίνηση, επομένως η συνισταμένη των δυνάμεων κατά τη διεύθυνση την κάθετη επί τη σφαίρα είναι ίση προς την κεντρομόλο δύναμη. Στο σώμα ασκούνται το βάρος του mg και η αντίδραση Α από τη σφαίρα. Από το διάγραμμα των δυνάμεων στο σχήμα  σελίδα 118 έχουμε:


[image: motion on sphere2]		[image: motion on sphere1]



								

Στο σημείο, όπου εγκαταλείπει το σώμα την επιφάνεια της σφαίρας, μηδενίζεται η αντίδραση Α. Επομένως όταν α=χ είναι:



  								


Η αντίδραση Α είναι κάθετη στην τροχιά του σώματος και δεν παράγει έργο. Το βάρος είναι διατηρητική δύναμη, επομένως η μηχανική ενέργεια του σώματος διατηρείται. Λαμβάνουμε ως επίπεδο αναφοράς της δυναμικής ενέργειας το διερχόμενο από τον πόλο της σφαίρας. Επειδή θεωρήσαμε ότι η ταχύτητα εκκίνησης του σώματος , η αρχική κινητική ενέργεια είναι μηδέν. Η μηχανική ενέργεια στην αρχική θέση είναι επομένως ίση προς μηδέν. 

Στο σημείο εγκατάλειψης της επιφάνειας της σφαίρας η κινητική ενέργεια είναι:



									

Και η δυναμική:



							

Η τελική και η αρχική μηχανική ενέργεια είναι ίσες, επομένως:



							



Από τις εξισώσεις  και  λαμβάνουμε:




				

Είναι η ζητούμενη γωνία.


Παράδειγμα 2: Την κίνηση του συστήματος του πίπτοντος δίσκου και εκτυλισσόμενου νήματος του σχήματος  τη γνωρίσαμε στο παράδειγμα 4 της παραγράφου 3.4.6. Εδώ θα υπολογίσουμε την ταχύτητα πτώσης του κέντρου του δίσκου, όταν το μήκος του εκτυλισσόμενου νήματος είναι h.


[image: exelixi4]

Λαμβάνουμε ως επίπεδο αναφοράς το διερχόμενο από το σημείο Ο, όπου αρχίζει η πτώση το δίσκου. Η αρχική μηχανική ενέργεια είναι επομένως μηδέν. Όταν εκτυλιχτεί το νήμα κατά h, η δυναμική ενέργεια του δίσκου είναι:



 									


Σύμφωνα με την εξίσωση  η κινητική ενέργεια έχει έναν όρο λόγω της μεταφορικής κίνησης:



									

Και έναν όρο λόγω της περιστροφής περί το κέντρο:



									

Όπου:



										

Είναι η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής και:



									

Είναι η ροπή αδρανείας του δίσκου ως προς το κέντρο του. Λαμβάνουμε έτσι την κινητική ενέργεια του δίσκου:



									

Η τελική μηχανική ενέργεια είναι ίση προς την αρχική μηχανική ενέργεια, επομένως:



 								

Και η ζητούμενη ταχύτητα:



									

Θέλουμε να ελέγξουμε τη συμβατότητα του αποτελέσματος με εκείνο του παραδείγματος 4 στην παράγραφο 3.4.6. Εκεί η επιτάχυνση του κέντρου του δίσκου βρέθηκε:




								=

Η κίνηση είναι ομαλά επιταχυνόμενη από την ηρεμία, δηλαδή η αρχική ταχύτητα είναι ίση προς μηδέν, επομένως η ταχύτητα πτώσης του δίσκου συναρτήσει του χρόνου είναι:



									

Και το μήκος του εκτυλισσόμενου νήματος:



								



Απαλείφουμε το χρόνο μεταξύ των εξισώσεων  και  και λαμβάνουμε: 




								=

Διαπιστώνουμε ότι το αποτέλεσμα είναι το ίδιο. 

4.5 Διατήρηση της ενέργειας

Η μηχανική ενέργεια δεν είναι η μοναδική μορφή ενέργειας, που γνωρίζουμε. Γενικά με τον όρο ενέργεια εννοούμε το έργο που είναι αποταμιευμένο σε ένα σώμα, ή σύστημα. Αναλόγως του είδους της η ενέργεια διακρίνεται-πέραν της μηχανικής-και σε θερμότητα, ηλεκτρική ενέργεια, πυρηνική ενέργεια, χημική ενέργεια κλπ. Κάθε μια από αυτές τις μορφές ενέργειας μπορεί να μετατραπεί σε μιαν άλλη μέσω καταλλήλων μηχανισμών, π.χ. η δυναμική ενέργεια του νερού, μετατρέπεται μέσω μιας υδατόπτωσης σε ηλεκτρική ενέργεια, ή σε θερμότητα μέσω της τριβής. Από τις καθημερινές εμπειρίες μας γνωρίζουμε επίσης ότι από την ηλεκτρική, ή τη θερμική ενέργεια της καύσης λαμβάνουμε κινητική ενέργεια.

Όλες οι ενεργειακές μορφές έχουν ως μονάδα μέτρησης το Joule (J) και είναι ισοδύναμες. Με αυτό εννοούμε ότι δοθείσης μιας ποσότητας ενέργειας, λαμβάνουμε μετά το μετασχηματισμό της ισόποση ενέργεια άλλων μορφών. Η πρόταση αυτή εκφράζει το νόμο διατήρησης της ενέργειας. Η ενέργεια επομένως ούτε παράγεται εκ του μηδενός ούτε εξαφανίζεται.



Κατά τη μετατροπή μιας ενεργειακής μορφής σε άλλη επεμβαίνουν πάντοτε καταναλωτικοί παράγοντες, οι οποίοι μειώνουν την τελικώς παραχθείσα ωφέλιμη ενέργεια. Το πηλίκο της ωφέλιμης ενέργειας  προς τη δαπανωμένη ενέργεια  είναι ο:



συντελεστής απόδοσης						

Η τριβή ολίσθησης είναι ένας τέτοιος καταναλωτικός παράγων, που μετατρέπει ένα μέρος της δαπανωμένης  ενέργειας σε θερμότητα.




Ε14 Κατά μήκος επικλινούς επιπέδου, που σχηματίζει γωνία  με τον ορίζοντα, ανασύρουμε ισοταχώς κιβώτια, τα οποία έχουν με το επίπεδο συντελεστή τριβής ολίσθησης . Να υπολογιστεί ο συντελεστής απόδοσης.



[image: E14]Η ισοταχής ολίσθηση των κιβωτίων προϋποθέτει σύμφωνα με το θεώρημα μεταβολής της κινητικής ενέργειας  ότι το συνολικά παραγόμενο έργο είναι μηδέν. Οι δυνάμεις, που παράγουν έργο είναι: το βάρος mg, η τριβή  και η δύναμη F με την οποία ανασύρεται κάθε κιβώτιο. Το έργο του βάρους είναι: 


 

Το έργο της τριβής είναι:




Το έργο της δύναμης F είναι επομένως:




Ωφέλιμη ενέργεια είναι η δυναμική ενέργεια που αποκτά κάθε κιβώτιο λόγω ανύψωσης:




Η δαπανωμένη ενέργεια είναι ίση προς το έργο της δύναμης F:




Ο συντελεστής απόδοσης είναι:



					



Η τριβή δεν είναι ο μοναδικός καταναλωτικός παράγοντας. Στο σχήμα  εικονίζεται το διάγραμμα της δύναμης παραμόρφωσης F ενός λάστιχου συσκευασίας συναρτήσει της επιμήκυνσης x. Το χαρακτηριστικό στην περίπτωση αυτή είναι ότι η συμπεριφορά του υλικού κατά την επιμήκυνση είναι διαφορετική από τη συμπεριφορά κατά την επαναφορά. Το φαινόμενο αυτό ονομάζεται υστέρηση. 

[image: hysteresis]

Κατά την επιμήκυνση, η δύναμη παραμόρφωσης F και η παραμόρφωση x είναι ομόρροπες, οπότε το παραγόμενο έργο είναι θετικό. Κατά την επαναφορά όμως, η δύναμη F και η παραμόρφωση x είναι αντίρροπες, οπότε το έργο είναι αρνητικό. Το ολικά παραγόμενο έργο της F είναι η διαφορά των δύο αυτών έργων, η οποία είναι ίση προς το σκιασμένο εμβαδόν του σχηματιζόμενου βρόχου υστέρησης. Αυτό το έργο μετατρέπεται σε θερμότητα. 

4.6 Ισχύς

Ορίζουμε ως ισχύ το ρυθμό παραγωγής έργου:



Ισχύς									


Η ισχύς είναι μονόμετρο μέγεθος. Μονάδα μέτρησης ισχύος είναι το Watt (W) με . (James Watt, 1736-1819, Σκότος μηχανικός, βελτίωσε την ατμομηχανή)

Επειδή:





				, 	


όπου  είναι η ταχύτητα του σώματος, λαμβάνουμε:



ισχύς συναρτήσει της ταχύτητας		 		


όπου φ είναι η γωνία μεταξύ της δύναμης και της διεύθυνσης κίνησης. Αν οι διευθύνσεις της δύναμης και της κίνησης συμπίπτουν, τότε η εξίσωση    απλουστεύεται στις:



ισχύς στην ομόρροπη προς τη δύναμη κίνηση			
ή


ισχύς στην αντίρροπη προς τη δύναμη κίνηση			

Αν η ισχύς παράγεται από ροπή δύναμης, τότε η ισχύς είναι:



 , 	

Επομένως:



ισχύς ροπής								

όπου ω είναι η γωνιακή ταχύτητα. 

Η ισχύς είναι ένα από τα σημαντικά μεγέθη στην τεχνολογία. Στον επόμενο πίνακα περιέχονται τυπικές τιμές ισχύος μηχανών από την καθημερινή χρήση.

ΤΥΠΙΚΕΣ ΤΙΜΕΣ ΙΣΧΥΟΣ ΜΗΧΑΝΩΝ ΚΑΘΗΜΕΡΙΝΗΣ ΧΡΗΣΗΣ

	Μέση τιμή ισχύος σε συνεχή χειρωνακτική εργασία
	10-20W

	Μέγιστη ισχύς κωπηλάτη για 3-4 λεπτά
	150W

	Ισχύς ηλεκτρικού τρυπανιού οικιακής χρήσης
	250W

	Τυπική ισχύς ενός Γαλλικού ίππου (CV)
	736W

	Τυπική ισχύς ενός Αγγλικού ίππου (HP)
	746W

	Ονομαστική ισχύς ιδιωτικού αυτοκινήτου 1600cc
	100kW

	Ισχύς τυπικής μονάδας παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας
	300MW



Από τις τιμές του πίνακα συμπεραίνουμε ότι η ισχύς, που μπορεί να παράγει ένας άνθρωπος ιδίαις δυνάμεις είναι πολύ μικρή συγκρινόμενη με εκείνη συμβατικών μηχανών καθημερινής χρήσης. Δευτερευόντως συμπεραίνουμε ότι οι Αγγλικοί ίπποι είναι ισχυρότεροι των Γαλλικών. Έτσι εξηγείται το μεγαλείο της Βρετανικής Αυτοκρατορίας. 



Ε15 Δοχείο με νερό μάζας m=10kg ανελκύεται με σταθερή ταχύτητα από φρέαρ βάθους d=14m σε χρόνο t=40s. Να υπολογίσετε την ισχύ. Η επιτάχυνση της βαρύτητας να ληφθεί.

Η ταχύτητα ανέλκυσης είναι:




Η δύναμη ανέλκυσης F είναι ίση προς το βάρος του πλήρους δοχείου:




Η παραγόμενη ισχύς είναι:











Ε16 Αντλία ανυψώνει  νερό σε ύψος . Να υπολογίσετε την ισχύ της αντλίας. Η πυκνότητα του νερού είναι . Η επιτάχυνση της βαρύτητας είναι .


Για την ανύψωση μάζας  σε ύψος h απαιτείται έργο:




Αυτό γίνεται με ρυθμό:












Ε17 Ανελκυστήρας μάζας Μ=60kg κινούμενος ανοδικά με ταχύτητα  μεταφέρει πέντε άτομα μάζας m=75kg καθένα. Να υπολογίσετε την ισχύ του ανελκυστήρα. Η επιτάχυνση της βαρύτητας να ληφθεί .

Η συνολική μάζα είναι:




Η ανυψωτική δύναμη είναι ίση με το συνολικό βάρος του ανελκυστήρα και του φορτίου του:




Η ισχύς είναι:









Ε18 Τροχός ηλεκτρικού εργαλείου ισχύος  περιστρέφεται με συχνότητα . Να υπολογίσετε τη ροπή του κινητήρα.




			


 


Α1 Να υπολογίσετε το έργο, που παράγουμε, για να ανυψώσουμε σώμα μάζας m=75kg σε ύψος h=17m. Η επιτάχυνση της βαρύτητας είναι . (W=12,5kJ)


A2 Σε σώμα ασκείται δύναμη F=380N υπό γωνία  ως προς τον ορίζοντα. Να υπολογίσετε το έργο της δύναμης όταν το σώμα μετακινηθεί οριζόντια κατά s=35m. (W=11,5kJ)  







[image: E4]Α3 Σε σώμα ασκούνται οι αντίθετες δυνάμεις  και . Το σώμα μετατοπίζεται κατά τη διεύθυνση και φορά της δύναμης . Να υπολογίσετε το έργο, που παράγει κάθε δύναμη και το συνολικά παραχθέν έργο. (, , )

Α4 Στο σώμα Σ του σχήματος ασκείται η σταθερή δύναμη F=90N. Να υπολογίσετε το έργο υπεράνω του ημικύκλιου ακτίνας r=23m από το σημείο (1) ως το σημείο (2). (W=4,14kJ)

Α5 Η αντίσταση του αέρα σε σώμα κινούμενο ομαλά είναι Α=97Ν. Να υπολογίσετε το έργο της αντίστασης κατά μήκος διαδρομής s=320m. (W=-31,0kJ)


Α6 Η δύναμη της τριβής ολίσθησης μεταξύ  κιβωτίου και πατώματος είναι T=35N. Να υπολογίσετε το έργο της τριβής κατά μήκος διαδρομής s=5,2m. ()








[image: E7]Α7 Στο σώμα του σχήματος μάζας  ασκείται υπό γωνία  ως προς τον ορίζοντα η δύναμη . Ο συντελεστής τριβής ολίσθησης μεταξύ του κιβωτίου και του οριζοντίου δαπέδου είναι . Να υπολογίσετε το έργο της τριβής, όταν μετακινηθεί το κιβώτιο κατά . Η επιτάχυνση της βαρύτητας είναι . 

Α8 Σε μανιβέλα ασκούμε δύναμη F=40N. Ο βραχίονας της ροπής έχει μήκος a=35cm. Να υπολογίσετε το έργο της ροπής σε μια πλήρη περιστροφή. (W=220J)


Α9 Να υπολογίσετε το έργο, που πρέπει να παράγουμε για να παραμορφώσουμε κατά x=0,3cm ελατήριο σταθεράς . (W=0,0315J)




Α10 Ελατήριο σταθεράς  είναι συσπειρωμένο κατά . Να υπολογίσετε το έργο, που πρέπει να παράγουμε για να συσπειρώσουμε το ελατήριο κατά . (W=1,286J)




Α11 Ελατήριο σταθεράς  είναι συσπειρωμένο κατά . Να υπολογίσετε το έργο W που παράγουμε για να επαναφέρουμε το ελατήριο στο φυσικό μήκος του. Πόσο έργο παράγει η δύναμη του ελατηρίου; 


A12 Αυτοκίνητο μάζας m=1100kg κινείται με ταχύτητα. Να υπολογίσετε την κινητική ενέργεια του αυτοκινήτου. Η κινητική ενέργεια των τροχών λόγω περιστροφής να θεωρηθεί αμελητέα. ()



Α13 Στεφάνη πολύ λεπτού πάχους με μάζα m=1,7kg και ακτίνα r=0,56m στρέφεται περί άξονα διερχόμενο από το κέντρο και κάθετο επί το επίπεδο της με συχνότητα . Να υπολογίσετε την κινητική ενέργεια της στεφάνης. Η ροπή αδρανείας της στεφάνης είναι: . (Ε=1465J)






Α14 Δακτύλιος μάζας m=1,5kg εσωτερικής ακτίνας  και εξωτερικής ακτίνας  κυλίεται με ταχύτητα . Να υπολογίσετε την κινητική ενέργεια του δακτυλίου. Η ροπή αδρανείας δακτυλίου είναι: . ()






[image: A14]Α15 Ράβδος μήκους  και μάζας  στρέφεται με γωνιακή ταχύτητα  περί άξονα κάθετο στη διεύθυνση της και διερχόμενο από σημείο της ράβδου απέχον  από το άκρο της. Να υπολογίσετε την κινητική ενέργεια της ράβδου. Η ροπή αδρανείας ράβδου μήκους a και μάζας m ως προς άξονα διερχόμενο από το μέσον της και κάθετα στη διεύθυνση της είναι . 








Α16 Να υπολογίσετε τη γωνιακή ταχύτητα ω με την οποία θα στρέφεται ο συμπαγής κύλινδρος του σχήματος μάζας  και ακτίνας  καθώς θα εκτυλίσσεται το νήμα, όταν κατέλθει το σώμα μάζας  κατά . Η επιτάχυνση της βαρύτητας είναι . Η ροπή αδρανείας του κυλίνδρου ως προς τον άξονα περιστροφής είναι.  







Α17 Δίσκος μάζας  και ακτίνας  κυλίεται με ταχύτητα . Να υπολογίσετε την κινητική ενέργεια  του δίσκου. Η ροπή αδρανείας του δίσκου ως προς άξονα διερχόμενο από το κέντρο και κάθετα επί το επίπεδο του είναι . 










[image: A-15]Α18 Οι δύο δίσκοι του σχήματος με ακτίνα  και μάζα  κάθε ένας συνδέονται ομοαξονικά με τη συμπαγή κυλινδρική ράβδο ακτίνας και μάζας . α) Να υπολογίσετε την ταχύτητα καθόδου του κυλίνδρου, όταν κάθε νήμα έχει εκτυλιχτεί κατά . β) Να υπολογίσετε πόσες φορές μεγαλύτερη είναι η ταχύτητα σώματος που πέφτει ελεύθερα από το ίδιο ύψος. Η επιτάχυνση της βαρύτητας είναι . Η ροπή αδρανείας συμπαγούς κυλίνδρου μάζας Μ και ακτίνας r ως προς τον άξονα του είναι .  


Α19 Γερανός ανυψώνει οικοδομικά υλικά μάζας m=85kg σε ύψος h=18m σε χρόνο Δt=26s. Να υπολογίσετε την ισχύ του κινητήρα. Η επιτάχυνση της βαρύτητας είναι . (P=577W)

Α20 Ηλεκτρικό τρυπάνι έχει ισχύ P=350W. Η συχνότητα περιστροφής του εργαλείου κατά τη διάνοιξη οπής είναι f=40Hz. Να υπολογίσετε τη ροπή των αντιστάσεων, που ασκούνται στο εργαλείο διάνοιξης. (M=1,395Nm)
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