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ÌÜèçìá 7ÔÑÉ�ËÁ ÏËÏÊËÇÑÙÌÁÔÁ
7.1 Ïñéóìüò êáé éäéü�ç�åò7.1.1 ÏñéóìüòÅßíáé Þäç ãíùó�ü ó�ïí áíáãíþó�ç ü�é �ï ïñéóìÝíï ïëïêëÞñùìá ∫ ba f(x) dxãåùìå�ñéêÜ ðáñéó�Üíåé �ï åìâáäüí ðïõ ðåñéêëåßå�áé áðü �çí êáìðýëç y =f(x), �éò åõèåßåò x = a; b êáé �ïí x-Üîïíá (Ó÷. 7.1.1 - 1), åíþ áðü �ïðñïçãïýìåíï ìÜèçìá ü�é �ï äéðëü ïëïêëÞñùìá ∫ ∫D f(x; y) dx dy �ïí üãêï�ïõ ó�åñåïý ðïõ ðåñéêëåßå�áé áðü �çí åðéöÜíåéá z = f(x; y), �ï ðåäßï ïñéóìïýD êáé �ïõ ïðïßïõ ïé áêìÝò åßíáé ðáñÜëëçëåò ðñïò �ïí z-Üîïíá (Ó÷. 7.1.1 -2). Åðåê�åßíïí�áò �éò ðáñáðÜíù ãåùìå�ñéêÝò åñìçíåßåò Ýó�ù ç óõíÜñ�çóçf(x; y; z) ìå ðåäßï ïñéóìïýD = [a1; b1]× [a2; b2]× [a3; b3] ⊆ ℜ3ðïõ õðï�ßèå�áé ü�é åßíáé öñáãìÝíç ãéá êÜèå (x; y; z) ∈ D. Áí ó�çí ðåñßð�ùóçáõ�Þ ï �üðïò D õðïäéáéñåßèåß áðü �á óçìåßáxi ∈ [a1; b1] ; i = 1; 2; : : : ; n ìå ðëÜ�ïò äéáìÝñéóçò ∆x;yj ∈ [a2; b2] ; j = 1; 2; : : : ; m : : : ∆y;zk ∈ [a3; b3] ; k = 1; 2; : : : ; p : : : ∆z;1
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Ó÷Þìá 7.1.1 - 1: ãåùìå�ñéêÞ åñìçíåßá �ïõ ïñéóìÝíïõ ïëïêëçñþìá�ïò
∫ ba f(x) dx

Ó÷Þìá 7.1.1 - 2: ãåùìå�ñéêÞ åñìçíåßá �ïõ äéðëïý ïëïêëçñþìá�ïò
∫ ∫D f(x; y) dx dy



Ïñéóìüò 3�ü�å, Ýó�ù ∆A = ∆x∆y∆z ï üãêïò �ïõ ó�ïé÷åéþäïõò ïñèïãùíßïõ ðáñáëëç-ëåðéðÝäïõ �çò ðáñáðÜíù äéáìÝñéóçò. Ç áðåéêüíéóç óå Üîïíá óõí�å�áãìÝíùí�çò �éìÞò f (x∗i ; y∗j ; z∗k) ãßíå�áé ðñïóèÝ�ïí�áò ó�éò Þäç ãíùó�Ýò �ñåéò äéáó�Üóåéòx; y; z ìéá åðß ðëÝïí �Ý�áñ�ç åðß ðëÝïí äéÜó�áóç. Ôü�å Ý÷åé Ýííïéá �ï ðáñáêÜ�ùÜèñïéóìá:V ≈ f (x∗1; y∗1 ; z∗1) ∆A+ : : :+ f (x∗n; y∗m; z∗p) ∆A: (7.1.1 - 1)Áðïäåéêíýå�áé ó�çí ÁíÜëõóç ü�é, ü�áí ç äéáãþíéïò �ùí ðáñáðÜíù ðáñáëëç-ëåðéðÝäùí �åßíåé ó�ï ìçäÝí êáèþò �á n; m p → +∞, �ï Üèñïéóìá (7:1:1− 1)óõãêëßíåé ðñïò Ýíáí áñéèìü, Ýó�ù I, ðïõ åßíáé áíåîÜñ�ç�ïò áðü �çí åðéëïãÞ�ùí óçìåßùí (xi; yj; zk). Óýìöùíá ìå �á ðáñáðÜíù äßíå�áé ó�ç óõíÝ÷åéá ïðáñáêÜ�ù ïñéóìüò.1Ïñéóìüò 7.1.1 - 1 (�ñéðëïý ïëïêëçñþìá�ïò). Ïñßæå�áé óáí �ñéðëü ïëïê-ëÞñùìá �çò f(x; y; z) ó�ï D = [a1; b1]× [a2; b2]× [a3; b3] ç ïñéáêÞ �éìÞI =

∫ ∫ ∫D f(x; y; z) dx dy dz
= limn;m p→+∞

n
∑i=1

m
∑j=1

p
∑k=1

f (x∗i ; y∗j ; y∗k) ∆A; (7.1.1 - 2)åöüóïí õðÜñ÷åé.Ï ðáñáðÜíù ïñéóìüò ãåíéêåýå�áé ãéá êÜèå öñáãìÝíï ðåäßï ïñéóìïý D �çòf .�åùìå�ñéêÞ åñìçíåßáÁí ç �Ý�áñ�ç äéÜó�áóç óõìâïëßæåé �ï ÷ñüíï t, �ü�å áëëÜæïí�áò �ç óåéñÜ �ùíìå�áâëç�þí, Ýó�ù ü�é ç óõíÜñ�çóç ðïõ ïëïêëçñþíå�áé åßíáé ìå ìå�áâëç�Ýòx; y; t êáé ç �Ý�áñ�ç äéÜó�áóç åßíáé ç z. ÕðïèÝ�ïí�áò ü�é ïé ìå�áâëç�Ýò x,y åßíáé åðßóçò óõíáñ�Þóåéò �ïõ t, �ü�å äßíïí�áò ìéá �éìÞ ó�ï t, Ýó�ù t0, �ïïëïêëÞñùìá �çò z = f̃ (x; y; t0) èá ïñßæåé óýìöùíá êáé ìå �ç ãåùìå�ñéêÞåñìçíåßá �ïõ äéðëïý ïëïêëçñþìá�ïò �ïí üãêï �ïõ áí�ßó�ïé÷ïõ ïñèïãùíßïõðáñáëëçëåðéðÝäïõ. Áðü �á ðáñáðÜíù ðñïêýð�åé ü�é:1ÂëÝðå åðßóçò http : ==en:wikipedia:org=wiki=Triple integral



4 ÔñéðëÜ ïëïêëçñþìá�á Êáè. Á. ÌðñÜ�óïò�ñü�áóç 7.1.1 - 1. Ôï �ñéðëü ïëïêëÞñùìá óõìâïëßæåé ãåùìå�ñéêÜ �çí �éìÞ�ïõ üãêïõ, ðïõ äçìéïõñãåß�áé óå äåäïìÝíç ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ t áðü �á áí�ßó�ïé÷á
(x; y; z) ∈ D.7.2 Éäéü�ç�åòÏé óçìáí�éêü�åñåò åßíáé:I. �ñáììéêÞ

∫ ∫ ∫D [k f(x; y; z) + � g(x; y; z)] dx dy
= k ∫ ∫ ∫D f(x; y; z) dx dy dz + � ∫ ∫ ∫D g(x; y; z) dx dy dz;ü�áí k; � ∈ ℜ.II. ÌÝóçò �éìÞò

∫ ∫ ∫D f(x; y; z) dx dy dz = f (x0; y0; z0) Aüðïõ A ï üãêïò �ïõ �üðïõ D.III. Áí ç ðåñéï÷Þ D áðï�åëåß�áé áðü �éò ÷ùñéó�Ýò ðåñéï÷Ýò D1 êáé D2,äçëáäÞ D = D1 ∪D2, �ü�å
∫ ∫ ∫D f(x; y) dx dy dz =

∫ ∫ ∫D1

f(x; y) dx dy dz
+

∫ ∫ ∫D2

f(x; y) dx dy dz:7.3 Õðïëïãéóìüò êáé åöáñìïãÝò7.3.1 ÌÝèïäïé õðïëïãéóìïýÏ õðïëïãéóìüò �ïõ �ñéðëïý ïëïêëçñþìá�ïò (7:1:1 − 2) åîáñ�Ü�áé áðü �çìïñöÞ �ïõ ðåäßïõ ïñéóìïý. Áðü �éò õðÜñ÷ïõóåò ìåèüäïõò õðïëïãéóìïý èáåîå�áó�ïýí ìüíïí ïé ðáñáêÜ�ù äýï.22Ï áíáãíþó�çò ãéá åê�åíÝó�åñç ìåëÝ�ç ðáñáðÝìðå�áé ó�ç âéâëéïãñáößá.



ÌÝèïäïé õðïëïãéóìïý 5I. D =
{

(x; y; z) ∈ ℜ3 : a1 ≤ x ≤ b1; a2 ≤ y ≤ b2; a3 ≤ z ≤ b3}Ôü�å ï õðïëïãéóìüò ãßíå�áé óýìöùíá ìå �ï ðáñáêÜ�ù èåþñçìá:Èåþñçìá 7.3.1 - 1. Áí ç óõíÜñ�çóç f(x; y; z) |D ìå D = [a1; b1]×[a2; b2]×
[a3; b3] ⊆ ℜ3 åßíáé ïëïêëçñþóéìç ó�ï D, �ü�å

∫ ∫ ∫D f (x; y; z) dx dy dz =

b1
∫a1 





b2
∫a2  b3

∫a3 f (x; y; z) dz dy


dx
=

b2
∫a2 





b3
∫a3  b1

∫a1 f (x; y; z) dx dz


dy
=

b3
∫a3 





b1
∫a1  b2

∫a2 f (x; y; z) dy dx


dz:Ôï èåþñçìá áõ�ü åßíáé ìéá ãåíßêåõóç �ïõ áí�ßó�ïé÷ïõ èåùñÞìá�ïò �ïõ Fubiniãéá �ïí õðïëïãéóìü �ùí äéðëþí ïëïêëçñùìÜ�ùí. Óýìöùíá ìå �ï èåþñçìá ç�éìÞ �ïõ �ñéðëïý ïëïêëçñþìá�ïò åßíáé áíåîÜñ�ç�ç áðü �ç óåéñÜ ïëïêëÞñùóçò.�áñÜäåéãìá 7.3.1 - 1Íá õðïëïãéó�åß �ï ïëïêëÞñùìáI =

∫D 8xyz dx dy dz;ü�áí D =
{

(x; y; z) ∈ ℜ3 2 ≤ x ≤ 3; 1 ≤ y ≤ 2; 0 ≤ z ≤ 1
} :Ëýóç. Óýìöùíá ìå �ïí �ýðï (7:3:1 − 1) Ý÷ïõìåI =

∫ ∫ ∫D 8xyz dx dy dz =

2
∫

1







3
∫

2





1
∫

0

8xyz dz  dx


dy
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=

2
∫

1







3
∫

2

[

4xyz2] 1
0
dx


dy =

2
∫

1





3
∫

2

4xy dx dy
=

2
∫

1

[

2x2y] 3
2
dx =

2
∫

1

10 y dy = 15:
II. D = {(x; y; z) ∈ ℜ3 : a1 ≤ x ≤ b1 ; �1(x) ≤ y ≤ �2(x)z1(x; y) ≤ z ≤ z2(x; y)}Ôü�å éó÷ýåé I =

∫D f(x; y; z) dx dy dz (7.3.1 - 1)
=

b1
∫a1 









�2(x)
∫�1(x) 





z2(x;y)
∫z1(x;y) f(x; y; z) dz  dy





dx:äçëáäÞ ç ïëïêëÞñùóç ãßíå�áé ðñþ�á áðü �ç ìå�áâëç�Þ, ðïõ åîáñ�Ü�áé áðü �éòÜëëåò äýï ìå�áâëç�Ýò (�ñïöáíþò õðÜñ÷ïõí Üëëïé äýï �ýðïé ðáñÜó�áóçò �ïõ�üðïõ D ó�çí êá�çãïñßá áõ�Þ).�áñÜäåéãìá 7.3.1 - 2Íá õðïëïãéó�åß �ï ïëïêëÞñùìáI =

∫D x3y2z dx dy dz;ü�áí D =
{

(x; y; z) ∈ ℜ3 0 ≤ x ≤ 1; 0 ≤ y ≤ x; 0 ≤ z ≤ xy} :



ÌÝèïäïé õðïëïãéóìïý 7Ëýóç. Óýìöùíá ìå �ïí �ýðï (7:3:1 − 1) Ý÷ïõìåI =

∫D x3y2z dx dy dz =

1
∫

0







x
∫

0





xy
∫

0

x3y2z dz  dy


dx
=

1
∫

0







x
∫

0

[

1

2
x3y2z2] xy

0
dy


dx =
1

2

1
∫

0





x
∫

0

x5y4 dy  dx
=

1

10

1
∫

0

x10 dx =
1

110
:�áñÜäåéãìá 7.3.1 - 3¼ìïéá �ï ïëïêëÞñùìáI =

∫D (x2 + y2 − z2) dx dy dz;ü�áí D =
{

(x; y; z) ∈ ℜ3 : x+ y + z ≤ 1; x; y; z ≥ 0
} :Ëýóç. ¼ìïéá ìå �ïí �ýðï (7:3:1 − 1) Ý÷ïõìåI =

∫D (x2 + y2 − z2) dx dy dz
=

1
∫

0







1−x
∫

0





1−x−y
∫

0

(x2 + y2 − z2) dz  dy


dx
=

1
∫

0







1−x
∫

0

[x2z + y2z − z3
3

] 1−x−y
0

dy


dx
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=

1
∫

0

(x2
2

− x3 + x4
2

) dx =
1

60
:

7.3.2 ÅöáñìïãÝò �ùí �ñéðëþí ïëïêëçñùìÜ�ùíÕðïëïãéóìüò üãêùíÁí ï �üðïò D åßíáé êëåéó�ü êáé öñáãìÝíï ó�åñåü, �ü�å ç �éìÞ �ïõ �ñéðëïýïëïêëçñþìá�ïò
∫ ∫ ∫D 1 dx dy dz (7.3.2 - 1)éóïý�áé ìå �ïí üãêï �ïõ D.Õðïëïãéóìüò ìÜæáòÁí �(x; y; z) ìå �(x; y; z) > 0 ãéá êÜèå (x; y; z) ∈ D ðáñéó�Üíåé �çí ðõêíü�ç�á�çò ìÜæáò, ðïõ êá�áíÝìå�áé ìå óõíå÷Þ �ñüðï ó�ï D, �ü�å ç óõíïëéêÞ ìÜæáM �ïõ D äßíå�áé áðü �ïí �ýðïM =

∫ ∫ ∫D �(x; y; z) dx dy dz: (7.3.2 - 2)Ó�çí ðåñßð�ùóç áõ�Þ �ï êÝí�ñï âÜñïõò (x0; y0) äßíå�áé áðü �éò ó÷Ýóåéòx0 =
MxM =

∫ ∫ ∫D x �(x; y; z) dx dy dz
∫ ∫ ∫D �(x; y; z) dx dy dz ;y0 =

MyM =

∫ ∫ ∫D y �(x; y; z) dx dy dz
∫ ∫ ∫D �(x; y; z) dx dy dz ;

z0 =
MzM =

∫ ∫ ∫D z �(x; y; z) dx dy dz
∫ ∫ ∫D �(x; y; z) dx dy dz



ÅöáñìïãÝò �ùí �ñéðëþí ïëïêëçñùìÜ�ùí 9üðïõ ïéMx =

∫ ∫ ∫D x �(x; y; z) dx dy dz; My =

∫ ∫ ∫D y �(x; y; z) dx dy dz; êáéMz =

∫ ∫ ∫D z �(x; y; z) dx dy dzåßíáé ïé ñïðÝò 1çò �Üîçò �ïõ D.3

3Áðáãïñåýå�áé ç áíáäçìïóßåõóç Þ áíáðáñáãùãÞ �ïõ ðáñüí�ïò ó�ï óýíïëü �ïõ Þ�ìçìÜ�ùí �ïõ ÷ùñßò �ç ãñáð�Þ Üäåéá �ïõ Êáè. Á. ÌðñÜ�óïõ.E-mail: bratsos�teiath.gr URL: http://users.teiath.gr/bratsos/





Âéâëéïãñáößá[1℄ ÌðñÜ�óïò, Á. (2011), ÅöáñìïóìÝíá Ìáèçìá�éêÜ, Åêäüóåéò Á.Ó�áìïýëç, ÁèÞíá, ISBN 978{960{351{874{7.[2℄ ÌðñÜ�óïò, Á. (2002), Áíþ�åñá Ìáèçìá�éêÜ, Åêäüóåéò Á. Ó�áìïýëç,ÁèÞíá, ISBN 960{351{453{5/978{960{351{453{4.[3℄ Finney R. L., Giordano F. R. (2004), Áðåéñïó�éêüò Ëïãéóìüò ÉÉ,�áíåðéó�çìéáêÝò Åêäüóåéò ÊñÞ�çò, ISBN 978{960{524{184{1 .[4℄ Spiegel M., Wrede R. (2006), Áíþ�åñá Ìáèçìá�éêÜ, Åêäüóåéò Ôæéüëá,ISBN 960{418{087{8.Ìáèçìá�éêÝò âÜóåéò äåäïìÝíùí
• http://en.wikipedia.org/wiki/Main Page
• http://eqworld.ipmnet.ru/index.htm
• http://mathworld.wolfram.om/
• http://eom.springer.de/
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Χρηματοδότηση 
 

• Το παρόν εκπαιδευτικό υλικό έχει αναπτυχθεί στα πλαίσια του εκπαιδευτικού 
έργου του διδάσκοντα. 

• Το έργο «Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα στο ΤΕΙ Αθήνας» έχει χρηματοδοτήσει 
μόνο τη αναδιαμόρφωση του εκπαιδευτικού υλικού.  

• Το έργο υλοποιείται στο πλαίσιο του Επιχειρησιακού Προγράμματος «Εκπαίδευση 
και Δια Βίου Μάθηση» και συγχρηματοδοτείται από την Ευρωπαϊκή Ένωση 
(Ευρωπαϊκό Κοινωνικό Ταμείο) και από εθνικούς πόρους. 
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για εμπορική χρήση, εφόσον αυτό του ζητηθεί. 

Διατήρηση Σημειωμάτων 

 Οποιαδήποτε αναπαραγωγή ή διασκευή του υλικού θα πρέπει να 

συμπεριλαμβάνει: 

 Το Σημείωμα Αναφοράς 

 Το Σημείωμα Αδειοδότησης 

 Τη δήλωση Διατήρησης Σημειωμάτων  

 Το Σημείωμα Χρήσης Έργων Τρίτων (εφόσον υπάρχει) μαζί με τους 

συνοδευόμενους υπερσυνδέσμους. 
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